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« 

Ueber den Vortrag der Lehre von der Auflö- 
sung der Gleichungen des dritten Grades. 

t ' -J 

Von . . 

dem He rausgeber. . 


Der in den Elementen gewöhnliche Vortrag der Lehre von der 
Auflösung der Gleichungen des dritten Grades hat mir immer der 
Natur der Sache nicht recht entsprechend geschienen. Vielleicht 
dürfte sich die folgende Darstellung einigermassen zur Berücksich- 
tigung beim Unterrichte empfehlen. 

Die aufzulösende Gleichung, in welcher das zweite Glied fehlt 
sei . 9 

1) ac* =r aa: 

wo a und b reelle Grössen sind. Man setze 

/ 

2) a: = {p-+-qV~l) + ( Pt +n,V / ~\) , 

* ’ 1 1 

q x )V — l, 

wo auch q, Pli q x reelle Grössen sein sollen, so ist, wie man 
/eicht findet: 

i 

» • * 

X* ==3(^H-^V/^Tl) ( Vx Pi + j 

•+- gV^xy 4- { Pl ^ l) * 1 

oder ' 

'*’=z(p-t-q )(p, + fl l/CTi) .p + ( p + qV~\) > 

■+■ (Pi •+• f, i) 1 ; 

Tb«n ti. i * 
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« 

und wenn also 


a:=zp-i-p l +(q + q l )\/Zri 


eine Wurzel unserer Gleichung sein soll, so müssen die Grössen 
Pi Qi Pu 9\ 80 bestimmt werden, dass den beiden Gleichungen 

3 (p-t-ff/ — l)(Pi^(/ l V / ^l)=:a i 

d. i., wie man nach leichter Entwickelung findet, den beiden Glei- 
chungen 

PP i “ Wi 4- (P9x 4- 9PxV=l = }a, 

P * 4- Pi * — &P9* — 3/? , q t * 

— (?*4-gi 3 — $P 2 9-*$Pi*9i)\/— 1 

also den vier Gleichungen 

I ;>/>i — qq x = ~+-qp x =0, 

3 ) + 3 /^,* = 6 , 

'9* 4- 9x* — 3/?V— 3/^Vi =0 


= £; 


üjrt wird. 


8 ' enu ,?. i 

Richten wir nun aber unser Augenmerk zunächst und vorzüg- 
lich^ auf die Auffindung einer reellen Wurzel unserer gegebenen 
Gleichung, ohne uns für’s Erste darum zu bekümmern, ob es auch 
eine reelle Wurzel in allen Fällen wirklich giebt, so kommt zu 
den vier obigen Redingungsgleichungen noch die Gleichung 

. • 9+9i = 0 , 

und wir müssen also die vier Grössen p, q, />,, q x so zu bestimmen 
suchen, dass den fünf Gleichungen 


4) 


= 0 , 

)PPx —99 1 = t « 5 P9i+9Pi = 0 , 
\P * 4 “ Pi 9 — Zp9 2 “ 3 p 1 9 1 2 = 6, 
9* + 9\* %p*9 — $p l *9 l =0 


genügt wird, wobei nun aber die zwei folgenden Fälle von einan- 
der unterschieden werden müssen. 

I- Wenn man der ersten der Fünf vorhergehenden Gleichungen 
zufolge q x = — q setzt, zugleich aber annimmt, dass die Grössen 
q und q x beide verschwinden, so sind offenbar die fünf Gleichun- 
gen 4) vollständig erfüllt, wenn man die Grössen p 9 p x so bestimmt, 
dass den zwei Gleichungen 


genügt wird. 




I v •! - 


• \ # . 
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Setzt man p • = *, p\ * tsd u t so werden diese Gfetehttagen 

. <• - *fPt »+!«, s=*$r 

und weil nun - . 

(« — r/,) 3 ==(»-4-«,)* — 4uv l ==b* — ,« T »* , 

ist, so hat man zur Bestimmung von w, «*, die beiden Gleichungen 

> . 

w + u — n , = i V / fr 

\ 

aus denen sich 


— A«*> 


also 


2 -•» "• 2 » 

S " " 1 • 


j 


ergiebt. Wenn daher 

I*: . * 

ist, so ist 


*v»* < l 2 


5 ) 


*, • 

« + ?,,=]/ * + V *’l -M' + \/ /> - 


eine reelle Wurzel unserer Gleichung, und folglich 

t 

(p-i-pi ) 3 — «(/>+/>,) — b=zO. 

i > f 

• * t 

Zieht man dies von 

x 3 — ax — b 

ab, so erhält man ‘ '* : 

n 

x' — ax — & = x> — (p-ihfr)’ — a\a> — (p + p t )\, 
oder, wie mau leicht findet: 

ax — l>=\x— (/>+/> ,)x+(p+ Pl y— „j, ’ 

4 f % > • * « • • ♦ 4 • 

und die beiden anderen Wurzeln der Gleichung . 

z '■ x 3 — ax — b = 0 oder x l =r ax 4- b 

* *■' . »,*’ (t .’t »!'. ’ ■ Ü * ; ■ . ; , ♦ - . .... I 

ergehen sich daher durch Auflösung der quadratischen Gleichung 

» : i : ;)*,•*• • ,* * •* ' . .i .Tr 

*: & % **-(p~t-Pi)x-+(p+p t y --axzO, * •* : 

' i * : 


... i 


.• i 
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wodurch man nach dem bekannten Verfahren - 

» '* . i 

6) ^r = — Hp+pjdbl/a — {(p + prf 

erhält. Hier fragt sich nun, ob diese beiden Wurzeln reell oder 
imaginär sind, welche Frage auf folgende Art beantwortet werden 
kann. 

Wenn ist, so ist 

» * * 

(P — 7 > 1 ) , = 0 , 

also 

p*+p l *=2/>p,,i 

und folglich ' ' 

' {P^rPxY — 

\ t 

d. i. wegen der Gleichung pp x = \a: 

{p-)rPx)* = i» 

oder 

Up -\-PiY = «, 

* also 

und die Wurzeln 6) sind also in diesem Falle beide reell und ein- 
ander gleich. 

Wenn ■^ r a x < b % ist, so ist 

(p— 

also 

p* +/>.*> Xpp t , 

und folglich 

(P + PxY>*PPx> 

. 

d. i. wegen der Gleichung pp x = {a: 

/ 

oder 

also 

« — +/>,)* <o, 

und die Wurzeln 6) sind also in diesem Falle beide imaginär. 

Die gegebene Gleichung hat also drei reelle oder eine reell* 
und zwei imaginäre Wurzeln, jenachdem T V** oder *C.b' A 

ist; im ersten Falle sind zwei der drei reellen Wurzeln einandei 
gleich. • 

II. Wenn man der ersten der fünf Gleichungen 4) zufolg« 
q x — — g setzt, zugleich aber annimmt, dass die Grössen q und ^ 
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nicht verschwinden, so folgt ans der dritten der fünf genannten 

Gleichungen, nämlich aus der Gleichung 

» 

- Wi+.^i=°» 

auf der Stelle p l =:p i und die fünfte Gleichung, nämlich die Glei- 
chung - * 

—ty*9—SPi*9 1 = 0 

ist nun identisch gleich Null. Die zweite und vierte Gleichung, 
nämlich die Gleichungen 


PPi —9<7 1 =t«> 

p* -t-pS — Zpq* ~Zp l q l *z=b, 

\ 

werden aber 

p*-\-q*=:ia r, p* — 3/>? a = ^; 


und die Grössen und q sind also jetzt so zu bestimmen, dass 
diesen beiden Gleichungen genügt wird. 

Hierbei sind wir nach 1 . offenbar berechtigt anzunehmen , dass 

A« 3 > **, 


also auch a nothwendig positiv ist. Demzufolge können wir die 
erste der beiden zu erfüllenden Gleichungen aut die Form 

■ (,i/iy+(,i/±r=i 

S * S 

bringen, und sind also offenbar berechtigt, 

p\/^ = si* 9» ?|/ ” = cos 9 


d. i. 


p = sin <jp|/ y* <1 = cos yj/y 


zu setzen. Führen ^ir diese Ausdrücke von p und q in die zweite 
der beiden zu erfüllenden Gleichungen ein, so wird dieselbe nach 
einigen leichten R^ductionen 

o • - Zh\ /Z 1/27Ä* 

SID 9 * — 3sin 9 cos 9 * = -^/— = y 

Weil nun aber nach einer bekannten gonio metrischen Relation 

sin 3<p = 3sin y cos y* — sin y * 

ist, so ist . . 

sin 3y = — 


'27 A* 
4a* 




Da nach der Voraussetzung 


27A a 

*V**>**, also < 1 


lst^ sck kann aus der vorhergehenden Gleichung 3<jp immer bestimmt 
werden. Bezeichnen wir nun den seinem absoluten Werthe nach 

nicht übersteigenden, der Gleichung 

‘ * * * 

• siD 3* = -]/^ 


ha- 


genügenden Werth von 3y durch — w, so sind, weil 

i • 

sin (w — 7t) = sin ( — o>), sin (w -f- n) = sin ( — cd) 

ist, auch io —■ - n und w-f-yr Werthe von 3 und für gp erhält n?an 
also die drei Werthe — |o>, — tt), .i(co - 4- ar); folglich für 

P—Pi die drei folgenden reellen Werthe: 

* 

* 1 

— 8in!to|/y, sin j(a > — ^)|/~, sin |(o> -f- 7r)j/y. 

* * * • * * * 

Da nun p p t ~2p eine Wurzel unserer Gleichung ist, so hat 
dieselbe im vorliegenden Falle jederzeit die drei folgenden reellen 

VI/ 1« «r* aI m « ^ 

— 2sin^eu|/y 

2sini(u — w)|/y 

• * 

2sin |(ü> -+• 7T)|/y 


•2sin jw 
-2sin-§-(7 

2sin|(w + tu)l / ^v; " , , 

. . uhsfl .. ; •. 

Auch erhellet leicht, dass die zwei ersten dieser drei reellen Wur- 
zeln immer negativ sind, die. dritte Wurzel dagegen stets positiv 
ist. Dass die drei Wurzeln im vorliegenden Falle jederzeit sämmt- 
lich unter einander ungleich sind, fällt eben so leicht in die Augen. 

Aus der vorhergehenden Entwickelung ergiebt sich also über- 
haupt Folgendes. 

% 1. Wenn = £ 2 oder 4#* =27£* ist, so hat die gegebene 
Gleichung drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich 
sind. 

2. Wenn ■ s * T a*^ k 6* oder Aa z 27£* ist, so hat die gegebene 
Gleichung eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln. 




/ 
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3. Wenn ist, so hat die gegebene Gleichung drei 

sämmtlich unter einander ungleiche reelle Wurzeln, zwei negative 
und eine positive. 

^ 4. Die gegebene Gleichung hat also hiernach auch immer min- 

destens eine reelle Wurzel. 

Sind auch die im Vorhergehenden gefundenen Resultate nicht 
neu, so scheint mir doch die obige Darstellung eine bessere Ein- 
sicht als die gewöhnliche in die eigentliche Natur des Gegenstan- 
des zu gewähren, und deshalb beim Elementarunterricbte vielleicht 
einiger Berücksichtigung nicht ganz unwerth zu sein. 



Ueber die geometrischen Oerter der Mittel- 
punkte einiger Begrnnzungscurven des 

Schattens. 


Von 


Herrn L. Mossbrugger, 

Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 


Bestimmung der Oerter, auf welchen die Mittelpunkte der Be- 
gränzungscurven der Schatten liegen, die eine. Fläche zweiten Gra- 
des auf eine gegebene Ebene wirft, wenn sich: 

A) der leuchtende Punkt auf eiuer ausserhalb der fläche ge- 
gebenen Linie zweiten Grades bewegt und die Ebene, auf welche 
die Schatten geworfen werden, fest bleibt. 

B) Wenn der leuchtende Punkt fest bleibt, der Mittelpunkt der 

Fläche zweiten Grades aber (oder wenn diese keinen Mittelpunkt' 
hat, ihr Scheitel) sammt der Fläche sich so auf eiuer Linie zweiten 
Grades bewegt, dass eine ihrer Hauptebenen mit der Ebene jener 
Linie zweiten Grades zusammenf.il It und ihre Achsen sich immer 
parallel bleiben. Auch in diesem Fall sollen die fraglichen Mittel- 
puuktsörter bestimmt werden, wenn die Ebene, worauf die Schatten 
geworfen werden, fest bleibt. , ; 

Wir schicken zum bessern Verständnis des Folgenden einige 
wenige Erklärungen und Sätze voraus. 1 » 

1 ) Denken wir uns irgend eine Fläche F zweiten Grades und 
ausserhalb derselben, aber auf entgegengesetzten Seiten der Fläche 
F, zwei parallele Ebenen E und E (z. ß. die erstere oberhalb und 
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die andere unterhalb der Fläche F). ln der erstem befinde sich 
ein Punkt JP; wird aus diesem eine stetige Folge von geraden Be- 
rührenden an die Fläche F gezogen, so liegen diese bekanntlich 
auf der Oberfläche eines Kegels K zweiten Grades, welcher die 
zweite Ebene E in einer Linie E zweiten Grades schneiden, die 
Fläche F aber in einer andern Linie E desselben Grades berühren 
wird. 

2) Der Punkt P heisst der Poj der Ebene, in welcher sich 
die Linie MJ befindet, so wie diese Ebene die Polarebene des 
Punktes P genanut wird. 

3) Bewegt sich der Punkt P in einer Ebene, so dreht sich die 
Ebene der Berübrungscurve um einen Punkt; bewegt er sich aber 
auf einer Geraden, so dreht sich letztere Ebene ebenfalls um eine 
Gerade. 

4) Ist der Punkt P leuchtend, und die Fläche F dunkel, so ist 
ebenfalls bekannt, dass die Linie L die Be^ränzungscurve des 
Schattens ist, welchen die Fläche F auf die Ebene E wirft; fer- 
ner ist die Berübrungscurve E des Kegels K und der Fläche F die 
Trennungscurve des beleuchteten und dunkeln Theiles der letztem. 

Nach diesen vorausgeschickteu Erklärungen gehen wir zur Lö- 
sung der folgenden speciellen Aufgaben über: 

1. Es ist ein EUipsoid der Lage und Grösse nach gegeben ; 
ausserhalb, und zwar oberhalb der Ebene, in welcher die beiden 
Hauptachsen 2A und 2ß des Ellipsoids liegen, in der Entfernung 
h von dieser und parallel mit ihr befinde sich eine Ebene E , und 
ebenfalls ausserhalb, aber auf entgegengesetzter Seite in Beziehung 
auf die Ebene der Hauptachsen 2A und 2 /?,' befinde sich in der 
Entfernung ( — Zi') von dieser eine zweite parallele Ebene E. Id 
der ersteren Ebene E bewege sich ein leuchtender Punkt P so, 
' dass er: 

a) eine Ellipse, b) eine Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Ge- 
rade beschreibt. Die Mittelpunkte der beiden erstem und der Schei- 
tel der dritten dieser Curven befinden sich im Durchschnittspunkte 
der verlängerten dritten Hauptachse 2C des Ellipsoids mit der Ebene 
E\ und die beiden ersten Achsen 2 a der beiden erstem, so wie der 
Hauptdurchmesser der dritten jener Leitcurven seien mit der Acnse 
2 A des Ellipsoids parallel. Man soll die in der Üeherschrift ver- 
langten Stücke der Aufgabe bestimmen. 

Wir nehmen den Mittelpunkt des Ellipsoids zum Coordiuaten- 
anfang und seine Achsen zu Coordinatenachsea; alsdann ist dessen 
Gleichung: 



Bezeichnen wir mit y die veränderlichen Coordinaten eines 
Punktes P in der Ebene E , deren Gleichung z = fi ist, so ist, 
wenn dieser Punkt eine Ellipse beschreibt, deren Achsen 2a, ,2/S 
respective mit den Achsen 2 A und 2 B parallel sind, und deren 
Mittelpunkt im Durchschnitt der verlängerten Achse 2 C mit der 
Ebene E ist, 



die Gleichung jener Ellipse. 
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Ferner ist die Gleichung desjenigen Kegels, dessen Scheitel 
sich in irgend einem Punkte (x’,y' s Ä) dieser Ellipse befindet, und 
der das Ellipsoid (1) berührt, folgende: K 

' ‘ 1 > 

' \A*y , *^B 2 x’* — u4*ß 2 \{%~- hy 

+ \A *h* -I- C*x ,i — ^ 2 C 2 j(y — y>» 

* -+- \ß*/i* «+• C*y' 9 — B*C* \(x — x') 2 

— %C*xt/(x — x') (y—y’) — 2 B 2 kx , (x — a/)(x — //) 

— 2A 2 /iy(y — y') (* — h) 

* 

i 

Setzen wir in dieser Gleichung » = — h\ so erhalten wir die Glei- 
chung der Curve, in welcher die Kegelfläche (3) die Ebene E 
durcbdriogt, oder der Curve, welche den Schatten begränzt, den 
das Ellipsoid (1) auf die Ebene E wirft, wenn sich der leuchtende 
Punkt in einem Punkte P der Ellipse (2) befindet, dessen Coordina- 
ten x’ i y\ h sind. 

Diese Gleichung ist: 

\A*h % -h — A 2 C 2 \y 2 — 2 C 2 xy . xy 
4- \ B 2 h 2 -+-C 2 y’ 2 — Z? 2 C 2 \x 2 -{-2A 2 (C 2 -+-h#)y'.y 

— A*B*(h 4- //)* 

Aus dieser Gleichung erhalten wir leicht: 




/ 


«*> 
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erhalten. Dadurch wird aber auch: ' 

, C'x't/p-A'jC'+hh'W C*xyp''-JHC* -f- hh')t/ j . 

A*h*+.&x" t — A*C* 9 7 f 

Sabtrahiren wir die Gleichung (6) von der Gleichung (5) und di* 
vidiren den Rest mit p’ — p", so erhalten wir: 


also 


( C 9 — A 2 ) (p’ -f~ p") — 2 ( C* *+- M')a/ = 0, 


2(C^-hAA-)^ 

p -irp — £* • • • *. (® ) 


Addiren wir die Gleichungen (7), so erhalten wir 

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Mittelpunkts der Begrän- 
zongscurve PCttQDA des Schattens mit t und w, so ist bekannt- 
lich 

p’+p" + f 

Aus diesen Gleichungen und aus (8) und (9) erhalten wir: 

(C* + hh'W (£*-+- My | 

* — C 2 — h 2 ,u — C 2 — A* )•••• i lu ) 


Ist jedoch der leuchtende Punkt P nicht fest, sondern bewegt er 
sich auf der Ellipse (2), so wird auch die Curve (3) in jedem Augen- 
blick eine andere Lage und Gestalt annehmen, mithin auch ihr 
Mittelpunkt stetig seinen Platz ändern , also eine Curve beschrei- 
ben. Die Gleichung dieser Curve werden wir aber erhalten, wenn 
wir aus den Gleichungeu (2) und (10) die GrÖsseu a? und y eli- 
miniren. Dadurch erhalten wir 


{(£* — P)f 1 • . 1 (C 2 — h*)u 

j a(C a -f- hh') I ~*~'U ß(C 2 -b-hh’) 


= 1 .... ( 11 ) 


* als die Gleichung des Orts der Mittelpunkte der Begränzungscur- 
ven des Schattens, wenn der leuchtende Punkt die Ellipse beschreibt, 
welche durch die Gleichung (2) dargestellt ist. Die Gleichung (11) 
drückt aber ebenfalls eine Ellipse uus, und zwar verhalten sich 
ihre beiden Achsen wie a : ß\ mithin ist sie derjenigen Ellipse 
ähnlich, auf welcher sich der leuchtende Punkt P bewegt. 

Bs ist bei der Curve (11) zu bemerken, dass dieselbe für jeden 
positiven oder negativen Werth von // reell bleibt, w'as begreiflich 
allen Vorstellungen und Begriffen von Schatten widerspricht, indem 
offenbar weder von Bcgräuzungscurven des Schattens, noch von 
ihren Mittelpunkts-Oertern die Rede sein kann, wenn z. B. die Ebcno 
P sich in solchen Lagen befindet, die entweder zwischen dem El- 
lipsoid und dem leuchtenden Punkt, oder gar oberhalb von beiden 
liegen, ln diesen Fällen muss die Gleichung (4) nicht betrachtet 
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werden, als drücke sie die Begränzungscurve des Schattens ans, 
sondern sie stellt alsdann offenbar nur die Durchschnittscurve des 
Umhüllungskegels (3) mit der Ebene E vor, welche für alle posi- 
tiven und negativen Werthe von h' reell sein wird. - Bei * dieser 
Betrachtung kann mau mit jenen Untersuchungen die Frage verbin* 
den: „Auf welcher Fläche liegen die sämmtlichen Mittelpunktscur- 
yen, wenn sich die Ebene E parallel mit sich selbst bewegt? 1 ’ 

Wir werden die Gleichung dieser Fläche Obgleich erhalten, 
wenn wir die Grösse h ' als veränderlich betrachten und statt dieser 
in der Gleichung (11) eine neue Veränderliche (dht') einführen, 
wodurch wir als Gleichung der gesuchten Fläche erhalten: 


\hv 2 ___ 0 | hv) , 
I Ü6 7 ’ I + ( JC> 1 _ -i- 2 ici| = 1 


( 12 ) 


Diese Gleichung drückt offenbar ein einzeiliges Hyperboloid aus, 
dessen Achsenrichtungen mit jenen des Ellipsoids (1) dieselben sind, 
dessen Mittelpunkt zwar auf der Achse der x , jedoch nicht auf dem 
des Ellipsoids liegt. 

Eben so finden wir, wenn sich der leuchtende Punkt P in der 
Ebene E auf einer Hyperbel, Parabel oder einer Geraden bewegt, 
deren Gleichungen 


2 
a 


yl 2 

ß 

y 2 

y 


= 1 . . . . (13) 

= psc ’ . . . . (14) 
= mr\-njc .... (15) 


sind, dass respective 


((C 2 — h*)t( 2 | (C 2 —h*)u) 

ja^H-AÄ') ( ß(C 2 - 4 - AA') I 


(16) 


J 


„ = J/SgEpf.... (i7) 
a = m(£±m+ nt ' {n) . 


die Gleichungen der Mittelpunkts-Oerter der Begränzungscurven der 
Schatten sind. Auch sehen wir aus diesen Gleichungen , dass die 
erstere eine Hyperbel ist, welche derjenigen ähnlich ist, welche 
durch die Gleichung (13) dargestellt ist; die zweite aber ist eine 
Parabel, die mit der in No. 14. ausgedrückten ähnlich ist; die 
dritte endlich ist eine mit der Geraden (15) parallele Linie. 

Bewegt sich die Ebene E wieder so, dass sie immer in paral- 
leler Lage bleibt, so erbalten wir, wie vorhin, für die Gleichungen 
der Flächen , auf welchen sich die bezüglichen Mittelpunktscurven 
befinden, folgende: 


ß\C* — h 2 ) 2 t 2 — a 2 (C* — A*) 2 u 2 — a 2 ß 2 h'v 2 qp 2a 2 ß 2 C? 2 hv 

z=a 2 ß 2 C * .... (19) 

(C* — A 2 )u 2 +p/itv— £>*=0.... (20) 
mhv — (C* — A 2 )v-i~itt-i-mC* =r0 .... (21) 
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Die erste drückt ein zweitheiliges Hyperboloid aus, die zweite ein 
Paraboloid und die dritte eine Ebene, 

Um den zweite^ Tbeil der allgemeinen Aufgabe auf den spe> 
ciellen Fall, wenn die Fläche F ein Ellipsoid ist, anzuwenden, 
nehmen wir an: 

II. In der Ebene E befinde sieb ein leuchtender, jedoch fester 
Punkt P , dessen Coordinaten a, b, c sein sollen; ferner sei ein 
Ellipsoid gegeben, das sich so bewegt, dass sein Mittelpunkt in der 
Ebene seiner beiden Achsen 2A und 2 B, welche sich während des. 
sen Bewegung immer parallel bleiben sollen, a) eine Ellipse, b) eine 
Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Gerade beschreibt. Welches ist 
der Ort der Mittelpunkte der Begränzungscurven der Schatten, 
welche jenes Ellipsoid in seinen verschiedenen Lagen auf eine mit 
der Ebene der Achsen 2 A und 2 B parallele Ebene E wirft, wenn 
diese von jener den Abstand B bat? 

Sind X, y, Z die veränderlichen Coordinaten eines Punktes 
des EUipsoids in irgend einer seiner in a) angegebenen Lagen; 
«#, t jene seines beweglichen Mittelpunkts und 




die Gleichung der Ellipse, auf der sich jener Mittelpunkt bewegt, 
so ist die Gleichung des EUipsoids: 




Y—u 

B 





t 


und die der umhüllenden Kcgelfläche, deren Scheitel sich im Punkt 
(i a , b, c) befindet: 

{ B 2 c % -f- C*(b — n) 2 — B 2 C* |(X — a) 2 
-f- \A 2 c 2 -f- C*(a — t) 2 — A 2 C* | ( F — b 

\A 2 {b — «)* -I- B 2 (a -t) 2 —A 2 B 2 \(Z- c ) 2 

— 2 C*(a-l)(b — u)(X-a)(Y—b) 

— 2 B 2 c(a — t) (X — «)(Z — c ) 

— 2 A 2 c(b — «) ( F— b) ( Z — c) 

Setzen wir in dieser Gleichung Z= — h\ so erhalten wir die Glei- 
chung der Curve, io welcher die Kegelfläche (23) die Ebene E, _ 
schneidet, d. h. die Gleichung der Curve, welche den Schatten be- 
gränzt, den das Ellipsoid (22) in irgend einer seiner Lagen auf 
die Bbene E wirft. Diese ist daher: 

/ " ^ t 
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Diese Gleichung drückt aber eine mit der durch die Gleichung (22) 
dargestellten Ellipse ähnliche Ellipse aus. 

Nehmen wir statt der Leitcurve (22) des Mittelpunkts vom El- 
lipsoid eine Hyperbel, eine Parabel, oder eine Gerade, deren Glei- 
chungen , ■ ' 



u =zm H- nt , » (30) . 


sind, so erhalten wir auf gleiche Weise, wie oben, für die Glei-* 
chungen der Ortscurven der fraglichen Mittelpunkte respective fol- 
gende : 


— c % ) 2 T 2 — a 2 (C 2 — c 2 ) 2 U 2 
-f- 2a 2 b(C 2 c/i) {C 2 — c 2 )U 
— - 2 ß 2 a(C 2 -+- ck ’) ( C 2 — c 2 )T 
-f- ( C 2 4- ch') 2 (a 2 ß 2 — b 2 u 2 ) 

— a 2 ß 2 c 2 (c- 4- h') 2 

‘±b{C 2 -i- ch')U c(c + h')p T 

C C 2 —c 2 C 2 — c 2 

+ {fo jr ffi.W c + H)p - -t- cK) 1=0 .... (32) 




( c 2 -f- ch') {b — an) — c(c -+- h')m . ^ 

C 2 — c- n i 


(33) 


Die erste dieser Gleichungen drückt eine Hyperbel aus, die mit der 
Leitcurve (28) ähnlich ist; die zweite eine Parabel, welche eben- 
falls mit der entsprechenden Leitparabel (29) ähnlich ist; die dritte 
endlich eine mit der Geraden (30) parallele Gerade. 

III. Wir können auf gleiche Art die nämlichen Aufgaben in 
Beziehung auf andere Flächen des zweiten Grades lösen." Um je- 
doch Wiederholungen zu vermeiden, werden wir nur noch bei einer 
derselben die Resultate angeben. 

Ist nämlich 


x 1 * 

A 


y \* 

~F\ 


c 


= 1 .... (34) 


die Gleichung eines einzeiligen Hyperboloids, so linden wir in Be- 
ziehung auf die in Aufgabe 1. gestellte Forderung für die Glei- 
chung der Begränzungscurve des Schattens, welchen das Hyperbo- 
loid auf eine Ebene E , deren Gleichung ä = — Ji ist, wirft, wenn 
(<d/, y , /) die Coordinaten des leuchtenden Punktes sind: 
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■ fr — A*(C* — 2 CPx’i/.xy J 

— Aj?)^.« 4-.4»*»(A4-*) 9 i“ **’ 1 ' 

— (C'-\-A' 2 )(A 2 yf’ l -\-B 2 x! 2 ) ' / 

Die Coordinaten t> u des Mittelpunkts dieser Curve sind: 




(g 2 - hh')af (g* - hh'W 

■ ■■■■_■■ ■ MM — — — i ■ i ■ ■■ ■ » ■■ ■ ■■ 




C 2 + h 2 


(36) 


Beschreibt der leuchtende Punkt (&', i/, A) a) in der Ebene *=£ 
eine Ellipse) b) eine Hyperbel) c) eine Parabel, d) eine Gerade, de- 
ren Gleichungen respective 



y' 2 = px\ yf =r tn •+• nx* 



V 


(37) 


sind, so finden wir beziehungsweise für die Gleichungen der Curve, 
welche der Ort der Scbattencurven Mittelpunkte ist, folgende: 


i (C* + h* )t j» 
\a(C l — hh')\ 


u 


{C l -t-h*)t\ * 
a(g 2 — hh') 1 

^__ p{C 2 -hh')t 
g* A 2 * 


j(£L±i!>r 

I 0(g* _ hh') I 

i (g» -4- 1 * 
j /?(g> - AA') ! 

*w(g 2 — AA') 

M 1 i 



(38) 


» \ 

Wir erkennen aus der Form dieser Gleichungen die Aehnlich- 
keit der Curven, welche sie ausdrücken, mit den entsprechenden in 
No. 37. 

Bleibt aber der leuchtende Punkt, dessen Coordinaten wir jetzt 
mit a, 6, c bezeichnen wollen, fest, und bewegt sich das Hyperbo- 
loid so, dass sein Mittelpunkt in der Ebene der Kehlellipse a) eine 
Ellipse, b) v eine Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Gerade beschreibt, 
und die drei Achsen des beweglichen Hyperboloids immer mit ihrer 
erst gegebenen Lage parallel bleiben , so finden wir bei den glei- 
chen angenommenen Bezeichnungen, wie beim Ellipsoid in Auf-' 
gäbe II., für irgend eine angegebene Lage des Hyperboloids, des- 
sen Gleichung: 


X-t 


Y—u 


Z 

c 


=; =i 


• ♦ « 


(39) 


für die Gleichung des Schattenkegels aber: 

I &{a — ty — A 2 (c* -+- <?»)!( y— by 

-H C*(b — u) z — B’iC 2 -t- c 2 ) |( X — a ) 2 

— \A*{b — w)*-+- B 2 {a — t) 2 —A 2 B*\(Z — cy 

— 2C’*(a — t)(b — «) (X — a)(Y — b) 

— t)(X-a)(Z — c) 

H-2 A 2 c(b — u)(Y—b)(Z — c) 
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Im Fall a): 

t 

«’(0 + c>)> U' -+- + c*)» 7” 

2a*t(cA ’ - C’)(C’ + c')U 
2 pa(cK— £*) (O H-e J )T 

(cA’~ C »)* («’/?’ + ä’o’) — a , ß , c , (c-\- A’y 

» \ 

Fall b); 

ß 2 (C* -+- c*Y T* — a'(C* -+- c’) a I7 a 
2a 2 %A' — C a ) ( C* + c 2 ) U 
2ß-a(c/i’ — 

(cA' — C'Y (a*ß 2 — £ a a 3 ) — a'ß*c*(c A')» 

Jm Fall c): 1 

t m 

2 Hch' — C*)ü pcic + h')T 

C 3 -4-c* ~ t ” C a -*-c» 

• ^ •> < 

Im Fall d): 

• * 

% m 

* W1 (<# — C*) {an -£)-+- ctn(c -+- A') ^ 

Auch diese vier Curven sind ähnlich mit jenen in (43). Bei 
den übrigen Flächen des zweiten Grades wird man bei ähnlichen 
Untersuchungen Resultate erhalten, welche mit den bereits gefun- 
denen im Allgemeinen übereinstimmen. 
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in. 

\ 

Ueber elliptische Fliicbenräume. 

. ' Von 

\ 

V 

Herrn L. Mossbrugger, 

Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 


Es bewegt sich ein Punkt P innerhalb einer Ellipse DCBE , 
(Taf. 1. Fig. 2.), deren Achsen 2a, 2 b sein sollen, so, dass wenn 
inan durch denselben parallel mit den beiden Achsen DB und EC 
Linien zieht, wie KS und AX, die Flächenräume ACJNL und 
AKSB , welche zwischen der parallelen Halbachse, dem von jenen 
Linien auf der andern Achse ahgeschnittenen Stück und dem zwi- 
schenliegenden elliptischen Bogen begränzt sind, einander gleich 
werden. Welches ist der geometrische Ort des Punktes Pi 

. Es sei AE = x ^ LN = y , AK = KS =r y , so ist be- 
kanntlich der Inhalt der 


Fläche ACJVL = — a? 2 -f- ~ Are sin — .... (1) 

» * 

und der Inhalt der 

Fläche AK8B = ■+■ y Are sin £ ... . (2) 

Nach der Bedingung der Aufgabe muss also die Gleichung 

ax' i /-rz. - . ab 

~2 


ab 




2 b 


\S b *•— ac’ 2 -H^Arcsin ^— 17 Are sin ^ as 0 . . . . (3) 


statt finden. 

Dieser Gleichung wird aber Genüge geleistet, wenn wir ent- 
weder die transcendenten, oder die algebraischen Grössen einander 
gleich setzen; dadurch erhallen wir im ersten Fall: 


4 . x A „ x 

Are sin < — = Are sin -r , 
a ■ o 


folglich auch 


mithin 


x 

a 


x_ 
b * 
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^ = ±^. 

a 

\ 

fm zweiten Fall aber bekommen wir 


—VT' 

3 « “ * - — 2t v 0 


x " 1 ; 


hieraus ist aber 


VJ — "L. -4- fj*\- i j 

— 2 — ° »«• 


Nehmen wir denjenigen Werth von .r'*, welcher sich hieraus für 
das Zeichen •+■ eigiebt, so erhalten wir: = — 5 - , also wie- 


derum oc = db — 


hx 
~ • 
0 


Dieser Werth wird offenbar die Gleichung (3) befriedigen. Wir 
sehen aber daraus ferner, dass es nicht nur einen, sondern eine 
stetige Folge von Punkten giebt, welche der in der Aufgabe ge- 
gebenen Forderung entsprechen. Bezeichnen wir daher die Coor- 
dinaten des veränderlichen Punktes P mit l und w, so haben wir 
= «#' = */, also ist die Gleichung des gesuchten Orts: 


u 


bt 

a 


(^) 


Bei dieser Gleichung erkennen wir aber auch gleich, dass durch 
sie die beiden Asymptoten einer Hyperbel dargestellt werden, die 
mit der gegebenen Ellipse denselben Mittelpunkt hat, und deren 
Scheitel in den Endpunkten der grossen Achse 2er der Ellipse sind, 
deren imaginäre Achse aber die gleiche absolute Grösse und Lage 
hat, wie die der kleinern Achse der gegebenen Ellipse, die also 
allgemein unter dem Namen einer zugeordueten Hyperbel bekannt 
ist. Weil aber aus dein Obigen auch folgt, dass der elliptische 
Raum CSinEi gleich dem eil. R. PSsJ r ), so haben wir den allge- 
meinen, so viel mir bekannt ist, noch neuen Satz: 

I. Duss wenn man aus irgend einem Punkt der 
Asymptoten einerHyperbel, welcher innerhalb derzuge- 
hörigen Ellipse liegt, mit den Achsen der letztem pa- 
rallele Sehnen zieht, alsdann diejenigen beiden ellipti- 
schen Räume einauder gleich sind, deren einer von der 
kleinen Achse, der ihr parallelen Sehne und den beiden 
elliptischen Bogen, welche zwischen jenen liegen, be- 
gränzt ist; der andere aber ist von der grossen Achse 
der ihr parallelen Sehne und den beiden zwischen die- 
sen liegenden elliptischen Bogen eingeschlossen. 

Mittelst dieses Satzes, den wir, wie besser unten gezeigt wird, 
noch weiter uusdehnen können, sind wir im Stande, die Gleichheit 
einer Menge elliptischer Räume herzuleiten und deren Flächen selbst 
zu bestimmen. 

Der Kürze wegen wollen wir im Allgemeinen die fernem Be- 
stimmungen nur auf Theile eines einzigen elliptischen Quadranten, 
nämlich von ACFBA beschränken, und zuerst die Vergleichungen 


\ 
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zwischen den elliptischen Flächenräumen und alsdann erst die nä- 
bere Bestimmung: ihres Inhalts vornehmen. 

Wir haben daher nach dem obigen Satz: * 

ellipt. Raum ACALz= ellipt. Raum AKSB . . . . r (5) 

Nehmen wir von jedem dieser Räume das Rechteck AKPL hin* 
weg, so bleibt: 

eil. R. KCAPzzz eil. R. LPSB .... (6) 

Aas dem gefundenen allgemeinen Satze folgt ferner, wenn man .Fg 
parallel AB , nnd ^FT parallel AC zieht, dass 

eil. R. ACFT=z eil. R. A%FB .... (7) 

mithin ist auch . . 

eil. R. %CAF=tU. R . TFSß .... (8) 

# 

Beschreiben wir endlich das Rechteck BRCeDgEi um die gege- 
bene Ellipse und verlängern TF uud %F bis sie die Seiten dessel- 
ben io V udü W tretlen, oo folgt aus (j) uud (5), dass 

eil. R. LXFT= eil. R. K%FS .... (9) 

t 

Bitttio ist auch 

eil. R. GHF=t\\. R. AFS (10) 

i 

u4 

eil. R. UAVFz=t II. R. FWHS .... (11) 
eil. R. CFR = eil. R. BFR . . . . (12) 

Au (8) folgt aber auch 

eil. R. AFAC= eil. R. AFSB .... (13) 

Nehmen wir ferner ausserhalb der Ellipse BCDE auf einer der 
Asymptoten, z. B. auf AFR, einen beliebigen Funkt P und zie- 
hen PK’ parallel mit AB , P’E ' parallel mit AC , so folgt aus 
(13). dass auch 

Raum CKPFz = Raum BF PL' .... (14) 

ist. Da wir den Punkt P' an einem ganz beliebigen Ort, jedoch 
aaf einer der beiden Asymptoten liegend, angenommen haben, so 
trgieht sich aus No. (14) als Erweiterung des Nutzes 1. noch fol- 
gender: 

II. Wo wir auf einer der Asymptoten einer Hyperbel 
eisen Punkt annehmen und von demselben auf die ver- 
zögerten Achsen der zugehörigen Ellipse Perpendikel 
'«Hen, so ist der Raum, welcher zwischen einem solchen 
Perpendikel, dem ihm nicht parallelen Achsenstück, das 
zwischen dem Scheitel der Ellipse und dem Fusspunkt 


\ 


* sJ 
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jenes Perpendikels liegt, dem AsymptotenstUck, das 
zwischen dein angenommenen Punkt und ihrem Durchs 
schnitt mit der Ellipse befindlich ist, und endlich zwi- 
schen dem elliptischen Bogen, welcher zwischen diesem' 
Durchschnitt und jenem Scheitel befindlich ist, gleich 
dem elliptischen Raum, der von den analogen Stücken 
Auf der andern Seite der Asymptote begrenzt ist 

Ziehen wir BC , so wird diese von AR in X balbirt, und wir 
haben AX~ RX = BX = CX, und wenn wir XY parallel mit 
AC 9 OFJ parallel mit BC ziehen, so ist auch AY=z BY 9 AT 
sss /T, OF = JF = AF. Also ist A AOF = AIF 9 und 
i \ ACX = &ABX, mithin ist auch, wegen No. 13., 

eil. R. CXFO = eil. R. BSFI .... (15) 

und 

eil. R. CXFX = eil. R. BSFX .... (16) 

Diese Vergleichungen, welche alle aus dem durch die Gleichung 
(5) dargestellten und in I. durch Worte ausgedrückten allgemeinen 
Satz abgeleitet sind, lassen sich noch auf vielfache Art vermehren. 
Wir wollen jedoch schliesslich, um nicht allzu weitläufig zu wer* 
den, einige Inhalte der bereits verglichenen elliptischen Räume be- 
stimmen. 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Punktes F mit t\ u' 9 näm- 
lich AT=l' f TF=zu\ so finden wir leicht: 



Da aber nach No. (1) 


eil. R. ACFT=^ Va' — «* -+- ^ Are sin — , 

Za 2 a 


ab. 


so finden wir wegen No. (7): 

eil. R. A$FB = e II. R. ACFT='f(n + 2) .... (17) 

Aus No. (1), (6) und (8) folgt: 

* f 

, eil. R. KCXPz= eil. R. LPSB 

= —'fl /«*'•— — 2orj -f- ~ Are sin ~ (18) 

Aus (17) und (8) ist aber 

eil. R. %CNF= eil. R. TFSB = ^(»—2) .... (19) 

Aus (1), (17) und (9) folgt: , 

eil. R. LNFTz= eil. R. K%FS '■ ' < _ 

= -+- 2) — —Va" 1 — ^ ^ Are sin (20) 
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• r 




Aua (18), (19) und (10) folgt.* 
eil. R. GAF= eil. R. AFS 

= ~{n — 2) — * x* — a[/% j — * y Are sin (21) 

üod auch > ' ' , 


eil. R. TAÄff = eil. R. tW#/ 7 
Ferner finden wir noch: 


a\/ 2j 4- ~ Are sin ~ ... . (22) 


ahn 


eil. R. AFNC = eil. R. AFSB “ . . . . (23) 


ab. 


eil. R. C/!ß = eil. R. ÄFA ±s ~(4 — w) (24) 




eil. R> ££F0 = eil. R. BSFJ = ^(4 — tt) . . . . (25) 

Ans (24) und (25) folgt auch, dass die elliptischen Räume CAFOj 
BSFI, CAFB, BSJFB einander gleich sind. 

Ferner ist auch . . . 

eil. R. CFX = eil. R. BFX = j(n — 2) ... . (26) 

. \ 

Ans (19) und (26) geht auch hervor, dass die elliptischen Räume 
CJVFX, BSFX, %CAFi BSFT ebenfalls einander gleich sind. 

* - - ] IX •• 

. Setzen wir endlich AL' = x?\ so ist PU = , und wir 


finden leicht, dass 


a 


eil. R. CFP’K' = eil. R. BFPUxx ^|4ar"* - a'n\ . . . . (27) 

* * * . • 

Wir würden die nämlichen Resultate wie in (13) und (23) er- 
halten haben, wenn wir die Frage gestellt hätten: 

Wo ist der Oft des Punktes P , dass, wenn APL parallel AC 
gezogen und AP bis zum Durchschnitt mit der Ellipse verlängert 
wird , alsdann der Fiächenraum ACAP gleich dem elliptischen 
Sector AFSB wird? 

Denken wir uns, um die Figur nicht mit Linien zu überladen, 
es sei AF/t nicht die Asymptote der Hyperbel eS Bg\ und setzen 
JLzxx, AXrrry, AT=zx\ FTz=zy\ so ist 


und 


eil. R. ACAP=zeU. R. ACAL — \APL 


eil. Sect. AFSB = eil. R. BSFT+ & AFT t 


oder da x : PL 
haben wir: 


xy 


hx i 


X : y und PL = — = a * 


x , 


ax 


so 
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eil. R. A CA/Pzsz ^1/ a 2 — x 2 4- 7 f Are sin — — ^r~\/ a 2 

ia 2 a 2ax 

+ 

eil. Sect. AFS B = ^ Are cos — . 

2 a 






— ^ a , 


Folglich haben wir die Bedingungsgleichung: 

hx • y ■■■■ - &r 2 * y— — aÄ, , . x . a/. ‘ 

2a a — x — 2Öx'^' a — “H-g'j Are sin— — Arccos— j=0.... 

' « » 

Es ist aber 


(28) 


v Are cos — sss Are sin £l! 


a 


> .* 


mithin wird die Gleichung (28) zu 


hx 


hx 2 




y a *--t'* + ^ j Are sin —Are sio^rzfL’ ! =0. 


Setzen wir in dieser Gleichung die transcendenten Grössen einan- 
der gleich, so muss auch 


x =. 1/ a % • — x" 1 

sein, woraus wir - - 

i 

x’ = l / a 2 — x 2 

erhalten. 

Setzen wir diesen Werth von x’ in die letzte Gleichung, so 
finden wir, dass derselben nur in dem Fall genügt wird, wenn 

Gl 

^=£72 ist; mithin muss der Punkt P auf F fallen, und es er- 
gehen sich wieder die Gleichungen in No. (13) und (23). 


\ 



I 




< 


f 


I 
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IV. 

Entwickelung der beiden im Literarischen Be- 
richte. No. XVIII. S. 278. und S. 279. ange- 
führten Lehrsätze des Herrn Clausen. 

Von 

< 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin. 


/ 

i 

t 

Man erkennt sehr leicht, dass diese beiden Theoreme zu der 
Gattung* derjenigen gehören, welche man aus der Vergleichung 
zweier verschiedenen Entwickelungen von einer und derselben Func- 
tion nach Potenzen ihrer Variabein als Corollare erhält. So kann 
man z. B. die Function + erstens nach dem binomischen 

Lehrsätze entwickeln; dies giebt 

/ 

1 + {m * 4 - n) x £c + ( tu « 4 - - 4 " • • • • ; 

i 

dann kann man sie aber auch in das Product (1 4- ar)** (1 4- a:) n 
verwandeln und jeden Factor entwickeln; dies giebt 

(1 - 4 - m x x + - 4 - . . . .) (1 - 4 - 4 - , . . .) 

oder 

1 4- (zw, 4~ zZj )ac 4“ ( m 7 "1" m \ n \ *1" r* 4" «... 

Diese Entwickelung ist der obigen gleich, und man wird also auf 
die Gleichheit der Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von as 
schliessen können und als Corollar den bekannten Satz erhalten: 

(m 4- n) p — m v 4- m f) —\n x 4- 4 - . . . . 4- »/>. 

Es kommt nun im Falle unserer beiden Lehrsätze nur darauf an, 
gerade diejenige Reihenentwickelung zu finden, aus welcher sie 
gefolgert werden können. 

Der erste Lehrsatz ist folgender: 

„Alle Combinationen von ganzen Zahlen, deren Summe n ist, 
„seien 
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a + ct -f- et" -f- .... 

r-h/rt-r " *+-••- 

u. s. w. 


„und die Anzahl der gleichen a, a, « , ^***. seien X, X', X", . 
„der gleichen ß , /?, ß*, . . . . seien /*, /*", . . . . y der gleichen y, y 
„y' # , .... seien v, v 7 , . . . .; so ist 


«".... * XIX'U"!.... 


ß . ft . . . . ' f*' I • . . . 

1 1 

y • v • y” • • • • * v ! ! v ” ! . . . . 


M) 


+ U. 8. W. = 1. 

% 

' , • / 

* * < 

Zum Beispiel, wenn ».= 7, so hat man unter andern die Com- 
bination 2 + 2+1 + 1 + 1, Hier wäre etwa a = 2, a === 2, 
a" =s I , a 77 = 1, a rF = 1. Unter diesen Zahlen kommt . die 
2 zweimal, die 1 dreimal vor; es wäre daher X = 2, X 7 = 3; und 
dieser Zerlegung entspräche daher in der zu beweisenden Gleichung 
das Glied 

jr ll- ... 

2.2 * 2 ! 3 ! ' 


/ * 


Um nun die Richtigkeit derselben darzuthun, betrachte ich den 
Ausdruck (. A ) als Coefficienten von x n oder und habe 

daher für sein erstes Glied das Product 


xP aP x a 1 

~ä * V * X IX' ! X" !....* 

Ein solches Product kommt aber offenbar vor, wenn ich eine 

Keihe aus lauter Gliedern wie — , d. h. die Reihe 

a 9 


X' 


x 1 


2 Ts 





bilde, welche der Kürze wegen mit y bezeichnet sein mag, und 
wenn ich diese Reihe eben so oft setze als die Anzahl der Zahlen 
cc, a\ .... anzeigt, und daun säinmtliche Reihen mit einander 
multiplicire. Ist nämlich p die Anzahl der in der Combination 

. enthaltenen Glieder und wird die Potenz yp , 

d. h. das Product 



\ 
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(a: 

X O 


;T 2 x 3 

,, ■ 

2 + 3 


X * 
2* 


3 


4 

/ 

.r* 

4 


• • • I 

✓ 

• t • >» | 


X u. s. w. 


x* . ar* 


x(^ + Y +y 


ar 4 . 

T ■+" ) 


entwickelt, so hat man jedes Glied der ersten Reihe mit jedem 
Gliede der zweiten, dritten u. s. w. bis zur letzten zu multipliciren. 

In der ersten Reihe kommt aber das Glied — , in der zweiten das 

♦ « 

Glied — r, in der dritten das Glied — tt u. s. w. vor; es wird also im 
a a , ’ 

jjß' <j»ß" 

Product das Glied — . -r . — .... Vorkommen.. Inzwischen, da 

a a a ' T 

J£Ct # j . . . 

das Glied ~ nicht allein in der ersten, sondern in allen übrigen 
Reihen vorkommt, und da dasselbe auch von den Gliedern — r, 


a 




—5-, .... gilt, so wird im Product auch z. B. das Glied 

. > 

X a ’ X“ xV 
. a‘ ' a * a" 

Vorkommen, in welchem der erste Factor von der ersten Reihe, der 

x&‘ 

zweite von der zweiten , u.’ s. w. herrührt. Das Glied — . — — 

. — — .... wird also im Product so oft Vorkommen, als man aus den 
a 

Elementen «, a" .... verschiedene Permutationen bilden kann. 
Die Anzahl dieser Elemente ist aber /?; wären sie alle von einan- 
der verschieden, so wäre die Anzahl ihrer Permutationen gleich p\ 
Nun zerfallen sie aber der Voraussetzung zufolge in Gruppen, wel- 
che zu l, zu A', u. s. w. unter sich gleich sind. Daher beschränkt 
sich die Anzahl ihrer unter sich verschiedenen Permutationen be- 
kanntlich auf 

Pi_ 


i i y i j" i 

A * A . A ••••• 


. X« X X^t" 

ln der Entwickelung von erhält das Glied — . —r . —5- . . . . 
daher diese Zahl zum Coefficienteu, oder yP enthält das Glied. 


» 


i > 2 


x n 

a.a.a" .... * ITTTFTTTJ 

. * t * 

' I 

• • ‘ VP 

folglich enthält die Entwickelung von ^7 das Glied 

x n 1 


.... ’ AU'ir ! ....* 


/ 


\ 


r 
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Dasselbe gilt natürlich von den Gliedern 

• i 

1 

ß.p. §r .... * fiifi ! /i"!.... 

in denen die Anzahl der Zahlen ß> ß\ ß'', .... ebenfalls gleich p 
ist; und somit wird es klar, dass der Coefficient Von ac n in der 

VP 

Entwickelung von *7 aus denjenigen Gliedern des Ausdrucks (A) 

* • t 

bestehen wird, welche solchen Combinationen 

et -+• ot! •f* oT >4“ • • • . 

ß ■+■ ß’ Hh ß" Hh • • • • 

» 

u. s. w. 

zur Summe n entsprechen, in denen die Anzahl der Elemente a, 

oty a" (oder 0, ß\ ff u. s. w.) gleich p ist. 

Geben wir nun dem p sämmtliche Werthe von 1 bis zum Un- 
endlichen, so wird in der Entwickelung der Summe 

i , 

f+fi +£+••■•• <*> 

nach Potenzen von oc der Coefficient von x n aus sämmtlichen Glie- 
dern des Ausdrucks (A) bestehen, weil die Combinationen 


a 


a 


er 


ß ■+* ß’ •+* ß" ‘ 


U. 8. W., 


♦ 

denen sie entsprechen, entweder aus einem, oder aus zwei, oder 
aus mehreren Elementen besteben müssen. Die Summe (B) ist also 
der fragliche Ausdruck, auf dessen Auffindung es ankam, und deo 
man jetzt nur noch auf eine andere Art nach Potenzen von a: zu 
entwickeln hat, um sofort den Werth des Ausdrucks (A) durch 
Vergleichung mit dem Coefficienten von ac n zu erhalten. 

Eigentlich könnte man die Summe ( B ) bei dem Gliede ab- 

W * 

brechen, weil die höheren Glieder ~ — .-77 u. s. w. ohnehin höhere 

^Potenzen von a: als die «te enthalten und daher auf den Coeffi- 
cienten von ao n keinen Einfluss üben. Indessen können diese hö- 
heren Glieder aus demselben Grunde auch beibehalten werden, was 
um so zweckmässiger ist, da die Summe (B) nur dann leicht auf 
anderweitige Art nach Potenzen von ac entwickelt werden kann, 
wenn sie bis ins Unendliche fortgesetzt wird. Man bat nämlich 
bekanntlich 



y H- ll ’+'fi-f- = ev — 


y± 

2 ! 


yj_ 

3 ! 


Nun ist aber 
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y = — +y -f- . . . . == — ln(\ — x), 

folglich 

ev — 1 = j— 1 = x -f- x 2 -+- x % -f- . . . . • 

l — x 

Der Coefficient von x n , welcher dem Ausdrucke [A) gleich sein 
muss, ist in dieser Entwickelung aber gleich 1. Der Lehrsatz ist 
also erwiesen. Ein dazu gehöriges Beispiel ist schon an der oben 
angeführten Stelle gegeben worden, und ich will nur noch erwäh* 
nen, dass sich das Wilsonsche Theorem aus unserm Lehrsätze wie- 
derum als Corollar ergiebt. 

Ist nämlich n eine Primzahl, so kann der Ausdruck (A) nur 
zwei Glieder enthalten, welche den Factor n im Nenner haben: es 
sind diejenigen beiden, welche den Combinationen 

n und + (»mal) 

entsprechen/ Denn entweder ist eine der Zahlen a, «' .. .. gleich 
», und dies kann nur bei einer einzigen Combination der Fall sein, 
weil a-\-u! a"-f- . . . . genau gleich n sein muss; oder eine der 

Zahlen A, ?/, A", .... ist gleich », und dies kann wieder nur bei 
einer einzigen Combination stattfinden , weil k -+- k' -f- k' 1 •+• . . . . 
mindestens gleich der Anzahl der Elemente a , a', «*.... sein muss, 
diese aber höchstens gleich n sein kann, in welchem Falle a = aC 
= af = ....= 1 ist. Den beiden oben angegebenen Combinatio- 
nen entsprechen im Ausdruck (A) die Glieder 

' * ' t 

± + ± 
n ^ n !’ 


und sie sind daher gleich der Einheit weniger den übrigen Glie- 
dern, folglich gleich einem Bruche, der keinen Factor n im Nenner 

hat. vAus der Summe - — h —7 muss daher der Factor n im Nen- 

ner verschwinden, folglich auch aus dem Product derselben mit der 

ganzen Zahl (» — 1)!, d. h. aus — — \ Dieser Ausdruck hat 

aber keine andereu Factoren als 71 im Nenner, er muss also eine 
ganze Zahl sein; und hierin besteht eben das Wilsonsche Theorem. 
Der zweite der angeführten Lehrsätze ist folgender: 

,,Die Summe der Reihe 


»“T 


(n — l)(n — 2) ( n — 2) ( n — 3) (n — 4) 


2.3 


2.3.4 


-'I — .... 


,,bis ein Glied verschwindet, ist: 

J 2 . 0 - 


0, 


n 3 * 7t -j« 3* * 71 -p- 3 * 5 w ■+■ 3 

, jenachdem n beziehungsweise von der Form ist: 

Cr, Ge/— 1, 2, 3, 4, 5. 
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Mit der -Analyse des Beweises will ich mich der Kürze wegen 
nicht aufhalten. 

Es ist 

(C) ln() — df-H g 1 ) — IM} —a;)==ln - 

Wird nun die linke Seite dadurch entwickelt, dass in die Formel 

- /»(i — y ) := — y "3 •••• • 

* V 


a « 


W der Reihe nach gleich x — x* und x gesetzt wird , so ergicbt 
sich , . * . 

.. v . x* — x 2 {\ — x)* , X* —x*(l -~ x)* B 

x — ^(1 — x) H 2 ■ 3 + — • 

, , X n ~ 1 — (1 — x) n —l 

v * < - . . » to — 1 

bei diesem Gliede kann man abbrechen, denn die folgenden würden 
doch keine »ten Potenzen von x mehr erhalten. Nun ist nach dem 
binomischen Lehrsätze 

1 — (1 — x ) n ~ 1 = (to — 1)^* — 0» — l) a o: 2 . 

. 1 — (.] — x) n ~^ — (to — 2 )x — (n — 2 ) 2 x 2 

u. s. w. 

1 — (1 — x ) 2 = 2 x — 2 2 x 2 : '* 

I — (J —x) =1 .x. 

. x ** — 1 x * — ® 

Multiplicirt man diese Gleichungen nach einander mit ^ j » n o ’ 


y, y, und addirt dann alles, so hat man 

^n-l — x n- 1(1 — g)n— 1 0-^-2 — or«-2( 1~ ar) w ~ 2 


« — I 




**) . • 


or— ;r(l— x)_ 

TO— 2 1 

1 

— .... 

* -4- 1 — ~ 4- . . . . 

(w — 3). , (to — 3), 

+ - -~r x ■+• ■ »"-'3 — •••• 


u. s. w. bis 


X ' - • • ♦ • 


+ x 3 — ^#* 


X 


Der Coefficient vou x n ist in dieser Entwickelung also 

* (to — 2) 2 „ (to — 3), (» — *)• . 

1 TT^T + n-T n — 4 T* •“ 
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. \ 


oder 


1- 


•» 


\\ 


n — 3 ( n — 4)(*-5) (n — 5) (» — 6)(/i — 7) 
2 J 2.’3 : 2.Y.4 lvv " 


(/>) 


bis ein Glied Null wird. 

Wird nun auch die rechte Seite der Gleichung 1 (C), nämlich 
la l-~^ oder lm l l + ;r*) — Ih(\ — a: 2 ) entwickelt, so entsprin- 
gen aus 4S»(l-f-ä? a ) lauter Glieder von der Form 

j 

■ (— iyM-i — 

- h 

.* • * • * 

and aus — /»( 1 — sc 2 ) lauter Glieder von der Form 

. ^ 

■ V 

- , * .-V 

t 

Die Potenz ac n kann daher nur dann Vorkommen, wenn n entwe- 
der durch 3, oder durch 2, oder durch beide zugleich theilbar ist, 
also wenn n eine der Formen 6 r, 3, 4 hat. Der Ausdruck 

(Z>) verschwindet also, wenn n eine der beiden Formen 60 -t-l, 5 
hat. 

Suchen wir nun den Coefficienten von a? 1 für die ersteren 
Fälle. Wenn n nur durch 2 theilbar ist und also eine der Formen 

jfiy 

bv-{-2, 4 bat, so kommt ac n nur unter den Gliedern — vor und 

1 2 

sein Coefficient ist — oder — , da letzt » = 2v ist. 

Wenn n nur durch 3 theilbar ist und also die Form <+-3 
hat, so kommt x n nur unter den Gliedern ( — l)^ 44 — vor und 

1 • 

sein- Coefficient ist ( — l)^ 44 — oder — , da jetzt u = 3/u- und fi 

ungerade, mithin gerade ist. 

Wenn schliesslich n sowohl durch 2, als durch 3 theilbar ist, 
und also die Form 6 v hat, so kommt ae n sowohl unter den Glic- 

denn ( — l )^ 4-1 , als auch unter den Gliedern — vor. Dort hat 

M - v 

< . 1 ' • “ 3 ' . 

es den Coefficienten ( — l)^ 4-1 ^- oder — — , da jetzt n=z3(i und 

fi gerade, mithin fi -t-1 ungerade ist; hier hat es den Coefficienten 
12 

— oder da n auch =2v ist. Die Summe dieser beiden Coeffi- 

V 71 


cienten ist aber gleich — . 


n 


Fassen wir alles Vorstehende zusammen, so ergiebt sich, dass 
der Ausdruck (/>) oder - 


- 71 — 3 (n — 4) (n — - 5) 

2 2.3 . 


(n — 5) {rt — 6) (n — 7) 
: 2.3.4 




bis ein Glied Null wird, gleich 


1 


Digitized by Google 


32 


L o — _L JL o 

M > u ) Ä » TT ) "T j u 
9t 91 9t 9t 

ist, jenachdem n eine der Formen 60, 6^ + 1, 2, 3, 4, 5 hat 
Wird hier 9*-|-3 anstatt n gesetzt, so ist die Summe der Reihe 


•-T- 


gleich 


(9t~l)(9t — 2) (9t *■— 2) (tt ~ 3) [h 4) 

2.3 2.3.4 


L_ 0 -5 * *-o 

9t-t-3’ ’ 9t-f-3’ 91+3* 9t -f-3* 


jenachdem 9» -1-3 die Formen 60, öe/ — f— 1, 2, 3, 4, 5, d. h. jenacb- 
dem 7t die Formen 6& + 3, 4, 5, 0, 1, 2 hat; oder jene Summe ist 
gleich 


9t- f-3* 9t + 3 


, 0, 


1 0 2 


» + 3’ ’ 9t-f-3’ 


jenachdem ti die Formen 6& + 0, 1, 2, 3, 4, 5 hat, welches der zu 
beweisende Lehrsatz ist 

Man kann aber auch diese lästige Unterscheidung der Formen 
von n vermeiden und einen generellen Summenausdruck für (D) 
finden, wenn man die rechte Seite der Gleichung ( C) mit Hülfe des 
Imaginären auf eine andere Art entwickelt. Sind nämlich a und ß 
die beiden primitiven Cubikwurzeln der Einheit, so ist a = cos \n 
+ i sin ty, ß = cos — i sin fnr, a-fr-/? = — 1, aß z=z 1, und 
man hat 

4 

f 

. 141+^) = i»( l -*-*-* -) = in (±±jzi<i+M 

= ln( 1 -+- ox) H- /»(l •+- ßx) — ln( I — x). 

In den Entwickelungen dieser drei Glieder kommt die Potenz x" 
beziehlich mit den Coefficienten 

vor, folglich ist der Ausdruck ( D ) gleich 

( — l)*-+-l(a» •+• ß*) -f- 1 . 


n 


Es ist aber 


a n = (cos \n i sin %&)" = cos + * sin ^r, 

. 29t . 29t 

ß n = (cos \n — i sin |7r) n =: cos -^n — i sin -yTr, 

2n 

a* -I- ß* = 2cos J 

daher hat man ( D ) gleich . / 
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' 2« 

( — 1)«-H 2cos —7i -f- 1 
3 

n 

* . V 

Wird liier wieder n -+- 3 statt n gesetzt, so ist die Summe 

1 _ 2L (”—!)(” ~2) _ (n — 2)(n — 3) (/» — 4) 

1 2 2.3 2.3.4 

’ 1 4- ( — 1)» 2cos ~—n 

i 3 


n 


- v 


woraus wieder die obigen sechs verschiedenen Werthe hervorgehen, 
wenn man die Formen der Zahl n in Bezug auf den Modulus 6 
unterscheiden will. 

Zur Uehung für Lernende füge ich noch einige ähnliche Sätze 
hinzu: 


1) 1 — n x ~\-[n — l ) a — ( rt — 2), -f- .... = ( — 1)» 


. 2n -f- 1 
sin — n 


sin 


2) (/< — J- 1), — 2 . 7t 2 + 3 . (n — 1) 8 *■— 4 . (» — 2) 4 + .... 


. 2 n — 1 

sin — = — n - 


= (_l)n 2 .^±-!.COS gL±i ff -K-l)"-Hf. ~ . 3 , 

3 3 sin }n , 


3 ) 


m . m -f- 1 .♦,./» -f- n — 1 

1 . 2 . . . . 71 


m 


77t . 771 • | ■ 1 .... 771 4- 7t 3 


m. 


1 .2 ,.,.7i — 2 
711 .771 \ .... 771 71 — 5 

1 .2... .n — 4 


m n . 


\ • 

4) Auch der im 4ten Bande No. XVII. zum Beweise vorgelegte 
Satz gehört hierher: 

m n = m n . m n — 2 . m n —\ . m n +i 2 . m n —2 • ^n+2 — .... 

+ (— 1)”2 . m 9 . 77l2n', 

und man wird sich leicht überzeugen, dass tu weder reell noch 
imaginär, geschweige denn eine positive ganze Zahl zu sein braucht, 
wie dort angegeben ist. > 


Tb eil VI. 
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V 

w « ■» 

/ ' 

Ueber die Rechnungsspielerei im V. Theile 
S. 223. dieses Archivs. 

Von 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin. 


\ 


1. 

Die zu lösende Aufgabe ist folgende: 

„Man soll die Zahlen von 1 bis 9 dergestalt in das Schema 

«, £, c 

<*» f 

\ 

* 

• / 

„schreiben, dass die Summen der drei Horizontalreihen, der drei 
„Verticalreihen und der ersten Diagonalreibe ( a , <?, «) gleiche 
„Werthe ergeben/’ 

Bezeichnet man die drei Horizontalreihen der Kürze wegen be- 
ziehlich mit h X) h 2X h t \ eben so die Verticalreihen mit v l9 v 2i 
die erste Diagonale mit d x , so hat man die Gleichungen 

1) /i, = h 2 = k, — v x = v 2 = v, = d x . 

Nun ist aber die Summe aller 9 Zahlen gleich 45; folglich 

^t+^j + ^i = 45, 

v x +^ 3 +^, =45; 

woraus sich in Verbindung mit 1) die Gleichungen 

//,= 15, »,=15, ^=15 
2) // 2 = 15, *, = 15, 

, h t = 15, v % = 15, 

/ * 

ergeben, von denen eine, z. B. * 8 = 15, weggelassen werden kann, 
weil sie sich durch die übrigen von selbst erföilt. Es bleiben dem- 
nach sechs Gleichungen zur Bestimmung der neun Unbekannten, 
und das gewöhnliche Verfahren würde nun weiter darin bestehen, 
dass man dreien von ihnen versuchsweise beliebige Werthe 
aus der Zahlenreihe 1 .... 9 beilegte, bis man zu sämmtlichen Com- 
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binationen gelangt wäre, welche für die übrigen 6 Unbekannten 

f eeignete Werthe lieferten; nämlich solche Werthe, die nebst den 
willkülirlich angenommenen die Zahlenreihe 1 .... 9 erschöpften. 
Id dieser Beziehung wäre unsere Aufgabe also nicht des Erwähnens 
wertb. Vielleicht ist aber die folgende Behandlung im Stande, ihr 
dadurch einiges Interesse zu verleihen, dass sie die Versuche, regelt 
und mindert. 

Die Wirksamkeit der Auflösung, welche ich zu geben im Be- 

g riff bin, erstreckt sich viel weiter als auf die vorliegende Aufgabe. 

m gleich ihre ganze Bedeutung erkennen zu lassen, stelle icn da* 
her die folgende Aufgabe, welche jene als besondern Fall in sich 
schliesst. 


2 . 

. t 

„Man soll neun beliebig gegebene Zahlen dergestalt in das 
„Schema 

«r, b t C 

f 

g, A, * 

„einschreiben, dass die Summen h x -\-v x , /^,+r,, A,4-t>,, 
„</, *+- d x gleiche Werthe haben.” 

Die Bedeutung der Buchstaben A, bis d x ist dieselbe wie oben. 
Bezeichnet man die Summe aller neun Zahlen mit *, so hat 

man 

A, -4- A a -f- A 3 = # 

folglich * < 

(A, •4^t' 1 )Tf* (A, -f- t'*)“F*(A, -4-e» 3 ) = 2 s 

\ 

. ' > 

und, wegen A, -4- v x = A a -4- z> a = A s -4- v z : 

' « 

A, *4 -v l =z\s. 

i • 

I 

Die Bedingungen der Aufgabe sind also ausgedrückt durch die 
Gleichungen: 

% 

3) Aj ‘-f*’ V\ -**- 6) d x *+■ f^i — 

4) A 3 V* 53S >* - 

i 

5) A, -t- V 8 =33 4# 

Substituirt man hier für A, bis d x ihre Werthe in a bis i, so er- 
hält man . . 

. i 4 I 

V * * 

7) 2a b c d g =i 10) 2a -4- 2e -4- 2i = f* 

8) 2c *4* b -4- f «4* d Hh A ~ •!< 

9) 2 i 4-c-4-/4-^4- A = |j 

3 # 
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Addirt man nun 7) und 8) und zieht davon 9) und 10) ab, so er- 
giebt sich 

. 11 ) 

addirt man 7) und 9) und zieht davon 8) und 10) ab, so hat man 

12) c + ^ = 2e; 

addirt man 8) und 9) und zieht davon 7) und 10) ab, so wird 

13 ) /-+-// = 2 «; 

/ 

/ 

oder mit andern Worten: 

,,die Gruppen b , i, d ; g, e, c\ f, a, h bilden drei arithmetische 
„Proportionen”. 

Umgekehrt: wenn dies der Fall ist, so sind die Bedingungen der 
Aufgabe erfüllt, d. 1». wenn die Gleichungen 11), 12), 13) statt(in> 
den, so ergeben sich daraus die Gleichungen 7) bis 10). Denn 
addirt man 11), 12), 13) und fügt auf beiden Seiten 
hinzu, so hat man 

, * = 3(« y+-e-\-i) 

oder die Gleichung 10). Addirt man 11) und 12) und fügt auf bei* 
den Seiten 2 a hinzu, so hat man 

2 ct b -4” c *4- d -f- g zzz 2 (<z *4— c -4** i) 

= 4 * 

oder die Gleichung 7) u. s. f. 

Desshalb ist die Aufgabe folgendermaassen vollständig gelöst: 
„Man bilde aus den gegebenen Zahlen auf alle möglichen 
„Arten drei Gruppen, deren jede eine arithmetische Proportion 
„sei; und setze jede dieser Ternionen von Gruppen auf alle mög- 
lichen Arten der Ternion b , t, d\ g, e , c; /*, «, h gleich.” 

3. 

Wendet man dies z. B. auf die Zahlenreihe 1 bis 9 an, so über* 
siebt man auf einen Blick, dass sich aus ihr auf die vorgeschrie* 
bene Art nur folgende Gruppen bilden' lassen: 

«) 1, 2, 3; 4, 5, 6; 7, 8, 9 

' ß) 1, 2, 3; 4, 6, 8; 5, 7, 9 

r ) 1, 3, 5; 2, 4/6; 7, 8, 9 

J) 1, 4, 7; 2, 5, 8; 3, 6, 9. 

Man würde also unter andern (aus 8.) folgende Auflösungen er- * 
halten: 

* 

b » * t ß'y C 5 fy ^ 

• 2, 4, 6; 1, 3, 5; 7, 8, 9; 


Digitized by Google 


37 


aber auch 


h, <l\ g, e, c\ f, a, h 

2, 4, 6; 1, 3, 5; 9, 8, 7; 


woraus die beiden Quadrate entstehen: 

1 

8, 2, 5 8, 2, 5 

6, 3, 7 und 6, 3, 9 

1, 9, 4 1, 7, 4. 

, » 

4. 

* 

Wenn man in der Aufgabe (2) noch die Bedingung hinzufügt, 
dass h x =t>,, A 2 = ^ 2 , /i 3 z=: v t sein soll, so dass also sämmtlicbe 
Buchstaben /i x bis d x gleiche Werthe erhalten, so treten zu den 
Gleichungen 11), 12), 13) nur noch die Gleichungen h x = v 21 
h l =zv i \ denn aus diesen folgen sehr leicht die obigen: A, = &,, 
^ 3 = z> 3 , 7i l z=zv t . Es muss also sein: 

• > 

n + b c — b H- € + b > & 4“ b 4* c ~ c -4- f -1- i 


oder 



Mithin erleidet die Auflösung unter (2) die Beschränkung, dass 
,,die Gruppen b , i, d\ g, e , c\ f, a, fi nicht nur arithmetische 
„Proportionen mit einer und derselben Differenz, sondern 
„auch zugleich fallende oder steigende sein müssen”. 


„\ 


*• 


Wendet man dies auf die Zahlenreihe 1 bis 9 au, so erhält 
man die Auflösung jener sogenanuten Rechnungsspielerei. Es er- 
hellt nämlich, dass von den unter (3) aufgeführten Gruppen die ß) 
und y) ausser Betrachtung fallen; und von deu beiden andern giebt 
a) z. ß. folgende Auflösung: 

\ 

Ä, i, d\ g, e, c; /, a, h 

1, 2, 3; 7, 8, 9; 4, 5, 6, 

aber auch 

% l ' 

l>, i, <1; g, e, c; f, a, h 

3, 2, 1, 9, 8, 7; 6, 5, 4; 

woraus die beiden Quadrate entstehen: 

5,1, 9 5, 3, 7 . 

3, 8, 4 und 1, 8, 6 
7,6,2 . 9, 4, 2* 
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iu denen sämmtlicbe Reihen mit Ausnahme der (hier so genannten) 
zweiten Diagonalreiiie gleiche Summen, nämlich \s oder 15, geben. 
Dass von den so zu erzielenden Auflösungen manche, wie z. B. die 
eben angeführten, als identisch zu betrachten sind, ist ein Anderes 
und überdiess augenfällig genug. 

/ 


VI. 


Ueber einen Satz von der Convergenz der 

Reiben. 

t 

Aus einer Abhandlung des Herrn Professor C. J. Malmsten 
zu Upsala in den Nov. Act. Reg. Soc. scientiarum Upsalicnsis. 
Vol. XII. Upsaliae. MDCCCXLIV. p. 255. mitgetheilt 


von 

dem Herausgeber. 


v 


ln einer ,,Note sur la convergence des series” über- 
schriebenen sehr lesenswertben Abhandlung, welche in dem so eben 
erschienenen neuesten Bande der Schriften der Königlichen Socie- 
tät der Wissenschaften zu Upsala a. a. 0. abgedruckt ist, hat Herr 
Professor C. J. Malmsten zu Upsala den folgenden bemerkens* 
werthen Satz von der Convergenz der Reihen bewiesen: 

Soit /(a:) une fonction de a ;, qui, en conservant le 
meme signe pour toutes valeurs tres-considerables de 
va toujours en dimiuuant et s’dvanouit pour ^r=roo; si 


les serics 


lim. 


/(g-fr- 1 ) i 

/(*) 


\ 


Cos a ./(l)4-Cos 2 a . /(2)-l-Cos3a ./(3) Cos »a ./!»)- 4-etc. 
Sin a ./Xl)~t“Sin 2a ./(2)4-Sin 3a ,/ , (3)-H....*4-Sin na tc. 

sont toujours convergentes pour toutes les valeurs de a, 
qui ne sont pas infiniment pres de 0, 2 tt, 47 r, etc. 

Nachdem Herr Professor Malmsten diesen Satz mit Hülfe der 
Integralrechnung gerechtfertigt hat; sagt er am Schlüsse seiner Ab* 
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handlung: A präsent nous allons donner pour ce thdoreme impor- 
tant une d^monstration aussi simple qu’lldmentaire , qui pour cela 
m£me nous semble merlter une place ians les Traites dlementaires 
des s£ries. Diesen elementaren Beweis werde ich im Folgenden 
den Lesern des Archivs mit des Herrn Verfassers eigenen Worten 
mittheilen. 

D&ignons par S& et S'k les sommes respectives des k premiers 
termes des sdries 


Cos a.f( 1) -f- Cos 2a./l(2) -f- Cos 3a./(3) 4 -.... 4 - Cos na.f(n)-{- etc. 
Sin a.f( 1) 4 - Sin 2«.y r (2) 4 - Sin 3a. f(Z) 4 -. ... 4 - Sin «a./(»)4- etc. 

il s'ensuit que 

fe/| 

— Si = 2 Cos (k + i)a ,f(k 4) 

( 1 ) 


t—n 


& n +k — S'k = 2 Sin (, k i)ct ,f(k 4 - /) 

i=l 

Les s£ries, dont il s’agit, sont donc convergentes si pour les va- 
leurs infiniment gramles de k 

\ 

Sn+k - Sk et S'n+k - & k 

* 

s’approchent infiniment de zdro, quelque grand soit le nombre cn- 
tier c’est a dire, si 

lim 1 ^ 4 « — &*\ = 0 , 
lim [ S' tt+jc — 8^ j = 0. 

A cause des formules connues 

~ Sin (a -f- b) — Sin ( a — h) 

Cos « = äsSTÄ > 


Sin <» = — 


Cos (a 4 - b) — Cos ( a — £) 
2Sin b 


on poura mettre les formules ( 1 ) sous cette forme 


S„+t — Si= — i— . 2f{k+i) j Sin - Sin (A-H-i)o f. 
2Sin £ *=' 

S’n+i—S’i 1 ^?(iH-0|Co8(Ä+»-l-i)o— Cos(X>+-<-i)a|, 

2Sin y fal 

, « . ‘ \ 

d’oü, en se rappelant que 

/ 

Sin(£4-*4-i)«=Sin (£4-#4-l)a . Cos y — Cos(£4-*4-l)« . Sin y* 

* _ . s . - • * i ✓ * • • - 

Co»(44-*+i)a=?=Co8(£4-*4-l)« .Cos y4-Sin(A4~i-f-l)« , Sin ~£’ 
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" , # 

on trouvera par une Separation nouvelle 

T=Jl 

Sn+l — ^ = iCotang . 2f(k+i) j Sin (A-H-t-l)a — Sin (*+»>) 

z r=l 

— *2/(*+«)|Cos(A-M+l)a — Cos(*-*-f)a|, 

r=l 

\ 

S „+H — S'n = — 4-Cotaug A . Tf(i+i) j Cos(*-H-+-l )a — Cos(>fc-M) a i 

Z l==l 

— *) i Sin (X-H i -+- l)a Sin (X-+- i)a\, 

i= 1 

\ 1 

c’est a dire 

S„+k —Stz= ^Cotang y . A — iA' ) 

J .... (2) 

tfn+k — - && = — £Cotang ~ . A" — iA | 

/ 

% 

en supposant pour abreger les expressions 

A = Tf(& + i) I Sin (* + * -f- 1 )« — Sin (* - 4 - i)a(, 

*=1 

t=n 

A' = -/(X -*f- i) {Cos (X “1- i + 1 )ce — Cos(X #)a|. • 

• I 

Mais les quantites A et A' peuvent aussi 6tre mises sous cette forme 
A — £j (^H+l )« /(X-f-i-h 1 )— Si d (X_ 4_i)a ./(X-f-i) j, 

A f — {^^L ) Cos(X-f-i-l-l)a • 4 /’(X b -M-f*l) — Cos(X-f-i)« \AX-f-i) j , 

d’oii, etant X = oo et dans ce cas 

t 

f(k -f- g) 

./XX -f- * -+- i) * • 

r 

on aura immddiatemenfc 

A = « 5 ’ |Sin (X-hi-f-l)a ./XX-f-i-f-l) — Sin (X-f-*)cc ./(X-f-#)j 

^ » • 

A* === ^ jCos(^+#H-l)«,/(^+i^-l) — Cos (£+*’)# ../(X -+-•}}, 
’est adire , 

« / «• 

A == Sin (X-f-»-f-l)a ./’(X+ä-+- 1) — Sin (X«+*l)o 

A' = Cos (X -f- #*-f- 1)« ./(X •+• n~\~ 1) — Cos (X-4- l)a ,f[k »f- 1). 
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\ * 

\ v 

Cela dtant, si f(i r) s’dvanouit pour les valeurs infiniment grandes 
de il s’ensuit dvidemment, que 

^ = 0 et ^ = 0, • ' 

et partant, en vertu des formules (2), 

8n+k — Sk = 0, ' , 

ÄVM — ÄT* = o 

pour toutes les valeurs de « , qui ne s’approchent infiniment de 0, 
znr, etc. 

C. Q. F. D. 


VII. 


Note sur l’Integrale finie "Le^y. 


> Par 

Monsieur C. J. Malmsten, 

Professeur des Mathematiques ä l’Universite d’Upsala. 

(Aus den Novis Actis Regiae Societatis scientiarum Upsaiiensis. Vol. XII. 
Upsaliae. 1844. mitgetheilt vom Herausgeber.) 


t 


Etant y une fonction entiere de on sait bien, que l’intd- 
grale finie 

~e x y 

peut toujours se trouver sous la forme finie par la formule connue 

<«* - l)2e*y = e* V + Ahe* ■ %+ Bh'e* + Ch'e* . 0 

' % 4- etc (1) 

' * 1 i 

oü les coefficiens sont ddterminds par les equationB °) 


•) Voyez Lacroiz Traite des Differ. et des Series. Paris. 1800. 
pag. 109. 

\* 

' S 
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A(e h — 1)-+-« A = 0 

Ä(e A - 1) -t- y . Ae>>+ ^ — 0 

C(e*- 1) + j^ A -+- ^ = 0 

D(e h — 1 ) 4 - i-Cfei -+. ±1^+ = 0 


etc. 

/ • 

Le tout consiste ä trouver une expression generale pour calculer 
l’un quelconque de ces coefficiens independamment des autres. En 
effet une teile expression est deja trouvde par Ey telwein •); mais, 
que je sacbe, personne n’a observe la relation intime de ces coeffi* 

ciens aux derivdes successives de la fonction 

, \ 

1 

ek - 1* 


C’est cette relation que je vais faire connaitre dans la note prä- 
sente, et qui, je crois, doit etre d’autant plus importante, qu eile 
nous foürnit un moyen aise de ddmontrer rigoureusement la for- 
mule symbolique 



* 


y dtant uue fonction entiere de 


\ 


Soit y une fonction entiere de jc de ozieme degrd, et substi- 
tuons dans (1) 

{e h — \)A x , (e h — \)A„ {e h — \ )A ti (e h —l )A 4 > etc. 

au lieu de _ 

v A, B, C, D, etc.; 

la formule (1) pourra ötre presentec sous cette forme 

' \ 

\ V — f f k 

2e*y = S Aifcexyt*), .... (2) 

c=Q 


OU 


A„ = 


gA — X * * * * 


•) Grundlehren der höhern Analysis -von J. A. Ey telwein« II. Bd. $.578. 
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Mais par la formale connue 

, I 

_ e*y - elZez&s, . 

-2<r y — 

on aura 

• « * 

e x y = (e h — 1 )2e x y -+- e A 2e x /\y, 

d’oiij en substituant pour (\y 

l W* * *yw 

’ x.2 T...*’ 

on conclura 

, . k=zm LL 

exy = -f- iS - — - -2e x yW, 

/hsj 1 *2.. •. £ 

et, en posant au lieu de y, 


h=:m 


. e*y(0 — — l).Se*y(0 -f- ^ — - 2 eXy^i+W. 

i 

Substituons a present cette valeur de e x yW daus (2); en ae rappe- 
lant que 

yü+ic) == 0 pour i -+- k > m 

r 


on aura 


i==ffi • i=m — k h=m t/ , , 

2e x y = zS Ai{e h — 1 )h i 2e x y^ -+- e k 8 . S Ai. — — 

z'=0 t=0 t=i 

« 

\ * 

ou, si Fon pose dans la derniere somme i au lieu de i-hÄ, 

i=un . i=m k=m < . , 

^iexy— 8 Ai(e h — \)h i 2e x yW e h 8 h i 2e X/ iA ') . 8 ■ - - - * 
y z= o * r=k y ^iröRTTy 

i 

On en couclura tres facilement, pour la ddtermination des coefii- 
ciens ^ : 

1=^ 0 (^-1) 


0 = ^,(e* — 1)H- 


r( 2 ) 

e*/i, e^v-/ 0 

r( 2 ) "*■ r(j) 


'et generalement 


k'=m 


0 — A m {e K — 1) -4- e h 8 


Am—k 
*=ir(*-*-i) 


ou 


A m = e h S 


^ Am-k 


r(£-#- 1) 


*/ 

A 
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ou cnfin 


•Ml 


A m — € h S 


Alt 


r(m- 1-1—*) 

En mettant m — 1 ä la place de m , on aura 


.... W 


Je=un — 1 

A m -\ = € h S 


Ak 


k = o i \ m — 

d’oü, en differentiant par rapport a A % . 

* ' 

t j i j k=zm | ( tn — k)Ak + — i i 1 1 

dAm - 1 ___ eM o + $ dh * 




I\m) 


fc=i r(*» -f- 1 — k) 


* • • • 


( 3 ) 


Multiplions ä präsent la formule (4) par m, et en retrancbons (5); 
nous aurons Tdquation 


■ > . dAk — 1 1 

w J k=rn\kAk -77 — | 

— € h S dh - 

m dh k—\ r( m 1 — k) 


qui, pour etre satisfaitc, exigc evidemment quc 

dA j—i 


iAi = 


dh 


i dtant un nombre entier. En posant ici successive i — 1, i — 2, 
i — 3, etc. au lieu de i, il en rdsultcra 


Ai = 


1 d‘A 0 

r(i- f-i) ’ dhi ’ 


c’est a dire, en vertu de (3), 


Aiz= 


1 , .\eh — 1 

. «/* 


m -f- 1) 


dh 


.... ( 6 ) 


* i 

Voila l’equation tres simple, qui fait dependre la dltermination des 
coefficiens A de l’expression generale des ddrivleB de la fonction 

1_ 

eh — l * / 

/ 

f ' v 


Quant ä la valeur de 


eh — l ) 
dhi ’ 
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/ X 

eile pourra se trouver imm&liatement par une formule que nous 
avons autrefois demontrde °), savoir 


etant 


r V=r-4-l C r »*J 

Z r — (- 1)T . s (- l)^-i a Z 0 * 

x=i 

7 1 

äJ ° — \ + ye-<y^ , 


dr 


rr ( 1 -h ye— a ' / — 1 

“ dar 


(»•>*) £— 1 x £-1 k- 2 f - . £-1 £-2 k-% t1 

a = /e r — ~y '• (k — l) r -f“ — • -2~{k — 2) r y . *y . -jy (£ — 3) r -f-etc. 


En faisant ici 


ez = /i\/ — 1, y ■=. — 1, r = i, 


nous aurons 


di 


l | » *=*+-1 

£izlL=(— 1 )<- s <• 


dhi 


k=i (eh _ l)i' 


(*»4) &—1 . , ^r-J i — 2, . A — 1 2 3 / _ . 

a=k' — — •{& — 1)*H — y • -y -(A— 2)‘ y — 3)*-|-etc. 


°) Theoremata Nova de Integr. Defin. etc. Upsaliae. 1842. Cfir. Archiv 
der Mathematik und Physik von Grunert. III. Th. p. 44. 
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VIII. 

Ueber das reguläre Siebzehneck. 

i 

i 

Nach einem Aufsätze des Herrn B. Amiot, Professeur au 
College Saint- Louis, in den Nouvelles Annales de Mathdma- 
tiques. Journal des candidats aux dcoles polytechnique et 
. normale, rädige par Terqilem et Gerono. • T. III. Paris. 

1&24. p. 271. frei bearbeitet 

von 

\ \ 

dem Herausgeber. 


- Wenn auch die folgende, auf die Auflösung von fünf quadrati- 
schen Gleichungeu gebrachte Berechnung des regulären Siebzehn- 
ecks im Kreise nicht eben viel Neues enthält, so scheint dieselbe 
doch deshalb zu verdienen, allgemein bekannt und bei’m Unter- 
richte benutzt zu werden, weil sie bloss die elementarsten Sätze 
der ebenen Geometrie in Anspruch nimmt. 

Wenn in Taf. I. Fig. 3. der um den Mittelpunkt 0 mit einem der 
Einheit gleichen Halbmesser beschriebene Kreis von dem Punkte A 
aus in siebzehn gleiche Theile eingetheilt ist, und die Bogen 

AB , AC t AD , AE 

respective 

A J1 A A 

17 ’ 17 ’ . 17 * 17 

\ 

der ganzen Peripherie betragen; so ist nach dem pythagoräischen 
Lehrsätze, wie auf der Stelle erhellen wird: 

1 = \AC' + (1 — V AB* — \ÄC*y, 

* 

1 = \AD 2 -+- (1 — V AC* —iAD'Y, 

\ 

1 = \AE* — VAD' — ^AB'Y, 

X =n \AB*- 1- (1 — VAE* — iJTFy 5 

f 

woraus man, wenn man die Quadrate auf der rechten Seite der 
Gleichheitszeichen gehörig entwickelt, leicht erhält: 
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; AB* =2V AB* — {AC*, 

AC* = 2\/AC* — \AD*, 

* 

AD * = iVAD* — \AE\ 

AE' = 'iV' AE* — \Alf* . 

Man gelaugt zu diesen Gleichungen auch unmittelbar, wenn man 
sich von den Punkten B , £7, /J, E auf den Durchmesser AA X Per- 
pendikel gefällt denkt, weil man dann nach einem bekannten geo- 
metrischen Satze die folgenden Proportionen hat: 

2 :AB = Aß:\/AB r =iÄC i , 

I 

2:AC = AC: V~ÄC * — JAD*, 

I 

2 : AD = AD: VAD* — {AE*, 

2 : AE=z AE : V Ä E‘ — \Jß*. 

Macht man die obigen Gleichungen rational, so erhält man: 

% V 

AB* — kAB* = — AC 1 , 

AC* — AAC* = — AD*, 

I. 0 

AD* — AAD * = — AE*, 

AE* — AAE* = — AB*; 

und hieraus ergiebt sich weiter: 

; 

AB * = 2 =fc Vk — AC *, 

.467* = 2 1^4 — AD*, 

AD*=z i ZdzV4 — AE*, 

AE*=z2dnVA — AB*i 


wo sich nun fragt, wie die Zeichen zu nehmen sind, was leicht 
auf folgende Art entschieden werden kann. 

Weil nämlich 




\ 


V 


\ 
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und das Quadrat der Sehne des vierten Theils der Peripherie 2, 
das Quadrat des Durchmessers oder der Sehne der halben Periphe- 
rie 4 ist; so ist offenbar 

0<CAß 2 <2, 

/ 

0CAC 2 C2, 

0<^Z>*<2, 

und man muss also in den drei ersten der vier obigen Gleichungen 
das untere, in der vierten Gleichung das obere Zeichen nehmen, 
d. h. man muss 

AB 2 =2 — 1/4 — ~ÄC 2 , 

AC 2 = 2 — VA — AD 2 , 

AD 2 = 2 — 1/4 — AE 2 , 

AE 2 = 2-+- Vi — AB 2 

% 

oder 

4 — AB 2 = 2 -f- 1/4 — AC % 

; 4 — ^(7 2 = 2 + 1/4 — ^Z> 2 , 

4 — ,4/> 2 =: 2 -j- V\— AE 2 , 

* 

4 — = 2 — Vk — AB* 

setzen. . 

Bezeichnen wir nun die vier Sehnen 

AiB y A X C, A l D i A X E 

durch u , * 0 , ^ 7 ; so ist offenbar nach dem pythagoräiscben Lehr- 

sätze 

u —V?i — AB\ ' 

v = V\ — AC 2 , v 

• «0=:l/4 — AD 2 , 

xr=.\/ \ — AE 2 ; 

und wir haben daher nach dem Obigen ' die vier folgenden Glei- 
chungen: 

t «\= 2 v, 
v 2 =2-f-#>, 

W 2 =2 + ^*5 

a?* = 2 — «. 
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Zieht man die dritte Gleichuug von der ersten, und die vierte 
Gleichjung von der zweiten ab, so erhält man: 

t . 

% V • , 

u 2 — w 2 = v — x, 
v 2 — x 2 = u -f- w; 

also, wenn man multiplicirt und dann aufhebt, was sich aufheben 
lässt: -• . 

2) (u — w) (v -f- x) = 1 

oder 

* 

3) uv — vw -f- nx — wx = 1. 

• . i 

* • 

Zieht man die zweite Gleichung von der ersten, die dritte Glei- 
chung von der zweiten, die vierte Gleichung von der dritten, und 
die erste Gleichung von der vierten ab, so erhält man: 

i 

*» ** — fr* ssv — w, 

V 2 — W 2 — W — X, 

W 2 X 2 z= x ~+- 7/, 

X 2 U 2 = — {u -t-v)] 

also, wenn man multiplicirt und aufhebt, was sich aufheben lässt: 

4 ) (u — v) (v w) {w x) (x — u) — 1 

oder 

i 

5) (uw — vx + ux — vw) (uw — vx -f- uv — wx) = 1. 

Man setze nun , 

( ^ :== — ti -f- v -f - 10 -f- X, 

6) \ Y rrr vx — uw, 

v Z = — uvwx. 

•* * * • 

Quadrirt man die erste dieser drei Gleichungen, so erhält man: ' 

X 2 — ’ u 2 v 2 w* x 2 

— 2 [uv — vw + ux — wx) 

» 1 

• 2(vx — uw). 

also, weil nach 1) 


u 2 v 2 w 2 x 2 = X 8 

■ / 

ist, und wegen der Gleichung 3) und der zweiten der Gleichun- 
gen 0): 

7) X 1 — X — 2r=6. 

✓ 

Die Gleichung 5) kann man auf folgende Art darstellen: 

» ' . \ 

( Y — ux *+• vw) ( y — uv ~ f- wx) = 1 , 

Tb«ll ?I. A 


' » 
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\ 

also, wenn man multiplicirt: 

J 3 — (uv — vw 4 - ux — wx) Y 

-H u 2 vx — v 2 uw - 4 - w*vx — x 2 uw 

d. i. nach 3) 

i 3 — y-4- u 2 vx — v 2 uw - 4 - w 2 vx — x 2 uw 

/ 

Nach 1) ist aber, wie man leicht findet: 

' • » 

1l 2 VX — V 2 UW + W % VX — X 2 Vtü 

= u 2 w - 4 - v 2 x — w 2 u - 4 - x 2 v 

i * 

«+• 4(i>x — uw) 

= *“- (uv — vw ux — wx) 

•+* 2 ( — u + v + io x) - 4 - 4(vx — 

= — 1+2X + 4 F, 

und folglich nach dem Obigen 

8) y^3y4-2X=2. 

\ 

Quadrirt man die zweite der Gleichungen 6), so erhält man: 

Y 2 = u 2 w 2 -f- v 2 x 2 — f &uvwx , 

d. i. 

i 

Y 2 = u 2 w 2 -f- v 2 x 2 + 2 Z. 

Nach 1) ist aber, wie man leicht findet: 

u 2 w 2 - 4 - v 2 x 2 = 8-4- 2 ( — u v - 4 - w - 4 - x) 

- 4 - vx — uw, 

d.i. • 

ttVH-*/y=8+2x+ y, 
und folglich nach dem Obigen 

y j = 8 + 2X4- y+2Z. 

f 

Weil nun aber nach 8) 

, '*» * * 

y== 2 — 2 x — 3 y 

ist, so erhält man die Gleichung 

c * ' , * 

9) 2(X+y>+Z = -3. 

Zwischen den Grössen X, Y,_Z hat man daher jetzt die drei 
folgenden Gleichungen: N . % 


\ 


i 
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/ X* — X — 2Y = 6, 

- 10) r a 4-3y-f-2X = 2, 

( 2(X -+- Y)-f-Z = — 3; . 

/ 

1 X(X-i)=2(r+3), 

11) )Y(Y+ 3) = -2(X-1), 

f Z = — 3 — 2(X-f- V). 


' / 

Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungen in einander, so er* 
hält man die Gleichung 


12) (Xr+4)(X-l)(F+3) = 0, 

welche für 

iy=~4, X = l, F= — 3 


erfüllt ist. Für X = 1 folgt aus der ersten und driften der Glei- 
chungen 11) sogleich Y = — 3 und Z = I* Für Y = — 3 folgt 
aus der zweiten und dritten derselben Gleichungen X — 1 und 
Z=l. ln beiden Fällen wäre folglich Z positiv, was ungereimt 
ist, da nach dem Obigen Z = — uvwc v nöthwendig eine negative 
Grösse sein muss. Also kann nur 

13) XY= — 4 

sein. Eliminirt man aus dieser Gleichung und aus der ersten der 
Gleichungen 10) die Grösse Y, so erhält man die Gleichung 

14) X’ — X’ — 6X 4-8 = 0, 

und wenn man aus der Gleichung 13) und der zweiten der Glei- 
chungen 10) die Grösse X eliminirt, so erhält mau die Gleichung 

V 

15) Y' ~h 3Y* — 2 Y— 8 = 0. 

Eine Wurzel der Gleichung 14) ist 2, und eine Wurzel der Glei- 
chung 15) ist — 2. Dividirt man also die Functionen dieser beiden 
Gleichungen respective durch X — 2 Und Y-f-2, so erhält man 
die beiden folgenden Glölchungeb: 

16) '(X — 2)(X* X — 4) = 0 

* , *. * ♦ . » 

und 

17) (Y+2) (Y* -f- Y — 4) = 0. 

< » 

Die Gleichung 16) ist für X = 2, und die Gleichung 17) ist für 
Y = — 2 erfüllt, welchem letzteren Werthe wegen der Gleichung 
13) wieder der Werth X 2 entspricht. Nün ist aber offenbar 

« < 2, i> > 1/2, ^ > V/2, 

* 

also 

- u *4-* » -4- w 2(1/2 1), 

4» 
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d. i. 


— u v -f- w > 2, 


und folglich um so mehr 


— u-\-v-\-iv-\-jc> 2 , 


d. i. X > 2. Also kann nach dem Obigen weder X = 2, noch 
Y = — 2 sein, und nach 16) und 17) haben wir daher die beiden 
folgenden Gleichungen: 

18) P+X-4 = 0 

und 

io) y*-hY— 4 = o. 


Auch erhellet aus dem Vorhergehenden- zugleich , dass X positiv, 
folglich wegen der Gleichung 13) die Grösse Y negativ ist, und 
aus den Gleichungen 18) uttd 19) ergiebt sich daher jetzt, dass X 
und y respective die positive und negative Wurzel eiuer und der- 
selben quadratischen Gleichung, welche wir überhaupt durch 


20) L/*+U — 4 = 0 


bezeichnen wollen, sind. Mittelst der dritten der Gleichungen 11) 
findet man leicht Z = — 1. 

Setzen wir nun 

= tv — «, 

V x = v-\- 

w x = UW y 

= vx\ 

so haben wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen: 

4-ev = X, v 
w x x x = Y, 

*v x x x = Z. 

Nehmen wir hierzu noch die Gleichung 2) und beachten, dass 
Z = — 1 ist, so erhalten wir die beideu folgenden Systeme von 
Gleichungen : 

* * * 4 

23) «/,-+-«/, = X, u x v x = — 1 

und 

24) w x -f- x x = y, w x x x = — 1. 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich: 

«,* — Xu x — 1 = 0, T 

v x * — Xv x —1 = 0; 
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uud aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

to x 7 — Yw x —1 = 0, 
sc x 7 — Ysc x — 1 =: 0. 

Weil nun = v -f- sc offenbar positiv, wegen der Gleichung 
«jfj = — 1 also «j negativ ist, so sind «/, uud v x respective die 
negative uud positive Wurzel der Gleichung 

25) £7, 2 — Ä U x — 1=0. 

• * t 

Weil sc x = vsc offenbar positiv, wegen der Gleichung w x sc x =r — 1 
also ic x negativ ist, so sind w x und sc x respective die negative und 
positive Wurzel der Gleichung 

26) US-YL\- 1=0. 

Nach 21) haben wir die beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 

27) ic — u-=su xi vic = — w x 

und — 

- t • * * * 

28) v sc z=z v vsc = sc , . 

* * 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich 

♦ 

u 7 -+- u x u -f- ic x = 0, 

i ' • 

w 7 — v x tc -f- w x =0; 

uud aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

v 7 —v x v -f -sc x =0, 
sc 7 — v x sc -h sc x — 0. 

Weil w x negativ ist, so haben die Wurzeln der Gleichung 

. 29) U t 7 — u x U t -4- tc x =0 , 

entgegengesetzte Vorzeichen, und es erhellet aus dem Obigen leicht, 
dass die negative und positive Wurzel dieser Gleichung respective 
die Grössen — u und w liefern. Weil ferner sc x positiv ist* so ha- 
ben die Wurzeln der Gleichung 

30) L\ 7 — v s lJ K 4- sc x =0 ' 

gleiche Vorzeichen, und sind, weil auch v x positiv ist, Leide posi- 
tiv. Weil nun offenbar v > sc ist, so erhellet aus dem Obigen, 
dass die grössere und kleinere der beiden positiven Wurzeln der 
vorhergehenden Gleichung respective die beiden Grössen v und sc 
liefern. 

Nach dem Vorhergehenden reducirt sich also die Berechnung 
des regulären Siebzehnecks im Kreise auf die Auflösung der fünf 
folgenden quadratischen Gleichungen: ' 
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U* + U— 4=s=0, 

US — XU x — 1 = 0, 

31) {u z *-yu 2 -1 = 0, 

u s — ^ i U t — J- to j — 0, 

US — e>» £/« ■+• x t =; 0. 

Die positive und negative Wurzel der ersten Gleichung liefern re- 
spective X und Y. Die negative und positive Wurzel der zweiten 
Gleichung liefern «*, und *>,. Die negative und positive Wurzel 
der dritten Gleichung liefern w l und x x . Die negative und posi- 
tive Wurzel der vierten Gleichung liefern — u und w, Die grössere 
lind kleinere der beiden positiven Wurzeln der fünften Gleichung 
liefern v und x. 

Die Grösse x ist die Seite des regulären Yierunddreissigecks. 
Die Seite des regulären Siebzehnecks ist 

AB = VI — « s = 1/(2 — «) (2 -4-«). 

* 

Durch die wirkliche Auflösung der obigen quadratischen Gleichun- 
gen erhält man nach Herrn Amiot: 

X =1(1/17-1), y=-£(V/17H-l); 

«, = itl/17 - 1 - 1/(34 - 21/17)1, 

* , = Ül/17 - 1-4- 1/(34 - 21/17)| ; 

w i = — 'i { V/17 -4-1 -4- 1/(34-4-21/17)}, 

*, = - ilV/17 -4- 1 - 1/(34 + 21/17)| ; 

1/17-1—1/(34-21/17) ' . 

l/(68-l-14l/17-4l/(l70-26l/17)-4-16l/(34— 21/17)1 1 ’ 

,1 1/17-1-1/(34-21/(17) j 

I-H/[68h-14i/ 17-41/(170— 26l/17)-4-16l/(S4— 21/17)1 i’ 

’ i 1/17-1-4-1/(34-21/17) j 

* I -4-1/(68-4-141/17-1-41/(170— 201/17)— 161/(34-4-21/17)] j ’ 

, j 1/17-1-4-1/(34-21/17) ' i 

■* ==T I -1/[68+.141/17h- 41/(170— 861/17)— l«l/(34+.8l/l7)l (' 

Um aus den Gleichungen 31) eine Construction des regulären 
Sieb?ebnepks ahzuleiten, wollen wir dieselben, indem wir, den 
Halbmesser immer der Einheit gleich annehmend, 


t° l) = 

: /», 1 

. sc x == 

l : t/i : 

— m : - 

- «*„ 

1 :»=» : 



I ' ’ 
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setzen, zuerst auf die folgende Form bringen: 

ü(V+\)=; 4, 

U x {ü t -X) = 1, 
Ü,(U,-Y)=zl, 

ln Taf. I. Fig. 4. nehmen wir nun zuerst 

021 = 2, 2123 =?= i 5 

so ist nach einem bekannten geometrischen Satze 

OU<OU'~ 4, 

also • ( 

QU.{OV-+- 1) = 4, 
OV’.(OW- 1) = 4; 

oder 

' («HÖI7)j(-H0£/)-f-l}=4, 

(— 0tf') |(— Ö/7') + 1 1 = 4. 

Daher ist nach dem Obigen 

x=~^ ou, r= — ö£/'. 

Nun nehme man 

ö€ = i OV uDd 0£) = i 0 ff'; 

so ist nach demselben Satze wie vorher 

I 

A , 17, . -df, £/', = 1 und \4 l U i , A l U\ = 1, 

% 

also 

. .(^,r, + X) = l, 

A x V\.{A x O’ x — X)=l 
and 

4,?, .Mi ff, +.?)*=!» 

, ff-, . m. ff ? - y> = 1 

oder 

(-A X D X ) .\(-A x ü x ) - X| = l, 
(+ A X U ' ,) . |(+ A X C” X ) — X| = 1 

* V 

und 

(- A X U X ) A,U,) -Y] = l, 
{+A X V\). \{+A x V,) — r( = 1. 


N 


v/ 
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Also ist nach dein „Obigen 

/ , 

\ 

1 , ** i — A x v i — “ " I - A i 4/ i 

und ' * 


Wj= — A x 4/,, x x z=.-\- A x U\. 


Nun construire man, wie aus der Figur ohne weitere Erläuterung 

mit hinreichender Deutlichkeit ersichtlich ist, die Grössen 

/ 


m A ^81 , n — -\-A l '$l 

und nehmo 

A x ®=zA x W, ©£ = ^4,4/,; ’ 

so ist 

A x (J t . A ,£/' t = f» 2 , 

also 

A x U 3 . ( A x 47, 4- «,) = m* t 
A x V\ . (A x U\ — *#,.) = tn * 

oder 

(— .4,17,) . |(— ^4,4/,) — «,!=*»*, 

(-F- ^4, 4/',) .J(-+- ^4, IJ\) — «, | = m*\ 

und folglich nach dem Obigen 

u=zA x Cf 9i to = A , U' t . 

• i 

Endlich nehme man 


A X % = A X % A x *x=.A x U\ 

' " , 
und mache die Construction weiter wie die Figur zeigt, so ist of- 
fenbar 


also 


oder 


A x U,.A x U\ = n \ 

A x (J\ . (v x — A x C/J = - 

A x U\ . (v, t ~ A x 47V) = 

« 

/ 

(H-^4,4/ 4 ) j(“f-^4,4/ 4 ) — — »*, 
(4- .4, 4/V) 1(4- A x 47V) — 


und folglich nach dem Obigen 

✓ • 

v = A x 47 4 , x =zA x U\. 

Auf diese Weise sind also die Grössen t/, t>, to x x durch Con- 
struction gefunden, indem dieselben uach der Reihe 

A x U tx A X U 4X A x U\ y A x V\ 
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sind , und dass sich nun auch das reguläre Siebzehneck leicht con- 
struiren lässt, erhellet auf der Steile, indem man bloss A X B 
= A x 1 7 s zu machen braucht, wo dann der Bogen AB der sieb- 
zehnte Theil der Peripherie sein wird. 

Nach Pauker’s Fundamenten der Geometrie. Fünfter 
bis Siebenter Cursus. Mitau. 1842. S.43. ist, wenn der Durch- 
messer der Einheit gleich gesetzt wird, 

u =s 0,98297309968390 , 

, v = 0,93247222940435 
w = 0,73900891722065 
ac s= 0,09226835946330 ‘ * ' 

und die Seite des regulären Siebzebnecks, ebenfalls in Bezug auf 
den Durchmesser als Einheit, ist 

X m '< 

' 0,18374951781657. 

* 

In dem genannten vortrefflichen Buche findet man überhaupt eine 
grosse Anzahl genauer numerischer Angaben, welches keiner der 
geringsten Vorzüge desselben ist. 


IX. 


Allgemeines Kriterium für die Fülle, in welchen 
die Logarithmen rationale Brüche sind, nebst 
einer Methode, die letztem aufzufinden. 


Von 

\ 

Herrn F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


i • 


Wenn in der Gleichung b x =:A gegeben sind b und A, so ist 
meine Aufgabe, die Bedingungen des gegenseitigen Zusammenhangs 
zwischen b und A aufzusuchen, damit ac ein rationaler Bruch werde. 
A ist eine positive ganze Zahl, und b die Basis des logarithini- 
schen Systems, welches also eine positive ganze; die Einheit über- 
steigende Zahl ist. Es heisst bekanntlich ac der Logarithmus 
ton A in Bezug auf die Basis b. 
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Begreiflicherweise kenn diese meine Aufgabe nur durch die 
Principien der böhern Zahlentheorie gelost werden, und wir 
erhalten somit eine neue Anwendung dieses schönen Zweiges der 
Mathematik. Die Methode der Betrachtung wird zugleich ein Mit* 
tel an die Hand gehen, die Logarithmen, falls sie rationale Brüche 
sind, auf eine ziemlich einfache Art, ohne Hülfe der hohem Ana- 
lysis, ganz genau aufzufinden. 

Der Bedingung der Aufgabe gemäss setze ich a:z=^~ i und 

nehme, wozu ich berechtigt hin, an, dass dieser Bruch auf seine 
kleinste Benennung gebracht sei, oder die ganzen Zahlen m und 
n relative Primzahlen seien. 

I. Nun sei zuvörderst 4^> A. Da ti n z=.A n x so wird m klei- 

1 in 

ner als oder — ein achter Bruch sein. Weil letztere Gleichung 

erfordert, dass b m durch A theilbar ist, so können A und b nicht 
relative Primzahlen sein, sondern müsseu ein grösstes gemeinschaft- 
liches (von Ider Einheit verschiedenes) Maass 0 haben, so dass 
b = 0b l} und A=z0A x gesetzt werden kann, und b x zu A x re- 
lative Primzahl ist. Hierdurch geht ohige Gleichung über in b x rn 
zss Qn-wA j*. Es muss also wieder b x ** durch A 1 theilbar sein; 
da aber A x zu b x relative Primzahl, so kann A x nur die Einheit 
sein, und dann ist Az=.0 x also b = Ab x . 

Die Gleichung b m =zA n , in welcher b^>A, kann also nur 
dann in ganzen Zahlen aufgelöst werden, wenn b durch A ohne 
Rest theilbar ist. 

Die Gleichung b x m == 0 n ~ m A x n geht durch die Substitutionen 
von A x =.\ und A — 0 über in b x m = A n ~ m . Ist also b x noch 
grösser als A x so darf auf diese Gleichung derselbe Schluss, wie 
auf die ursprüngliche angewandt werden, nämlich es muss von 
Neuem b x durch A theilbar sein, und wenn dieses ist, so kommt 
es auf die Gleichung b 2 m = A T *~~' im an, indem b x =Ab z gesetzt 
worden. 

Ist b % auch noch grösser als A , so muss es durch A theilbar 
sein, und wenn demnach b 2 z=^Ab^ gesetzt wird, so ist zu lösen 
die Gleichung b x m =zA n ~* m . 

Diese Schlüsse dürfen so lange fortgesetzt werden, als die neue 
Wurzel noch grösser als A ist. 

Trifft es sich also, dass eine beliebige Wurzel bi c —\.'^>A x und 
nicht durch A theilbar ist, so kann die ursprüngliche Gleichung 
b m ~A n in ganzen Zahlen nicht auflösbar sein. 

Kommt man aber durch die fortgesetzte Division, wie sie oben 
angedeutet ist, endlich auf den Quotienten 1, in welchem Falle b 
eine genaue Potenz von A = A k ist, so wird b m = A km , also 

71 TZ 

A n = A km , nzzzkm, folglich kz=z— x und — eine ganze Zahl; 
da aber m zu n prim, so kann m nur 1 sein, kz=zn, also bz=A n , 

oder b n zzzA. Findet man also, dass die Basis b eine vollständige 
" Jä 

Potenz von A, z, B. ^ A k ist /so wird die Gleichung b n zzzA 
stets und nur aufgelöst durch n = k und Z. B. 125^:5*, 

also 125 t = 5. 
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Kommt man endlich auf einen .Quotienten, der kleiner als A 
ist, z. B. b-=z A k .bk) wo b k CAy so hat man nach dem Obigen ‘ 
der Gleichung zu genügen: 

m 

An-mk — b . ‘ , 

4 


Pa nun A > bk) so lassen sich alle vorigen Schlüsse auf diese 
Gleichung von Neuem anwenden, wenn man nur A mit b ver- 
tauscht. 

Nämlich ist A gar nicht durch bk ohne Rest tlieilbar, so kann 
die Gleichung in ganzen Zahlen nicht aufgelöst werden. Ist aber A 

durch bk theilbar, so sei b^ die höchste Potenz von bk , welche in* 

A aufgeht; ist der Quotient 1, so genügen unserer ursprünglichen 
Gleichung ganze Zahlen, ist der Quotient grösser als bk, so ist 
die Gleichung unlösbar, ist er endlich kleiner als bk , oder A 

= zb^Ai) wo A^C^k) so hat man der Gleichung zu genügen: 


jtn— 3 ( h — mk) mH — mk 

b u > 

/ 

und da jetzt bk !>- A^, so werden auf diese Gleichung wieder die 
vorigen Schlüsse angewandt. 

Demnach haben wir folgende Reihe von Gleichungen: 

b = A*bk 
A — !/\Ax 


(») 


jAl^b^Ay 


In denselben ist bkC^k) A^C^k) bpCAx u, s. w. Soll also 
unsere obige Gleichung in ganzen Zahlen auflösbar sein, so muss 
der zweite Factor auf der Rechten endlich die Einheit werden, wel~ 
ches mit b^ geschehen ist. 

Jedoch fii>lgt aus unserer Analyse noch nicht, dass die Glei- 
chungen (a) wirklich ausreichend sind, um behaupten zu dürfen, 

in 

dass die Gleichung b n z=zA in ganzen Zahlen auflösbar sei. Dass 
dies sich aber wirklich so verhalte, ersieht man aus den allgemei- 
nen Ausdrücken für m und u, die ich aus obigen Relationen auf 
auf folgende Weise herleite., 

1. Substituirt man den Werth von A in der zweiten Relation 
in die erste, und setzt der Kürze halber 


so entsteht 


fc7* *-f— 1 ~ X , , 



\ 


/ 


Digitized by Google 


«* « 


60 


2. Substituirt man deu Werth von bk uus der dritten Relation 
iu diese Gleichung, so wird, für 

A'=z 

3. Substituirt man in diese Gleichung den Werth von A^ aus 
der vierten Relation, so wird, für 

+ =v, , 

6 = 6^. 

4. Substituirt man in diese Gleichung den Werth von bn aus 
der fünften Relation, so wird, für 

^|W+ i t * l =w 1 , 

, 6 = A'l'. 


Geht man nicht von der ersten Relation aus, sondern von der zwei- 
ten, so erhält man ganz ebenso 


( 



wenn nuch und nach gesetzt wird: 

X = Vfx -f- 1 = (i\ f*v + X = v', v’at -f- fi 1 = u)\ 


Setzen wir nun die für b und A gefundenen Werthe in die Glei- 
chung L m — A n , so erhalten wir A'" l0i = A™ , also mu) l = na /, 


__ ^ f 1 1*1 f “ « 

— = — , folglich mz=zix)\ it = (jü , . 

ümgekehrt werden für m und n diese Werthe angenommen, 
so ist b m = A™', An = A oder b m = , 

folglich b m =zA n . 

Zugleich ergiebt sich, dass nur die einzigen W T erthe von m 

m 


= w’ und n = w, der Gleichung b n =z A genügen; denn da m 
und n relative Primzahlen sein sollen, so können für m und n 
nicht Vielfache von o>' und tu, angenotnmeu werden. . 

Ist A^>b, so braucht man nur A mit b zu vertauschen, und 
alle vorhergehenden Schlüsse behalten ihre Kraft. 

Nehmen wir uun Alles Vorhergehende zusammen, so. ergiebt 
sich folgendes Resultat: 

Um zu prüfen, ob die Gleichung 

/ ’ 

/ 

m 

b~ z=A, 


in welcher b^>A iu ganzen Zahlen auflösbar ist, oder nicht, di- 
vidire man mit der höchsten Potenz von A in b f mit der höchsten 


/ 
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Potenz des Quotienten £* in A, mit der höchsten Potenz des neuen 
Quotienten in bk u. s. w. 

Geht die Division einmal nicht auf, so ist obige Gleichung in 
ganzen Zahlen nicht auflösbar; kommt man aber endlich auf den 
Quotienten 1, so ist sie auflösbar, uud nachdem £, X, fi, v, w durch 
die Relationen (a) bestimmt sind, werden die Zahlen m , n durch 
folgende zwei Reihen recurrirend bestimmt: 


I AX -f- 1 = X l 
A,/i 4 - &=fl l 

= r t m 

/u, = » 



x>=x' 

A> -+- 1 = fi 
jttV “f- X : v 

i 

v 0) -f- fi' = m 


Bei dem ersten Anblick erkennt man übrigens sogleich, dass diese 
Relationen denen ganz ähnlich sind, durch welche die Partfalwer- 
the eines endlichen Kettenbruchs bestimmt werden. 

Nimmt man nämlich zu den vorhergehenden Gleichungen noch 
die fc = 1, 1 = 1, so folgt, dass 


L L tL L. 

** V Pi* »'i 


die Partialwerthe des Kettenbruchs 


n k-\-\ 

*4-1 

f* ■+"! 

v 4- I 

lü 

sind. 

Es ist feiner bekannt, dass der mittelst dieser Kette berechnete 
Bruch schon immer in den kleinsten Zahlen ausgedrückt ist. 

Verwandelt man also einen beliebigen ächten Bruch in 

einen Kettenbruch, so dass £, X , fi , v, tu die durch die Division * 

»I 

entstandenen Quotienten sind, und bestimmt den Werth A von b n 
(wo 1/ eine willkührliche positive ganze, die Kinheit übersteigende 
- Zahl), so lassen sich stets die in (a) dargestellten Gleichungen 
bilden. * 

Ich beschlösse diese Abhandlung mit ein Paar Beispielen. . 

1) Fs ist zu untersuchen, ob der Logarithmus von 243 für die 
Basis 6561 ein rationaler Bruch ist, oder nicht, und im erstereu 
Falle fordert man seinen Werth. 

Hier ist £ = 6561, A = 243. Nach den Gleichungen (a) hat 

man 

* = 1, £*==27, 

*=1. = V 

^ = 1, bfj. = 3, 

• v =2, Av= 1 ; 


t 
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folglich 

X, =l.l-t-l=2, X' r±± 1, 

s2.1*f>l = 3 ( fi‘ = 2, 

® ^ 3 . 2 -f- 2 — 8, wi ~ 5 ; 

daher 6561* = 243, und ‘=±log 243 (Basis 6561). 

2) Ist der Logarithmus von 5 für die Basis 10 ein rationaler 
Bruch oder nicht? 

Hier ist b = 10, A = 5, also 

k = 1, 4* = 2 
*= 1 , 5 = 2 .^. 

Da aber keine ganze Zahl ist, so kann log 5 (Basis 10) kein 
rationaler Bruch sein. 


X. ' 

» ' 

Heber Systeme von Linsengläsern. 

Von 

dem Herausgeber. 


$ 1 . 

In der im zweiten Theile dieser Zeitschrift abgedruckten Ab- 
handlung No. XV. habe ich eine strenge und, so viel es die Natur 
des Gegenstandes zulässt, allgemeine, namentlich auch die Dicke 
der Gläser gehörig berücksichtigende Entwickelung der Formeln 
zu gebeo versucht, durch welche, nach den älteren verdienstlichen 
Arbeiten von Cotes, Euler und Lagrange über diesen interes- 
santen Gegenstand, in neuerer Zeit von mehreren ausgezeichneten 
Mathematikern, namentlich von Piola, Möbius, Bessel, Clau- 
sen und Gauss, die Haupteigenscliaften der Systeme von Linsen- 
gläsern vorzüglich mit Hülfe der Kettenbrüche dargestellt worden 
sind. Nach weiteren Untersuchungen über diesen wichtigen Theil 
der Optik hin ich aber jetzt der Meibung, dass sich die erwähnten 
merkwürdigen Ausdrücke auf eine einfachere und elegantere Form 
bringen lassen, welche insbesondere dadurch sich vor der älteren 
Form auszeichnet, dass die Anzahl der Glieder der betreffenden 
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Kettenbrüche eine weit geringere ist als bei jener, wodurch dctiti, 
wie es mir wenigstens scheint, zugleich auch bewirkt wird, dass 
sich die allgemeinen Gesetze, denen jedes beliebige Linsensystem 
unterworfen ist, noch deutlicher und bestimmter als hei der frühe- 
ren Darstellungsweise heraussteilen» Diese neuen von mir aufge- 
fundenen Formeln werde ich daher zum Gegenstände des vorlie- 
genden, an meine frühere oben erwähnte Abhandlung insofern sich 
anschliessenden Aufsatzes machen, als ich in demselben vou den 
nämlichen Fundamentalformeln wie dort, welche natürlich jeder 
derartigen Untersuchung zur Grundlage dienen müssen, ausgehen 
werde, ohne diese Formeln jetzt von Neuem zu entwickeln. 


§• *• 

t 

Die am Ende des vorhergehenden Paragraphen erwähnten Grund- 
formeln sind, mit Beibehaltung aller in der früheren Abhandlung 
eingeführten Bezeichnungen, die Thl. II. S. 159. und Thl. 11. 
S. 162. gefundenen Formeln 58. und 68., nämlich die Gleichungen 

1 . 1 , n / 1 .. 1 ^ » D( 1 ?i — 1\ /I n— l\ 

V~Vx ^ *Hä —Ä/ 71 \p Ä/(p, R x ) 


und 


Cm aber die durch die in der ersten dieser beiden Gleichungen 
vorkommenden doppelten Zeichen herbeigefubrte Unbequemlichkeit, 
welche namentlich bei dem vorliegenden Gegenstände nicht unbe- 
trächtlich ist, zu vermeiden, ist in §. 11. der mehr erwähnten Ab- 
handlung eine Abänderung der Bezeichnung vorgenommen worden, 
über welche man das zum Verständnisse des Folgenden Nöthige 
dort selbst nachsehen muss. Dieser Abänderung der Bezeichnung 
zufolge muss man in den beiden obigen Gleichungen für 

D , A, A xi p, p x 

jenachdem man in der ersten der beiden in Rede stehenden Glei- 
chungen die oberen oder unteren Zeichen nimmt, respective 

=p/>, dbÄ,, =F p, =pp t 

oder 

-t~ A, sfc/J, -f- p, il_ p i 


setzen, wodurch, wie man leicht findet, die beiden obigen Gleichutl- 
gen die folgende ganz allgemein gültige Gestalt erhalten: 


1) 



£(L+.?Lz 1) (L + *LrJ.\ 

R ) R x ) 
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v 


und 



!-!-(* — 1)^ 


Dies sind die Formeln, von denen wir im Folgenden nnsern 
Auslauf nehmen werden. 

' i 


§. 3. 


Bezeichnen wir die Werthe, welche p x p x erhalten, wenn re- 
spective p x , p unendlich werden, respective durch f , f x ; so ist 
wegen der Gleichung 1) 



!)( Ä 

— 1)(^ +2t~) 


D n--l( 1 

# Ä, 1/ H 

^ 2LzJ(± h 

» • Ä V/, H 


n — 1\ 
R )' 

n — 1\ 
Ä. )' 


Zieht man jede dieser beiden Gleichungen von der Gleichung 1 1 ) 
ab, so erhält man die beiden folgenden Gleichungen: 


1 + JL--L 

V Vx . f 


Jf(}_ 1 n — 1 1 n—1 J n — 1 J_\ 

n\p'p x R x * p R * p x R t f) 9 


J — 1_ L 

p Pi fi 
D ( 1 1 . n — 1 1 


D( 1 1 , n — 1 1 n *- 1 1 n — 1 l\ 

~ n\p' p t + R t - * p + R -p t R -fj 


oder 


D_ J_ JL * 

n ’ p ' pt , 

,, » — 1 1 . „ » — 1 Z>,1 „ » — 1 1 

— <* Ä, • »> + ' 1 R • n’p i ( 1— Ä, • «V’ 

JL 2. 

» ' V ' P, 

= <1 . ")i- + (1 . £)JL _ (1 . D 1 • 

v Zc, n J p ^ v Zc re 'p, . * Ä 
Nun ist aber nach 3), wie man leicht findet: 

/ Z, — 11 W/ Ä 
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also 


uod folglich 



• 

/ 

ft 



• 

71 


1 \ f 1 

1 

1 

n 

? n 

V 

(/# — 

■x 

‘Hä, * 

■ / 

Ä • 

f) 

! 

- 



1 

] 



« 1 



Ä, 

Ä 


1 

Ä 

71 

1 

1 

1 

1 

* /’ 




•/ 

Ä 

• / 

• 




1 

J 



n — 1 



Ä, 

Ä 


1 


71 

~ 1 , 

1 

1 

1 




V Ä ‘ 

*/ 

Ä 

'ft 



Führt man diese Ausdrücke in einen jeden der beiden obigen Aus- 
drücke von 

IL Jl L 

n * V ’ Pi 

ein, so erhält uiau die Gleichung 

= (jr, - n ) (7 • k + k • i ~ 7 /:)’ 

aus welcher sich ferner ohne Schwierigkeit die folgenden Formeln 
ergeben: 

_ («- vj-K-jt-) v 

(7 ~r)k +i (,< _ 1 1 (tc ~ w)r> 

<■-’>(*-& ( 7 -*# 


5 ) 


oder 


6 ). 


Theil VI. 


/ ♦. 

(7 ~r)v, (j- - ir)?: 
(7 zj)l +(”- 1 )(l-ir )7 


Pt = 


\ 
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oder auch 


1 V = 


7 ) 


P . = 


^ (7 -/;)/' +(»- | )(j-yT K. 

(* — ^ ("ft ~ Ä[) ~f 1 ) 

(7 ~Pf+ ~ 1 > Gl ~ £> . 

woraus man ferner ohne Schwierigkeit 

„ _f -- 7 ~X + ( " ~ 1} (t ~ Tr ) f f . 

(** — 1) (~ß — j^) (p —f) 

also 


1 p -/ 


8 ) 


9) 0* -/)&»,-/.)= |1 + 

' ^ 

erhält 

Weil nun nach 3) 


J l_ 

f /, 


!) (a ä.) 


n Vf* 


n — \ 71 — 1 D 1 1\ 

1 ___ ^ ‘ Rj- 

f . , w — 1 D 


— 1 D 
li M * rc 


ft-I * — 1 # , 1 . 1 N 

J_ ___ /£ */£,*?? K/t ^ /f, J 

/l t »-T 1 *> 

K n 


ist, so ist, wie man leicht findet: 


J- — i. 

/ ./, 


A,) 


A, * » 


I 
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also 


1*4- 


J _J_ 

/ /, 


, i » / 1 '1 \ ,1 n—l ßx n n — 1 D v 

(* 1 V /T irj (1 - • -5-^1 - -Jj- • -) 

« 

und folglich 


10) 1 1 -4- 


2. — I 

/ / 


^(ä ä.) 


»— 1 « — 1 D t 1 . 1 'S » ’ 

A * R x ' n Rj 

so dass also nach 9) auch 

») (p-f)(p>-f ,) 

I 

4 

1^ 

n — 1 n — 1 D 


oder 


-1 n — l D ( .V 1 , n 

R ’/£,'» 1J (.Ä " + " Rj 


12) (P -/)(?.-/.) 

« — 1 n — 1 i> , 1 . 1 -\|-4 

R ’ R, - n 'Kä 


ist. 


§. 4. 


Nach 2) ist 


SL = 

7i 


1 + (•-*)•&• 


!•+■(» — 1) 


Pi 

Ä. 


also 


Vi 


1 -4- (» — 1) *4- (« — 1)^^ 

X + (» - 1)^; + (» - l) 5 ^’ 


Mittelst der im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Formeln 
ergiebt sich aber ohne Schwierigkeit 

. 5 * 
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l -M» -l)^ = 


R 


ä+ä, 

71 




R\ 


R-\-R l — ~ -D 


n 


und folglich, wenn der Kürze wegen 


13) K= 


Ä + Ä.-2 — -D 

71 


gesetzt wird: 


KR + (n- V)V-f£ 

14) i = * 

7i vi> . (~~ » \ P 1 f \ 




Ä. 


Nach 11) ist nun 

(p—f)& i— /.)= 


ää, 


(»-UOR + Ä.-^—iß) 


d. i. nach 13) 


und folglich 


15) (/>-/)(/>,-/, ) = (f^)’ 


^ •'* — (n-l)Mp-/)' 


Führt man diesen Ausdruck von — f x in die Gleichung 14) ein, 
und hebt auf, was sich aufheben lässt, so erhält man 

q_ {n — \){p—f) 

q x — KRR X 


Verbindet man nun aber hiermit die Gleichung 15), so erhält man 
für die beiden folgenden Ausdrücke: 

9_ (» — l)fp— f) KRR X 

• ' 7. "* KRR X ~ - 1) ( Pl -/,)* 


Die Grösse 




KRR X __ 

7t — 1 


RR X 


-D) 


l 
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, . * 

hängt nur von der Grösse n , den beiden Halbmessern des Glases 
und der Dicke desselben ab, und soll im Folgenden, weil sie für 
jedes Glas offenbar cbarakteristiscb ist, der Modulus 0 ) desselben 
genannt und durch M bezeichnet werden, so dass also nach dem 
Vorhergehenden 

RR, 


17) M= 


- l D) 


n 


und 


so wie 


18) ip-f)ip x 


I Ql V_zz£ M 

} 9l — M 


also auch, wie hieraus leicht folgt: * 

20 ) uy = jL=f 

, • Px—fi 


ist 


Den Modulus kann man auch auf folgende Art ausdrücken: 

1 


21) M — 


( *\( 1 . 1 ^ n—\ n — 1 U 

( ’Kä ~y RJ H • X, ■ n 


oder 


22) + 


D 


Eliminirt man die Grösse ~ mittelst der aus dem vorhergehenden 
Paragraphen bekannten Formel 


D_ 

7h 

so erhält man 


1 1 


/ /. 


(”'~ 1 )(ä 1 * / R */,, 


) 




ft 

jri 

R, * f 


R , 

f> 

JL ä± 

R */, 


*) Dieser von mir hier eingefübrte Begriff des Modulus einer Linse scheint 
mir für die ganze optische Theorie nicht unwichtig zu sein. 
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RR, R/,-R/ 

» — 1 " Ry i — R|’/ 


X ' 


Auch crgiebt sich aus 0) und 18) für das Quadrat des Modulus un- 
mittelbar der folgende Ausdruck: 


25) Af* = 1 + 




Will man bei der Berechnung des Modulus bloss /?, f, f t als be- 
kannte Grössen ansehen, so muss man aus diesen Grössen die Halb- 
messer R und R t berechnen, was auf folgende Art, freilich nur 
mit Hülfe einer quadratischen Gleichung, geschehen kann. 

Nach dem Obigen ist 


1 L 1 ) 

f R V/’ 


R, • / R V. J 


also 


7-/H 1 - + £ ) 7“<7 

Bestimmt man aus der ersten dieser beiden Gleichungen die Grösse 

D n — 1 
n 


aus der zweiten die Grösse 


1 

R 




RS 


und führt die erhaltenen Ausdrücke in die zweite der Gleichungen 
3) ein, so erhält man nach einigen leichten Heductionen die Glei- 
chung: 


( >). £.*=1 

\ n , R s \ n f / n R 

±_l_ ,D_ 

_ / f\~*~ 71 ff\ 

— JL 

/. 


und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung ergiebt sich 
ohne Schwierigkeit: 


D 7i — 1 
n * R 





Bestimmt man nun mittelst dieses Ausdrucks von 

i 
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« 

♦ 

Iß. n— 1 

n ' R . ' 

und der ersten der beiden Gleichungen , von denen wir oben aus- 
gegangen sind, auch die Grösse ■ 

D n — 1 
« * Ä, ; 

so erhält man zur Bestimmung der Halbmesser H und Jt l über- 
haupt die beiden folgenden Ausdrücke, in denen die obern und un- 
tern Zeichen sich auf einander beziehen: 


26) i 


D n— 1 
n * R 

D n — 1 
~n * ~R7 






n f K 


• S. iii 


V 

1/ 


1+^1, 


i+^r. 


oder, wenn wir der Kürze wegen 


setzen, die beiden Ausdrücke: 


oder 


oder 






n— 1 



9fi\ 1 — ” / — ft JL ” fi—P. 

} R n — 1 * fD ’ » — 1 * » 


29) A = (l — — )/— , A, = (1 

J v n'f—ft’ 1 v n 'f x —p 


Auch erhellet aus der vorhergehenden Entwickelung, dass bei je- 
dem Linsenglase 


oder 


I * *n 7 ffi — a 
1 > °» 




z(— ) 3 

4l ^ 1 



i(f )>>-//. . 

sein muss. 

ln dem Folgenden werden wir nun immer den Modulus eines 
jeden in einem Systeme von Linsengläsern vorkommenden Glases 
als bekannt annehmen, wozu wir berechtigt sind, da derselbe mit- 
telst der im Vorhergehenden entwickelten Formeln jederzeit ohne 
Schwierigkeit berechnet werden kann. 


/ 
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# « 

% 

*. 5. 

Indem wir jetzt zu der Betrachtung eines durch ein System 
von Linsengläsern von der gewöhnlichen bekannten Beschaffenbeit 

S ehenden Strahls übergehen, fuhren wir zuvörderst die folgenden 
ezeichnungen ein. 

Die Anzahl der das System bildenden Gläser sei i , und die im 
Vorhergehenden durch p, q\ p x , q t ; f,f t bezeichneten Grössen 
sollen für die einzelnen Gläser des Systems vom lsten bis zum iten 
jetzt durch 

/'<», yd); ^,(1), y,0>} /<»,/,«>! 
pW, yd); p,rn, y,«> ;/(»,/,<»; 

,)(*), yd); pfi\ y, (»; /(•), /,<»); 

u. s. w. 

pio, yO); p ,(.■>, y, (■);/).),/,« 

bezeichnet werden. Die Moduli der einzelnen Gläser nach der Reihe 
vom lsten bis zum iten mögen 

• m), a#( 2), .... üfto 

sein, und die sämmtlich als positiv betrachteten Entfernungen der 
einzelnen Gläser von einander, welche von der hinteren Fläche 
eines jeden Glases bis zu der vordem Fläche des nächst folgenden 
Glases gerechnet werden, wollen wir nach der Reihe durch 

Ei i), Ei 2), Ei 3), Ei*), .... Ei*—*) * 

bezeichnen, wo wir dann die folgenden ganz allgemein gültigen 
Gleichungen haben 0 ): 


t p j (l) -f- pi~) = — Ei*) , 

Pi (2) + P (i) — — Em , 
p , (3) ;;(4) — — jET»), 

u. s. w. 

/> , 0-1) -f- ;,0) = — Ei'—l\ 

* / 

Nach 18) ist nun überhaupt 

(pW — /»)j(^ l W-/ 1 C*)) = 3 (ÄC«)* > 
und nach 30) haben wir die Gleichung 

p ,(*-1) -f- p(*) — — £U-D, 
aus der sich leicht die Gleichung 
. piV — /(*) = — Ei*- 1) — /, (*-U — fit) — (;>,(*-!) — fS k ~ l ))y 

*) Man vergl. Thl. 11. S. 178. 
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t 

oder, wenn wir der Kürze wegen 

A’(*-i) = El*- D -f- /, (*-« -+- /(*> 
setzen, die Gleichung # ' , 

/>(*) _/(*) = _ A(^-D - t (*-i) -/, (*-«) 

ergiebt. Daher haben wir nach dem Obigen die Gleichung 

(MW) 2 

31) p x W — w = — ^ (p i( 4-l) —f x (k-l))' 

aus welcher sich ferner leicht die Gleichung 

32) ;>,(*-» -/,<*-» = - Mk-U - pi w ^ ( 7) 

ergiebt. 

Setzen wir jetzt analog mit dem Vorhergehenden 

A ? 0) — Ern + /,(» -+-/(«, 

A’M = EU) -+- /*,(« +/(», 

33) {AW — EU) .+. /,(•)-*-/(«, 
u. s. w. 

A’ (■-!)= £t-l) +/. «-» +/W ; 

wo die Grössen 

, A'O), A'ö), A'M, A'H), .... A’('-i) 

* 

natürlich eben so wie die Moduli der einzelnen Gläser als gegebene 
Grössen zu betrachten sind; so habeu wir nach 31) und 18) die 
folgenden Gleichungen: 

(MO)* 

Vx U) — /. (|J — - — (^(*-1) —fji-uy - 

mX * (ü/d'-D) 2 

1} — “ NO-V -f- (p,!*-*) — 

^» (,-2) “/» ( * 2 — “ JVd-3) -f- Qöjd-J) —/,(<-*))’ . 

» 

u. s. w. 

,.® -/.» = ^s. 

and nach 18) und 32) haben wir auf ähnliche Weise die folgenden 
Gleichungen: 
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pW _ f\\) = 


(ifd))» 

^|(l) _/,(!)’ 


r. m -fy w =- xw -^^^v 
/»,«> -/,(» — _ a-w _ -JÄ 




p (3) f (3) A7(3) - — 

u. s. w. 

, 1 m^ /i (m I= _ ^m) - p7 ^2!_, 

j. 

Aus diesen beiden Systemen von Gleichungen ergeben sich aber 
unmittelbar die beiden folgenden Kettenbrüche: 

34) 

/w^laeac 

i 


und 

35) = 


A0> — 


(A/(2)) ! 


A(2) — 


(A/C3J)* 
AW — 


•__(P)P 

/VOJ-J. 


(MOy 


pd) —/•(!) 


Auch ist 


34-) /, (0-^(0 = 


(Moy 


Ad— U — 


(M*-D) 5 


(M«-i)y 


AO-U-f 


(MO)* 


Pl w-f k or 


• iV(i-2) _ (^T"**)* 

Ad— *) — 




* (iüfC2))* • 


A(1) 


(Ml))* 


I 
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V 


und 


35 •) /(D— p(D = 



iV(*-l) — 


f t (0 *- Px w 


(MO)* 


Jeder dieser beiden Kettenbrüche besteht aus #, d. h. gerade aus 
eben so vielen Gliedern, als das System Linsen enthält. Zur Ent* 
Wickelung derselben ist nur die Berechnung der Moduli 


bezeichneten, von den Entfernungen der einzelnen Linsen von ein« 
ander abhängenden Grössen erforderlich, welche, wie wir aus dem 
Vorhergehenden wissen, keiner Schwierigkeit unterliegt. 

Bezeichnen wir bei unserem aus i Linsen bestehenden Systeme 
die Werthe, welche die Grössen />,W, pW erhalten, wenn respective 
pW, /*,00 unendlich werden, respective durch JF l (0 , /XO • S o ist 
nach 34) und 35) offenbar 


MW, Mi 2 ), MW, MW 



der einzelnen Linsen, und der oben durch 


MW, MW, A’O), MW 


y • • • • 


Wi-\) 



* (M 2))* 

iV(D 


und 



M«-D)* 
2V«-i) * 


wo jeder Kettenbruch nur aus • — 1 Gliedern besteht. 
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§. o. . , • 

Für eia Glas ist ollen bar 

t 

f(»=jra>, /,<o— / 71 ) 

> 

und daher nach 18) 

38) (/>(») — FO)) (p j'U) — F,(i)>= (AfO))>. 

Für ein aus zwei Gläsern bestehendes System ist nach dem vorher- 
' gehenden Paragraphen 




^ m (M®)) 2 (Mi i))* 

V i (2) — /i (2) = (M1))3 , pW 


Ni D + 


p(D — /( i) 




(Mwy 




und 


*7 ä> -/l» = — i f ’®> -/<» = - 


__ (AfO))* 

NW > J w — iVO) • 

Aus der ersten, dritten und vierten Gleichung folgt: 

F t (2> -/,(» 


"» y 1 y — (AfO))* — 

AXD+ 1 } 


1 


(AIC1)) ! 


p(D —/(l) * NW * ;>(1) _/(i) 

_ * W--/,C P (F,(2) — /|C2))'(pC0 —/(])) 

^(2) _ /(i) p(i> _ ^2) ; 

7>CD — /(1> 

I 

I 

und eben so ergiebt sich aus der zweiten, dritten und vierten 
Gleichung: 


„(l) _/(!) = - /ü)) - 

* 7 NW + ~ 1 ^ <"»>* 


/X2) — /(l) 


/>C*) iV(D '^ 1 (2 )_/ i (2) 

__ FW —/CD _ (F(2) —/CD) (p , (2) - /*, (2)) 

1 — ^ (2) — / i (2) . ~P\W — F x (2) * 

PxW-fxW 

t • / 

Also hat mun jetzt die beiden folgenden Gleichungen: 

, m ( (F, O) -/,«) (pd> _/0)) — (pd) _ F < ») (/» , ® «), 

I (P.® - /’,«)) (p<» _/(!>) = (JPO) -/(!)) (p.O) —/,(*)); 

\ 

aus denen sich durch Division 



\ 
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F,W — /,( 2 ) pd) — FM 

Pl (2) — F 1 ( 2 ) FW — /<*> 


oder 


40) (;/i) — F®>) (/> . ( 2 ) — F, «) = (/*') — F®) (/. ( 2 ) — ^,( 2 ) ) 

ergiebt. ' Weil nun aber nach dem Obigen offenbar 
ist, so ist auch 

\ 41) (pW - FV>) (p,m - F,W) = j J \ . 

. , i 

Aus 38) und 41) siebt man, dass für ein Glas das Product 
.. 0»(D — ^ 0 )) o»,o> — 


für ein System von zwei Gläsern das ganz ähnliche Product 

(»tu — FW) ( Pl m — F,w) 

* \ 

einem constauten Quadrate gleich ist, und es fragt sich nun, ob 
dieser allerdings sehr merkwürdige Satz allgemein für jedes belie- 
bige Linsensystein als gültig betrachtet werden kann. 

Um hierüber zu einer bestimmten Entscheidung zu gelangen, 
wollen wir den Satz für ein System von i — 1 Gläsern als gültig 
annehmen, und untersuchen, ob derselbe dann auch immer für ein 
System von i Gläsern gültig sein muss. Denken wir uns nun einen 
Strahl durch alle i Gläser hindurch gehend, so ist nach der Vor- 
aussetzung, wenn D eine gewisse constante Grösse bezeichnet: 

•42) ( ;> (i) — FV-D) {j, x O-l) — /y;-D) = (ffC«-l))*, 

und für das letzte tte Glas ist uacb 18) 

43) (/>( 30 -/CO) (p . CO -/.CO) = ( 4 /CO)*, 

oder, weil nach 30) 

• , * 

piO — F(* — i) — p . 0 — i) 

ist: 




44) (FC*— l) -f- x C* — V) - 4 - /C 0 ) (p t iß — / t C0) = — (4/ C0)*. 

Lässt man jetzt /?,C0 unendlich werden, so geht -pOb in FCO und 
*>C0 in /C0, also, weil nach 30) 

p . C* — l) — — — EU— 0 — pCO 

ist, p x C*-D in — FC*— 1 ) — /C 0 überrund aus der Gleichung 42) er- 
hält man daher, weil die 'Grösse $C*— D constant ist, die Gleichung: 

45) (FCO — FO-D) (FC*— i) F, <M) -+-/C0) — _ (ftC«-l))*; 


\ 
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Lässt man aber pH) unendlich werden, so gehen offenbar p x 0 — 0 
und p t (. 0 in JF’jO— i) und ^*,(0 Uber, nnd aus der Gleichung 44 ) 
erhält man daher, weil die Grösse A /(0 constant ist, die Gleichung: 

• . / 

46) ■ (jEO-U -+- JF.6-0 -+-/W) (/yo — /,») = — (jtf CO)*. 

✓ 

Aus den Gleichungen 42) und 45) erhält man: 




/xo=/v-u — 




£0-1) - 4 « 0-1) +. /(O ’ 

und aus den Gleichungen 44) und 46) ergiebt sich: 

!!™£. 

P 1 — ^ £0—1) _4_ p,0-l) -4- /(0 » 

jp fn — f (o 

£(.-l) + /\0-l) 4- /(»)• 

Also ist, wie man durch Subtraction leicht findet: 

ä 

(D rv,) g0— 1) -f- p x 0—1) -4-/(0 , ©ft— 1)\» 

, » • 

/A , c^— l) — £,0-l) / i/rn, 

— (£(‘-D -+- />,0“D - 4 - /(0) (£0-1) - 4 - -P, 0 — 1 ) - 4 -/( 0 ) ) 

I 

/ 

woraus sich durch Muitiplication auf der Stelle 

47) om - /TO) 0*,« - >,«) = { i ’’ 
oder, weil nach 35) 



£0-D -4-/(0 — A’O-i) — /0-D 



(^(i) _ /TO) (^,(0 — £,(0) = 


ÄO-DMO 

iVO— l) - 4 - F x 0— l) — /,(#-!) 


s 


ergiebt. 

, Hieraus siebt man, dass der Satz, von welchem oben die Rede 
gewesen ist, für ein aus i Linsen bestehendes System gilt, wenn 
er für ein aus i — 1 Linsen bestehendes System gilt, und daher 
allgemein gültig ist, weil er oben für eine Linse und ein aus zwei 
Linsen bestehendes System schon als richtig erkannt worden ist. 

Zugleich hat sich bei der vorhergehenden Betrachtung, wenn 
allgemein 

49) (j,(i) — /V>) (^(0 _ Ä (fl(0)* 


r 
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gesetzt wird, die bemerkenswerthc Relation 

r 

... Ä(- 1 W (0 ' _J_ ÄO-DMO 

duj — mt-n + Ffi-n — 

i 

ergeben, mit deren Hülfe wir nun einen independenten Ausdruck 
der Grösse $CO aufzufinden versuchen wollen. 

Bei dieser Untersuchung wollen wir 

* , V # * 

% 

51 ) jufö (A/CO ) 2 


und zugleich 


52) 3 (Q) 

SRC 0 ) 


1 

o» m~) 


N CD 

T~ 


(A/C2))* 

JVO) 


setzen, d. li. Zäblrr nnd Nenner des dem Kettenbruche auf der 
reebten Seite des Gleichheitszeichens der Gleichung 51) gleichen 
gemeinen Bruchs durch 3^ und 5 RC 0 bezeichnen, und 

• * 

K 

3(0) = 1, 9^(0) =0; 3C1) r=s A’O), $RC» = 1 

0 

setzen. 

Weil wegen der Gleichung 51) offenbar 

* 

JVC0.SC<-1)- (MO)». SRC.-1) 
SJCO — — > • 3(.'-u ~ gö=I) 

✓ ' * 
ist, so haben wir die beiden folgenden Relationen: 

i . . * 

. * * » 

1 3(0 = A’co . 30 -D _ (M<ny . srjC'-n, 

' i 32(0 = 30 -» j. 

S 

welche wegen der Gleichungen 52) offenbar auch noch für *=1 und 
# = 2 gelten. 

Weil nun nach 38) und 41) offenbar 


£(!)== A/ 0 ), — 


A/CDA/C«) 

AU) 


ist, so ist nach 52) 


ft(D — 

R — ge«) > } — geil * 


Weil nach 36) 


Digitized by Google 


I 


80 


" 2V0-*) — 


• _ (Afft)» 
MD ’ 


d. i. nach 51) 

• vV(*'— i) + F , <-» - /, (-» = 

ist, so ist nach 50) 

_ Ä0-1)*(*-1WC0 
K T p=ij » 

und folglich, weil nach der zweiten der* Relationen 53) 


ist : 


Also ist 


\ 


w-D = 3 (, ~ 2) 


__ ÄO-i)B(*- 2 )Arco 

~ g(*-i) * 


.«(i) = 


MD 

IW’ 


^ £(1)3(0) Af(2) M 1)M2) 

K — §0) — 30) ’ 


_ ÄCDgOWÖ) MW MW MW 

K g(2) — g(2> » 

Qf .x Ä0)3(2)A/W) MW MW MW MW 

* w — — 3d) — “ gö) ’ 

^ _ Ä(4)3(*)MD _ MWMWMWMWMW 
R 3^ ~~ “ Sp 


u. s. w. 


\ 


und folglich allgemein 


54) 



MWMWMWMW .... Mi 0 

p=ö 


oder wegen der zweiten der Gleichungen 53): 





MWMWMWMU ) . ... MO 
9t(0 




t 
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Nach 49) ist also 

56 ) (pW — FCO) ( Pl W - F, ( 0 ) = 
oder 

57) (^0) — FCO) (p x CO - F, CO) = 


i mvMWMwm *) .... mo 


| MDM 2 )MJ)MO .... MO 
( 9t« 


t 


3 


3 


Die Grössen 3 C*” 1 * und 9fC0 können nach den aus der Theorie der 
Kettenbrüche bekannten Regeln immer leicht berechnet werden. 


Nach 19) hat man die folgenden Gleichungen: 

• \* 

9(1) pW—fW MD 

: Vl w — üfc«) — -/,(!)’ ' 

9(2) pw— ftt) m 2) 

9i(2) m 2 ) ~~ v , (2) —f x ( 2 r 

9C*) pW —/CD M 3 ) 

* 9 ,( 3 ) MW — Pl W -/,(!)’ 

U. 8. W. 

, % 

* y(0 _ p ( 0 -/(0 _ MO 

9 ,( 0 "” MO ’”>, 0 )-/,( 0 ; 

aus denen sich, weil offenbar • 

9, CD = 9(2) , ^,(2) = 9O) ? q x Cl) = qW , 9, 0—1) = 9(0 

ist, durch Multiplication auf der Stelle die beiden Gleichungen 



und 


\ 


?u) _ ( P m -/(») (p&> -/&» (/>(» -/(») .... (pCO —/(.)) 
y,M — .... J W0).«O)/W(») I WH) .... ATM 


i 



y(l) ,V(0,V(2).W(3),»/(iJ ,vw 

7,(0 — (p, 0 )- /.CD) <*,<»— /,«*>) tp, «-/,«) .... (p,( 0 —/,(<)) 


ergeben, woraus dann ferner auch 

*» / »m \*_ (pm -fmupm -/(») g»<« -/(>)) .... ( P co -/«) 

' W,('V _ (P,0) -/,(») (?,'(*) -/,<*))(?,(») (p^O-Z.f.) 

folgt. 

TbeQ VI. 6 
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Wenn man nun einige der Grössen 
(p.ci) _/,(«) Or.w -/,<»), 

, [p (» _ /, (i) ) (p (fl _ /, (S) ) o , (fl _ /, (fl ) 0» , w -/,<«), 

( u. s. w. 

% 

J » t 

vom Anfänge an mit Hülfe der Gleichungen 18) und 36) entwickelt 
und durch //O) — /TO ausdrückt, wobei man am Leichtesten rechnet, 
wenn man jedes dieser Producte für sich, unabhängig von den vor- 
hergehenden, und mit der Multiplication der einzelnen Factoren in 
einander von Hinten anfangend, entwickelt; so bemerkt man sehr 
bald das allgemeine Gesetz^ dass sich das Product 

&»,<» -/,<•>) G».® 0».® - A«). . . . (/»,» -/.«) 

' » \ 

durch einen Ausdruck von der Form 

, , 4 . t (Mi)M2)M3)MO....MO)* 

( “ * fif(0 + /if(0 0t»CO —/(!)) ’ 

wo fiTO und J5TW zwei bloss von 

, ' ' 

Jf(0, A/C2), .... A/(*-D; A’(0, A(2), .... j|K*-n 

t 4 

abhängende Grössen bezeichnen, darstellen lässt. 

Um die allgemeine Richtigkeit dieses durch fnduction gefunde- 
nen Gesetzes zu prüfen, wollen wir untersuchen, ob dasselbe unter 
der Voraussetzung, dass cs bis i — 1 gültig sei, auch immer bis i 
gelten müsse. Der Annahme zufolge ist also 

• / 

(P.w -A ™ ) (*.« -/i«) . . . . W'" 2) -/.*-«) 

/ , w _„ (A/(1)M2)itf(3) .... il/0-2))* 

— l 1 i* * £(*- 2 ) 4 - //o-so (pCO —/(D) 

und 

, ... ' > 

-/,«) -/,< 2 >) (*» -/,») .... (?>-*> -/,<*-») , 

4 n , (MDM2)M3) .... Ü/O-D) 2 

— 1 * £(«-0 +//0-1) (p(D —/TD)’ 

folglich, wie sich hieraus durch Division ergiebt: 


0 — /;(«-0 = — (üfC#-Oj* . 


^(*-*-2) + hcmo ( pH ) — /cd) 
610-1) + //(*— 0(^(0 — /CD)* 


Nun ist aber nach 31) 


#>.«-/. (0 = 


(MO)* 

vVO-l) + (/^(«-U — /O-l))’ 
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und folglich mittelst des Vorhergehenden nach gehöriger Substitu- 
tion, wenn wir der Kürze wegen 

j 0(0=: 00-DM^-O — 6K^(ü/(*'- «)», 

61 ) i mo = jua- djv(*-d — m(*-*)(a#o'-d)* 

setzen : 


pJÖ-f, CO = -(MO)» 


00-D -t-M*-D(p(D —/CD) 
0(O-*,MCO(p(D-/CD) * 


Also ist nach dem Obigen, wie man durch Mnltiplication dieser 
Gleichung mit der zweiten der beiden Gleichungen, von denen wir 
ausgegangen sind, sogleich findet:' 


62) foCD -/,(!)) (p x W -/,»)) 0»,« -/, W) .... 0»,« -/,W) 

(AfCDJÜfCD MD MO .... MO)* 




<?w+Ä(0(pa)-/(D) 


uod die Allgemeinheit des bemerkten Gesetzes ist folglich hierdurch 
offenbar bewiesen. Zugleich haben wir die in den Gleichungen 61) 
ausgesprochenen Gesetze der Abhängigkeit der Grössen 

t , 

• 0(D, 0(2), 0( *), GW, .... GW 


und 


MD, Zf(2), //CO, M(D, .V.-. MOD 

, / " , •* r • i o 

1 • i • 1 * » . * _ \ * * 

* , * / 

von einander entdeckt. 

Aus den Gleichungen 59) and 62) ergiebt sich nun aber so- 
gleich 


63) 


JZ« , , gC0-hMC0(pCD-/(D) 

CO 1“" * AfCDAfC2)M*)A/CD .... MO* 


* - - * 1 
* # * * 

Nach dem Vorhergehenden ist, wie mau leicht findet: 
0(0=30, 

000 = (AfO))», v 

0(0 ss 0C2) A 7 (2) — 0(D(M(2))% 

: 0(D = 0ca) jwü — 0 ( 2 ) (j/cij)* , 
0(D=0(DjV('O— 0CD(M(O)*, * 


6 * 


/ 


84 

Ät') = l, 

* » * 

HW = SW, 

hw = HWtfm — Hm {Mwy , 
Hm = jyc*)M*> — Ar» (üf (*))*, 
äc » = atwaw — HW(Mwy, 

u. s. w. 

Setzt man nun überhaupt 


64) 


8,04-1) {MW)* 




NW- 


"(ilf(2)) 3 


iV(2). 


{MW)* 

'NW— 


' (MO) 2 

. ' MO 

und ausserdem zugleich 

65) 3,0) = 0, 91,0) = 1; 

* 4 . , »1 4 

so ist nach einem allgemein bekannten Satze von den Kettenbrü- 
cken : ^ . * 

3,0) =0, 

3,o) = (9/o))*, - 

3 , ts) = 3, (2> A'f*) — 3,co 

. 3.«=3 ,W-3,®(«, 

3 , (» = 3 , (fl iV(fl — 3 , (» (.»(fl) *, 


und 



u, 8. w. 

9 < 4 

31,0) = 1, 

9l,co = ^(0, 

SR,«) = 91,0) mt — 3» ,o)(iif W)>, 
91, W =91,0) JVC») — 9?, 0> (»(*))*, 
9J,® = 9?, (fliVW - 9l,0)(»(fl)*, 

U. B. W. 


Vergleicht man dies mit dem Vorhergehenden, so ergiebt sich auf 
der Stelle 

0(0 = 3,«, Ä(0 = 91,(0; 
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85 




«> ^6=c-iy-. 


if(i)M2)i#(3W(4) .... jtf CO 


mittelst welcher Formel sich das Verhältnis berechnen und 

anch beurtheilen lässt, ob ^0) und y,(0 gleiche oder ungleiche Vor* 
Zeichen haben. 


§. 8 . 

Nach 42) und 45), und nach 43) und 46) haben wir die beiden 
folgenden Gleichungen: 

(/KD — F0-«) (p t (^l) — F, C^D) 

— — (FCO — FO~D) (FO-D -j- F/'-D ~h /CO) 

und 

(P® — /W) (p i to — f t tO) 

= - (F,M — /,«) (£(.-1) -+- ^(.-1) -+- /CO), 

oder die beiden Proportionen: 

/?(D — F*-D : — (FO-D -H F, C*-D /CO) 

= FM — /V-0 j^O-D — F t 0— D 

und ' 

/> CO — f t i 0 : — (FO-D -f- FjO'-D -f- /CO) 

= J F 1 (0— /COt^CO— /(0; • 

aus denen sich nach einem bekannten Satze von den Proportionen 
die beiden folgenden Proportionen ergeben: 

pCD — jx*-i) ; — (FO-D -4- F x 0-0 H-/C0) 

=r p( 0 — FCO ; — (FC«-D p x 0-D -4- /CO) 

und ✓ 

— / CO : - (FO-D -f- F t <M> +/C0) 

= , (0 — F x CO : — ( FC*- 1) -4- />C0 -4- F, C*-D). 

• # 

Weil nun aber nach 30) 

* 

. JESi-X) _4_ ^ t (r-l) — — ;;C0, FC*- 1) ~\-pMz=z — p x 0-D 

> 

ist, so werden die beiden vorhergehenden Proportionen: 
pW — /V- 1) * _ (FC*— i) -4- F x 0-0 -+-/C0) = ^0) — FCO: pM — /CO, 
i (0 — f t CO ; — (FO-D -+* F, 0-1) -4-/C0)=;> , CO-F, CO :p , 0-D-F, 0-D ; 

und führen durch Division zu der Proportion 
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// 0 ) = 1 , 

* * 

HW = SW, 

HW = HWSW — HW{MW)\ 
HW = //(OMO — HW [M (*))*, 
MO = M4)M4) — //(0(M4))*, 

U. 8. W. 


Setzt man nun überhaupt 


64) 


3 , 0 -M) 


(Mi )) 3 
MO- 


(MO ) 3 
MO- 


( M 3)) 1 

'MO— 


• _ (MO)* 

. ' MO 

und ausserdem zugleich 

65) 3,0) = 0, 9t,C0'=l s 

so ist nach einem allgemein bekannten Satze von den Kettenbrä- 
chen: ^ * 

3i (1) =o, 

3,(0 = (MO)’, . . - 

3 , (o = 3 , (2) aw — 3 , (o (MW ) * , 

3 1 co = 3i(om(o-3 1 C2)(mo)’, 

3 , (« = 3 ,(4) hw - 3 , o) (MO)*, 

U. 8. w. 
und 

9^,(0 = 1, ' 

9t,(0 = MO, 

91,(0 = 31,(2)^) - 9t x <0(M0)*, 

W X W = 31,»^) ^5»^)(M(0)*, 

9t,(0 = 9?, (4)M(4) — 91,(0 (MO)*, 

U. 8. W. 

Vergleicht man dies mit dem Vorhergehenden, so ergiebt sich aaf 
der Stelle 


#(o = 3,(o, //(o = 9?,(o ; 


\ 
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also nach 63) 

4 

66 ) 


t • 


Vi W 1 J 


* AfO)ilf(*)M3)M4) . . . . üf G) * 


mittelst welcher Formel sich das Verhältnis 


y(U 


berechnen und 


auch beurtheilen lässt, ob ^CO und ^,(0 gleiche oder ungleiche Vor* 
Zeichen haben. 

% 

§■ 8 . 

Nach 42) und 45), und nach 43) und 46) haben wir die beiden 

folgenden Gleichungen: 

• ' 1 * 

(pW _ /V-D) (/^O-i) — 

— — (FCO — £0-1)) (£0-1) + F, O-D 4 - fi 0) 

und 

• ( P u-fi tyfott-/.») • 

= - (F,M — /, CO) (£*<-» -h (HO -+-/M), 

% 

oder die beiden Proportionen: 

— * X < 

pW — /V-D J — (£0-1) 4 - £, O-i) 4 - fi 0) 

= FCO — £0-0 ; v X 0-1) _ F t O-D 

und ' 

Pi ü) — fx t 0 . _ (W-i) + F, O-D 4-/«) 
== jP l (0_/ I «: f ,(0~/(0; ■ 

aus denen sich nach einem bekannten Satze von den Proportionen 
die beiden folgenden Proportionen ergeben: 

pCD _ FV~ 1 ) : — (£ 0 - 1 ) 4 - F x O-D 4-/(0) 

— ^(D — £(0 ; — ( £0-D 4 - p , O-i) 4 - /CO) 

und / 

/?,C0 — /, CO : — ( JEO-D 4 - F x O-D 4-/«) 

= ^,C0 — JF\C0: — ( £0-1) 4 - pCO 4- Fx 0~«). 

Weil nun aber nach 30) 

£ 0 — 1 ) 4 - p j 0 — D nr — ^;C 0 , £ 0 — 1 ) 4 - ^(0 zzz — p x 0 — D 

f 

ist, so werden die beiden vorhergehenden Proportionen: 

pCD — jPW^W— /(0, 

Pl (0— /,(0 : — (£(>-» + F t (•- 1) + f«i)—p , (0-/’ 1 (0 :/» , W-l)-/ 1 , 0-1) j 
und fuhren durch Division zu der Proportion 


Digitized by Google 


86 


N 

\ 

/ 


p(D — Fii-D pW — F(0 pi 0 — /( 0 

, Pi (0-/,(0 : 1 “ Pl (0 - >,(0 : /> , (* — 1 ) — F x (*— lV 

i » . , 

woraus sich die Gleichung 

pW _ fXO p w — Fii-i) pit) —fit) 

p x CO ^ p x 0-V — Fjttj • p x M -/,« 

• * , i 

ergiebt. Daher bat man jetzt die folgenden Gleichungen: 
j)(D _ pit) p 0) — F(«-i) p(0 —ff) 

Pl i 0 — F x (0 ~~ ptC'-D — F^-i) * Pl (0 -/>«)> 

p(D_j^,-i) p(i) — F(''-4) ' *>(*- 1)— /tr-l) 

p j («— l) — ^(*-1) ^(*-2) — FjC*-«) * /> X C^— 13 

7?(1) — F(»-2) - __ £(1) — /W-3) ;>(*-«) —fO-2) 

p\i^--F l v-4) t ~ ?»<*-» — * Pl t^y-f^-2V 

u. s. w. 

p{\) _ /T2) , p(l) *U) jK2) — /<2) 

j» e U3 — ^03 * p x W — /*(*)’ 

' ' «Vl. I 

• - p(»—Fm pm — /(» 

;<.0) -7? 1 (U ~ ' />,<•) -/.d)' 

Multiplicirt man nun auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen, und 
hebt auf, was sich aufheben lässt, so erhält man: 

p(D — F CO 

, _ (p(» -ßV) (pW -/») (p g> *“/W) ■». (?<* -/[/)) 

(?,<»> -/ K <P) .... (^ t C0 -/,«)• 

i • > . • • 

. • \ 

Also ist nach 60) 


* 



pl^u-PO) »•* 
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/ 

Bemerkungen zu zwei Abhandlungen in diesem 
Archiv in Betreff der Steinerschen Sätze über 
die coniscben Sechsecke und Sechsseite. 

I ♦ 

Von 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin. • 


1 ' • * 

Im dritten Bande des Archivs beweist Herr Dr. Schlömilch 
einige Sätze über die conischen Sechsecke und Sechsseite, welche 
Herr Adams im dritten Hefte des fünften Bandes wieder aufnimmt; 
allein es scheint mir, als hätten beide den Inhalt dieser Sätze ver- 
kannt. Je mehr die mathematischen Wissenschaften in den neuesten 
Zeiten materiell an Umfang gewinnen, um desto dringender wird 
auch die Pflicht des Mathematikers, den gewonnenen Stoff in eine 
übersichtliche Ordnung zu bringen und das Zusammengehörige an* 
einanderzureihen. Aus dieser Rücksicht wird es den Lesern des 
Archivs vielleicht nicht unwillkommen sein, noch einen andern Ge- 
sichtspunkt für die fraglichen Sätze kennen zu lernen. Es sind die 
folgenden. 

Ist er Lehrsatz. „In einem conischen Sechseck ABCDEF 
wird jede der drei Hauptdiagonalen AD, BE, CF von den beiden 
nicht anliegenden Seiten des Sechsecks in zwei neueu Punkten ge- 
schnitten , so dass man zusammen sechs neue Punkte M\ A’, P K y 
M", A” P u erhält. Von diesen sechs Punkten liegen die ersten 
drei, nämlich M', A', P\ auf einer Geraden, und die drei andern 
M”, A" y P v auf einer andern Geraden.” 

Beweis. Die Punkte 

M'\ ICF (AB 

mr, f sind die Durchschnittspunkte ) mit den ) 

( der Hauptdiagonalen j Seiten i 

p) \BE [CD 

Sie sind folglich die Durchschuittspunkte der gegenüb erliegen« 

den Seiten des conischen Sechsecks 

< < 

ADCFEB. 

/ i 

Folglich (Pascalscher Satz) liegen sie io einer Geraden. 
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Ebenso sind die Punkte 

i 

M» 


CF 


i die Durchschnitte der J mit den 

] . Hauptdiagonalen ) Seiteu 

P” f ' ' l BE . 


DE 

BC 

AF 


Sie sind folglich die Durchschnitte der gegenüberliegenden Seiten 
des conischeu Sechsecks 


AFCBED , 


/ . 

folglich liegen sie ebenfalls auf einer Geraden. 

Aus dieser Darstellung ersieht man, dass der aufgestellte Satz 
nicht einmal eine Folgerung aus dein Pascalschen Satz, sondern le- 
diglich der Pascalschc Satz seihst ist. 

Ein ähnliches gilt von dem 

Ulten Lehrsätze, welcher der polare Gegensatz des vorigen 
ist und den ich hier nicht zu wiederholen brauche. Er ist ledig- 
lich der Brianchonsche Lehrsatz vom conischen Sechsseit. 

Lin nun zu dem 

Ilten Lehrsätze nebst seinem polaren Gegensatz zu kommen,» 
wollen wir nach Herrn Plückers Vorgänge allgemeio das conische 
Sechseck 

ABCDEF 

durch das Schema 

A C E 

BDF 

auffassen, so dass also z. B. das conische Sechseck 


ADCFEB 


durch das Schema 


A C E 
D FB 


dargestellt wird. — Wenu wir jetzt noch die Gegenseiten des'ur- 
sprünglich gegebenen conischeu Sechsecks ßif)F ver binden, so 


erhalten wir drei Durchschnittspunkte A/, N, P, welche nach Pascal 
wieder auf einer Geraden liegen. Nun lautet der zweite Lehrsutz 
dahin, dass die drei Geraden MNP, M'N'P’ und M" N" P' sich in 
einem Punkte schneiden. Mit Benutzung des obigen Schemas wer- 
den wir ihn daher folgendermassen aussprechen können. 

Die Pascalschen Linien der drei conischen Sechsecke 


ACE ACE ACE 

BDF DFB FBD 

schneiden sich in einem Punkt. 
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' Id dieser Fassung erkennt man sogleich, dass dieser Satz einen 
geringen Theil von dem Steinerschen Satze über das conische 
Sechseck ausmaclit, welchen dieser Gelehrte in dem Anhänge zu 
seiner „Entwickelung der Abhängigkeit” gegeben, aber schon viel 
früher im (wenn ich nicht irre) 18tcn Baude der Annalen von Ger- 
gonne 0 ) bekannt gemacht ljat. Herr PJücker hat ihn vor langer Zeit 
im 5teu Bande des Crelle’schen Journals bewiesen und derjenige 
Theil seines Beweises, welcher auf den obigen Ilten Lehrsatz Be« 
zug hat, stimmt ganz mit dem von Herrn Adams dafür gegebenen 
uberein. 

Der IVte und Yte Lehrsatz sind wieder nichts weiter, als der 
Pascalsche und Briauchonsche Lehrsatz. Der erstere läuft z. B. 
darauf hinaus, dass der Durchschnittspunkt der beiden Gegenseiten 

AB und DE zur Bestimmung der Pascalschen Linie des Sechsecks 

« 

A C E , 

' B DF 

# • • i 

und- auch zur Bestimmung der Pascalschen Linie 

A C D 

BEF.. 

dient, was ohne weiteres aus dem Schema ersichtlich ist. Man 
kann hinzuftigen, dass er auch auf den Pascalschen Linien von 

A F E . A F D 
und 

B D C B E C 


liegt. Zu dem Vten Satze bemerkt Herr Adams, dass er sich auch 
direct aus dem Brianchonschen Satze ableiten lasse. Er ist, wie 
ich an seinem reciproken Satze (IV.) gezeigt habe, lediglich der 
Brianchonsche Satz seLbst. 

CJm den Lesern des Archivs die Mühe* des Nachscblagens zu 
ersparen, will ich noch den Steinerschen Satz über das Sechseck 
wiederholen, aus welchem man sich dann durch polare Uebertragung 
den über das Sechsseit bilden kann. 

„Das vollständige Sechseck hat 15 Seiten. Diese 15 Seiten 
schneiden sich ausserdem noch in 45 Punkten. Ist nun das Sechs- 
eck einem Kegelschnitte eingeschrieben, so liegen diese 45 Punkte 
zu dreien auf geraden Linien und zwar dergestalt, dass jeder die- 
ser Punkte vier solchen Geraden zugleich angehört. Die Anzahl 
dieser Geraden ist daher 60; und sie sind die Pascalschen Linien 
zu den 60 einfachen Sechsecken, welche man erhält, wenn man die 
Ecken des vollständigen Sechsecks in allen ihren möglichen ver- 
schiedenen 60 Reihefolgen nimmt. Diese 60 Pascalschen Linien 
schneiden sich zu dreien iu einem Punkte, so dass man 20 solcher 
Punkte erhält. Diese 20 Punkte liegen zu viereu auf geraden Li- 
nien, uud zwar dergestalt, dass jeder dieser Punkte drei solchen 
Genaden zugleich angehört und die Anzahl dieser Geraden daher 
15 ist.” ' 


i 

•) T. XVIII. p. 330. 
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Welche Relation diese 15 Geraden zu einander haben, hat Herr 
Steiner bis jetzt unerörtert gelassen, und diese Frage ist es nur 
noch, welche ihrer Erledigung entgegeusieht. 




Einige Bemerkungen ttber die Rectification 
und Quadratur des Kreises. .. 


Nach einem Aufsatze des Herrn E. Catalan in den Nouvelles 
Annales de Mathdmatiqucs. Journal des candidats aux eco- 
les polytcchpique et normale, redigd par Terquem et Gerono. 
T. 1. Paris. 1842. p. 190. frei bearbeitet 

von ' 

dem Herausgeber. 


Wenn wir die Flächen eines in und eines um einen Kreis be- 
schriebenen regulären Vielecks von 2 k n Seiten respective durch 

. Fk und Fk ' ‘ 


bezeichnen, so haben wir nach einem allgemein bekannten Satze 
die beiden folgenden Gleichungen: 


i) 


{Fk) z = Fk— \Fk— i, Fk=- 


2Fk—\Fk-\ 
Fk—i -f- Fk ’ 


aus denen durch Division ' 

4 

# 

2 ) • , 

folgt. 

Aus der zweiten der Gleichungen 1) erhält man: 
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> 


/v 


2/?^, 

3 — 


*\ = 


2F 2 F 2 




/**== 


U. S. W- 

< ±Fk-\Fk—\ 


Fk - l -h Fk ’ 


und folglich, wenn man multiplicirt und aufhebt, was sich aufbe- 
ben lässt: 

• » 

I OX fpi O Z- FV Fp FlF , •••• Fk — 1 

ö) tu — ** . (F# + F j ( |r i + 

Multiplicirt man die Gleichungen 2) und 3) in einander, so erhält 
man : j 

41 ( Ft) 9 — 2*— l F' _ °— L^:y.; Fk—i 

V K * k) ° (F.+Fj (F x h-f,) {F 2 +f,) .... (i^i-2+i^r 

Setzt man hier k — 1 für k , so ergiebt sich: 

r*\ (Fi ,1* 9k— 2F' ^ qF*F 2 .... Fk — 2 

- * * i 

Dividirt man nun 4) durch 5), so kommt: 

2(Fz-l)* 


6) (*y a = 


-fit— 2 -f- /’Z-l 


•). 


was man auch leicht in Worten aussprecheo kann. 

Man kann diese Gleichung aber auch auf folgende Art aus- 
drücken: 1 

» (%“)= 

' ' * * * ?« * 

und hieraus ergiebt sich, wenn mau 

' , 8 > F *=U 

setzt, ferner die Gleichung: 

») c £?y= 2 ' 


fc* 

gi-2 


I * 


*) Sollte sich nicht eine ähnliche bemerkenswerthe Relation bloss zwi- 

schen den Flächenräumen der um den Kreis beschriebenen regulären 
Vielecke finden lassen? 
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Setzt man dagegen 


so erhält man 


10) Fi, = 2*©*, 


«> (®*)* = sS5fc- 


' Geben wir vom eingeschriebenen regulären Vierecke aus, und setzen 
folglich tj = 4, so ist, wenn der Halbmesser des Kreises als Ein- 
heit angenommen wird, offenbar 

/\>=2, F o =4; 

also nach der ersten der Gleichungen 1): 


(F x y = F 0 F 0 = 8, F , = 2*/2. 
Folglich ist nach 8) 


cs i a L ILl 

OO-I’ Ol — ' V/2’ go 


= 1/2; 


und mau erhält also mit Hülfe der Gleichung 9) überhaupt die fol- 
genden Ausdrücke: • 

|a = )/(2-Hl/2), 

|i = )/(2 +1/(2 + )/2)), 

Ö2 

|i = 1/(2 + 1/(2 1/(2 + 1 / 2 ))), 

§i = )/(2 V/(2 -h 1/(2 + V/(2 1 / 2 )))), 

04 

u. s. w. 

Bezeichnet man nun aber die Grössen auf der rechten Seite der 
Gleichheitszeichen der Kürze wegen nach der Reihe durch 

/,( 2 ),/ 2 ( 2 ),/.( 2 ),/,( 2 ) 

/ 

so ist, wie inan leicht findet: 

8,=i/.(2), 

g.=i/.(2j/,(2), 

8, =i/,(2)/ J (2)/ J (2), 

8, =i/i(2)/i(2)/,(2)/ 4 (2), 

8, = i/.(2)/,(2)/,(2)/,(2)/ ( (2), 

/ « 

' u. s. w. 
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und folglich nach 8), wenn wir der Kürze wegen 


setzen: 


13) 


12) m =9&) 


’F, =2g>,(2), 

*’» = 2si’,(2)$P,(2), 

' F , =2<>i 1 (2)9p,(2)9p,(2), 

F, = 2 9i( 2 )$P*( 2 )P.(%.(2)> 

F, =2sP,(2)y,(2)SP,(2)sP«(2)9s( 2 ), 

U. 8. W. . 


Bezeichnen wir die Gränze, welcher sich nähert, wenn k 
in’s Unendliche wächst, durch so ist bekanntlich, wenn n wie 
gewöhnlich die halbe Peripherie des Kreises bezeichnet: 

14) nz=F„. ' - ' . / 

Bezeichnen wir also die Gränze, welcher das Product 

y t(2)9Pa(2)9P,(2)5P«(2) . • . . y*(2) 
sich nähert, wenn k in’s Unendliche wächst, durch 

4 

y i( 2 )y a ( 2 )y»( 2 )y4(2) . . . . ^«(2); 

so ist nach 13) 

15) |w = y 1 (2)y J (2)y,(2)5p 4 (2)....9 a0 (2). 

* * 

Leicht überzeugt man sich nun von der Richtigkeit der Relation 


z 

— vw+fi=mv 


aus der sich ferner nach 12) sogleich die Relation 

1 


9i&) = 




ergiebt. Nun ist aber nach 12) 


71 


5 p ‘( 2 ) == i72 = \7l ~ acc T- 


Also ist 
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* 

• * 

/nx 71 . :*7/ iu.’W I ' 1>.*l . : n 

9i{*) - — sec y» 


9> 2 ( 2 ) = 


1 1 


l/C^) 


c°s- 


¥ = sec ¥’ 


UMS)»'! 




71 

n -v — 7 — SeC 16’ 

+ '»' T 1 cos 16 


9>i( 2 ) = 


-j/PP) 


1 


cos S 


71 

SBC 32* 


X uni#/ .iv.ulh’u ^ ^ *!* u!> i ' iftMitfoiasall . , 

» .. U. S. W. •'■•!.• ' ( 

' 

Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann , unterliegt kei- 
nem Zweifel, und es ist folglich allgemein 

• \ * i ' 

-i 1*1 sec 2*+l* »fei« tiv/ (1‘Ji :.i'U3&9ll 

Bezeichnen wir die Gränzc, welcher das Product 

1 •• • • • • > ^ I ^ ^ r \ i'* > / * *1 ^ 

} Jfjki 

sec — sec — sec — sec ^7 • . . . sec ;jß toil, .i itai* 

b * » 

sich nähert, wenu h in’s Unendliche wächst, durch 
* 3,vu ' - * 

sec sec sec ~ scc ^ .... sec ^öö, ;ii ?» i 
so ist nach 15) 

\ v 

16) \n = sec sec Ö7 sec 2^ sec 2 ^* »v . 

« 

Dies ist eine längst bekannte, von Euler gefundene, hier aber ganz 
elementar bewiesene Formel. 
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XIII. 

Allgemeiner Beweis der bekannten Ausdrücke 
für sin (<* =fc ß) und cos (* ß). 

' Von 

* 

Herrn F. Arndt, ; 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


1 . 

Um zu einer allgemeinen Definition des Sinus und Cosinus zu 
gelangen, ist es nöthig, folgende Betrachtung über das Zählen der 
Kreisbogen anzustellen. 

ln der Peripherie eines mit der Einheit als Radius beschriehe- 
neu Kreises werde ein fester Punkt A angenommen. Ist dann M 
ein beliebiger anderer Punkt in der Kreislinie, so verstehe ich un* 
% ter dem zwischen A und M liegenden, oder dem dem Punkte M 
zugehörigen (entsprechenden) Bogen den Weg, welchen man auf 
der Peripherie zurück legen muss, um von A nach M zu gelangen. 
Diese Bewegung kann nicht nur von A aus nach zwei verschiede* 
nen Richtungen geschehen, deren eine positive, die andere negative 
Bogen bestimmt, sondern einmal in M angelangt, wird man noch 
beliebig oft in diesem Punkt ankommen, wenn man die Peripherie 
mehrmal durchläuft. Es gehören daher dem Punkte M unendlich 
viele Bogen zu. ' 

Nun denke man sich durch des Kreises Mittelpunkt ein recht- 
winkliges Coordinatensystem in des Kreises Ebene gelegt, so dass 
der positive Theil der Abscissenaxe vom Mittelpunkte nach dem festen 
Punkte A , von dem alle Bogen an gezählt werden, gerichtet ist. 
Dies vorausgesetzt, nenne ich mit Grunert*) den Sinus und Co- 
sinus des dem Punkte M zugehörigen Bogens resp. die Ordinate 
und Abscisse des Punktes M in Bezug auf das angenommene 
System. t 


Da nach dem Obigen, wenn a ein ganz beliebiger (positiver 
oder negativer) dem Punkte M zugehöriger Bogen ist, eben die- 
sem Punkte überhaupt der Bogen adtz*lkn entspricht, wo k eine 


•) Elemente der ebenen, sphärischen und sphäroidischen Trigonometrie 
zum Gebrauche bei Vorlesungen. 
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positive ganze Zalil bezeichnet, so folgt aus der Definition des Si- 
nus und Cosinus, dass 


sin (a=4=2^7r)= sin a 
cos (a zt 2 Am) = cos a 
ist. 

Hierdurch sind die Sinusse und Cosinusse zweier Bogen ver- 
glichen, die sich um d=2k7r unterscheiden. Cm nun eine Verglei- 
chung für zwei sich um rb (2£-+- 1)7T unterscheidende Bogen an- 
zustellen, sei Af' der dem Funkte Al diametral gegenüberliegende 
Punkt der Peripherie. Die diesem Punkte zugehörigen Bogen zu 
finden, stelle man sich vor, dass man auf der Kreislinie fortschrei- 
tend in M angelangt sei, und der Bogen a sei das Resultat dieser 
Bewegung. Von diesem Moment an gerechnet, wird man zum er- 
sten Mal in Af' ankommen, wenn der Bogen zfc? r durchlaufen ist, 
weswegen dem Punkte M' schon der Bogen u db tu entspricht. 
Da man nun von M' die ganze Peripherie noch mehremal durch- 
laufen muss, um immer wieder von Neuem in diesem Punkte an- 
zukommen, so gehört dem Punkte AT überhaupt der Bogen a zir n 
db 2 kn zu. Jenachdem man nun die übern oder untern Zeichen 
auf einander bezieht, oder nicht, findet man die Bogen adb(2£-f-l)7r, 
oder adbz(2k — da aber 2k — 1 so gut als 2Xr — f— 1 jede unge- 
rade Zahl repräsentirt, so ist der letzte Bogen im ersten schon 
enthalten, und somit entspricht dem Punkte At f der Bogen 
adz.(2k+\)n. 

Da nun Sinus und Cosinus der den Punkten Af und Af' ent- 
sprechenden Bogen absolut gleich, den Vorzeichen nach aber ent- 
gegengesetzt sind, so erhält man die Relationen 



l sin j adb (2£-f- 1 )tt j = — sin a 
I cos|a ± (2k -f- 1)7T j = -r- cos « 


Die Ausdrücke. 1) und 2) lassen sich aber so mit einander verei- 
nigen: 

2 ^ (sin (adbkn)z=z( — 1)* sin a. 

( cos(adb^r) == ( — 1)* cos a 

• * » - ‘ J. ' , 

i \ 

indem jetzt k eine beliebige (gerade oder ungerade) positive ganze 
Zahl bezeichnet. 

Dadurch sind die Functionen zweier Bogen verglichen, die sich 
um ein gerades Vielfache von unterscheiden. 

Endlich betrachten wir zwei Bogen, die sich um ein ungerades 
Vielfache von unterscheiden. 

Zu dem Ende sei wieder a ein ganz beliebiger, dem Punkte JAf 
zugehöriger Bogen, der in einem der vier Quadranten (s. die nach- 
folgende Figur) endigen kann: 



Digitized by Google 


97 

O ist des Kreises Mittelpunkt, von M schreitet man in allen Fäl- 
len nach derselben (positiven) Richtung zu M'. fort durch den rech- 
ten Winkel MOM ' hindurch. Dann ist « ■+- ^n ein dem Punkte 
M' entsprechender Bogen. Sind M' fl' auf AO senkrecht, so 
erhellt die Aehnlichkeit der Triangel MON , M'ON\ weswegen 
= ON\ und OJV = Da nun in allen Fällen sin(a-f-^ 7 r) 

und cos a dasselbe, dugegen cos(a-t-|7r) und sin a entgegenge- 
setzte Vorzeichen haben, so ist ° 

| sin (a ■+• ^7ir) = cos a 
} cos (« -f- \n) = — sin a. 

Zieht man in diesen Relationen von a-^-^n den Bogen n ab, und 
berücksichtigt die Formeln 3), so entsteht 

j sin (a — |7r) = — cos a 
|cos(a — ^7r)r=sin a. 

I 

Addirt man in 4) zu a -f- \n die Grösse b r, und beachtet die 
Formeln 3), so wird 

jsin {«-f-(2£-f-l)^rj =*(— 1)* cos « • 

*> I cos {« *+- l)|7r| = — ( — 1)* sin a. , 

Subtrahirfr man dagegen in 5) von a — \n den Bogen kn , und 
beachtet ebenfalls .3), so entsteht 

7) j sin |a — (2£-|-l)£7r| = — (— 1)* C os a 
l cos |a — (2£ -+- l)y^j = ( — 1)* sin a 

So sind nun in den Formeln 3), 6), 7) die Sinusse und Cosi- 
nusse zweier sich um ein beliebiges Vielfache von dr 4 - 7 r unter- 
scheidender Bogen verglichen. 


3. 

Jetzt haben wir noch zu untersuchen, wie sich die Sinus und 
Cosinus eines negativen Bogens zu denen des positiven verhalten. 

Es sei deshalb a = a'-f-2£7r, wo a y o! positiv und o! <2tt* 
dann ist — « = — «'•— 2 kn, und folglich sin a = sin a' und 
sin ( — a) = sin ( — «') , cos a = cos o! und cos (— a) = cos (— • «') 
nach 1). 3 * * * 7 

Rechnet man die Bogen a! und — ai beide vom Punkte A aus 
so erhellt durch einfache geometrische Betrachtung, dass dieselben 
zugleich im ersten und vierten, oder im zweiten und dritten Qua- 
dranten eudigen, weshalb sin ( — a!) = — - sin a', und cos ( «') 

= cos Daher ist auch 

£ j j sin ( — a) z=z — sin « 

( cos ( — a) = cos a. 

Die Formeln 3), 6), 7), 8) reichen nun vollständig aus, um die all- 
gemeine Gültigkeit der- Formeln 

Tfaetl VI. 7 
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Lain (a -4- /J) =r sio a cos 0-F-cos « sin ß 
I cos(« -+• ß) = cos a cos ß — sin a sin ß 


darzuthun. 


4. 

« *> 

In den Elementen der Trigonometrie wird ohne Weitläufigkeit 
erwiesen, dass 


sin («dh^) = sin a cos jSifccos a sin ß 
cos (a ± ß) = cos a cos jSqpsin a sin ß 

ist, wenn die Bogensumme a ß im ersten Quadranten liegt, so 
dass die Bogen «, ß beide positiv sind, und keiner von ihnen hin- 
sichtlich des absoluten Werths die Grosse übersteigt. 

Für das untere Vorzeichen nun hohen wir nach 8) 


10 ) 


sin (a — ß) = sin a cos ( — ß) -+- cos a sin (— ß), 

und wenn wir daher a — ß ah Summe der Bogen a und — ß an- 

schen, so bleibt für diesen. Fall die erste der Relationen 9) richtig. 

Ferner ist nach 8) sin (— a — ß) = — sin (a -f- ß) = 

— sin « cos ß •— cos a sin ß , welches wiederum nach 8) = 

sin ( — «) cos ( — ß) -f- cos ( — a ) sin ( — ß). 

Endlich ist sin ( — a^-ß) = — siu (a — ß) = — sin a cos ß 
cos a sin ß nach 10), welches nach 8) wieder = sin( — a) cosß 
cos ( — a) sin ß ist. ( 

Deshalb ist die erste der Relationen 9) richtig in allen den 
Fällen, wo a, ß beliebige positive oder negative Bogen sind., deren 
keiner bloss mit Rücksicht auf den absoluten Werth die Grösse 
übersteigt. Ganz ähnlich wird die Richtigkeit der zweiten • Glei- 
chung in 9) erwiesen. 


5. . * 

Sind nun a y ß zwei ganz beliebige Bogen, dagegen ß ' zwei 

Bogen, deren keiner hinsichtlich des absoluten Werths über- 
steigt, so können die positiven ganzen Zahlen k , q jederzeit so 

bestimmt werden, dass 

— n . . .... — 

. \ß=zß'dh±7t.Q 

ist. . # ^ •• 

Denn ist a zuerst positiv, so nehme man so oft davon weg, 
als es angelit, z. B. otmal, der Rest a wird ■< *7T sein. Ist nun 
dieser Rest auch kleiner als , so hat man nur k'ssitn zu neh- 
men. Wenn aber a' die Grösse übersteigen sollte, so setzt man 
« = — {{n — «') -f- 1), welches ebenso viel als a-+-±n .m, 

und nimmt & = jn-+- 1, da nun stets kleiner als & ist. 

Ist ferner « negativ, so kann nach dem eben Bewiesenen 
— a ^ gesetzt werden, dass a' <; und dann ist 

a = — o! — . /?. " , i , • . 
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Dieselben Schlüsse gelten für ß, und unsere Behauptung ist so- 
mit erwiesen. ^ 


6. 

Der Fortgaug der Betrachtung erfordert die Unterscheidung 
dreier Hauptfälle, nämlich: 

I. Sind k f q beide gerade = 2Xr', 2p', so ist entweder 

a ■+■ ß = o ! •+- ß’dki n{k' •+• £') 

oder 

a ß z=z a? ß r zh: n{k ' — p'). 

* 

a) Ist nun so ist k * — (»'positiv, und nach 3) 

. sin (a + |?J = ( — . sin (o* ß '). 

» * * - 
» 

Entwickelt man den Sinus auf der rechten Seite nach 9), welches 

nach 4) erlaubt ist, und beachtet, dass nach 3) 

% - 

sin a = sin (et k’n) z= ( — 1)*' sin a 

cos a' ;= cos (a k'jr) =z ( — 1)*' cos «, 

und ähnliche Ausdrücke für sin ß ' und cos ß' entspringen, so er- 
hält man 

✓ 

sin (a -f- ß) = ( — 1)*'^ . ( — l)*'-+-e'(sin a cos ß-f-cos a sin ß). 

Da nun das Product ( — 1)*'±£' , ( — 1 entweder =( — l)2(*'+e0 

oder =( — l) 2 *', also Btets die positive Einheit ist, so bleibt die 
erste der Relationen 9) richtig. 

b) Ist dagegen so wird man nur a und ß mit einander 

verwechseln, wobei aber sin « cos ß -+- cos a sin ß seinen Werth 
nicht ändert. 

II. Sind k, q beide ungerade = 2£'-f-l, 2p' -4-1, so ist 
entweder 

a-f-0==:a'4-/J'db n{f<? -4- p' -f- 1) 

oder 

a ß — a’ + ß f dh7t{k’ — q'); 

und, wenn k ' — p' positiv, nach 3) : 

entweder 

sin (« + £) = ( — . sin (a' -+- ß ' ) , 

oder 

sin (a -f- ß) = (r- 1)*'— . sin (a' -4- ß'). 

Entwickelt man die Function auf der rechten Seite nach 9), und be- 
achtet, dass nach 6) und 7) 

sin a' = sin j a £7r(2Xr' ■+* 1) j = ( — 1)^ cos a 

cos «':= cos |« Zf: %7t(2k' 1) { == z£= (— 1)*' sin a, * 

T* 
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und ähnliche Ausdrücke für sin ß und cos ß entspringen, so folgt, 
dass, jenachdem man die Vorzeichen in 11) auf einander bezieht 
oder nicht, 

entweder t 

sin (a -1- ß) = (•— . (— l)^+e+i( 8 in u cos ß-h cos u sin ß) 

oder 

sin (a + ß) == (— 1)*'“?' . (— 1 )*'+?' (sin a cos ß cos a sin ß), 

weswegen die erste der Relationen 9) richtig bleibt. 

Ist k ’ — Q ' negativ, so vertauscht man ß mit a, und cs ändert 

sich nichts. 

111. Ist k gerade = 2 k\ und q ungerade == 2p d- 1 , so ist 
entweder 

a ßz=z a'd- ß'db $n\2[k' d- p') *+■ 1 1 

oder 

a d- ß = a’ d- ß’ zfc |2(Xr' — Q — 1) d- 1 j 

oder 

a d- ß — u’ d- ß dh {n\ 2(p' — k') 1 j . 

Die erste Gleichung entspringt, wenn man in ll) die obern uod 
untern Vorzeichen auf einander bezieht, die zweite und dritte, wenn 
dies nicht geschieht, und es findet die erste von den beiden letz- 
tem, oder die andere ihre Anwendung, jenachdegi k ' Q’ oder 

k> ist. Daher ist nach 6) und 7) 
entweder 

sin (a-\- ß) = ±(— cos (a'-\-ß) 

oder 

. sin (a + ß) = dt ( — cos (a' -+- ß') 

oder 

sin (a H~ ß) =qp ( — 1)£ ,— cos («' -+- ß). 

« 

Entwickelt man die Function auf der rechten Seite nach 9), und be- 
achtet, dass nach 3) 

sin o! =r sin (a d= k'n) = ( — 1)^ sin a, 
cos a' = cos(a d 1 k'jr) — ( — 1)*' cos a, 

* * ^ — i * 

und nach 6) und 7) 

sin ß = sin l)j ==F (— 1)<?' cos ß , 

cos ß' ~ cos |ß Jxr(2p' -f- 1)| = zt ( — \)Q‘ sin ß , 

so ergiebt sich 

entweder > . . ' ' 

> • 

sin (a d- j3) = rb (— 1^'+^ . d= (— l^'-H^sin a cos ß d- cos a sin ß) 


\ 
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oder 

sin (a -+- ß) = zfc ( — 1 )^— ?— 1 . =fi ( — l)*'+£'(sin a cos/?4-cosa sin/?) 
oder 

sin (a-f-^) = rp ( — l)^— ^ ,qp( — 1)*'-K^( s iu a C os ß-+- cos a sin ß ), 

. , . *, ’ . ' 

woraus ersichtlich, dass die erste der Relationen 9) richtig hleibt. 

Ist endlich k ungerade und q gerade, so würde nur ß mit a 
zu Vertauschen sein, und alles ungeändert bleiben. 

Ganz ähnlich kann der Satz für cos(a4-/S) bewiesen werden, 
einfacher jedoch auf folgende Weise: 

7. 

Nach 4) ist cos (a 4- ß) = sin (a -f- ß 4 - yTr), welches nach 
dem bisher bewiesenen allgemeinen Satze = sin a cos (ß •+• %7t) 
4- cos a sin (ß 4- das wiederum nach 4) — sin a . — sin ß 

-f- cos a . cos ß ist. 

Wie daher auch die Bogen «, ß beschaffen sein mögen, es ist 

jederzeit 

/ 

sin (a 4- ß) = sin a cos /?4-cos a sin ß 
cos(a 4 - ß) = cos u cos ß — sin a sin ß. 

Endlich verdient herausgehoben zu werden, was sich aus 5) und 8) 
ergiebt, nämlich: 


12 ) 


I sin (\n — a) == — Bin (a — \n) = cos a 
cqsQtt — a)= cos(a — \jc) = sin a. 


Du die Bogen \n — a und a sich complementiren (d. h. zu er- 
gänzen), so folgt, dass Sinus und Cosinus eines Bogens resp. der 
Cosinus und Sinus des Complementarbogens sind. 


\ 


» 
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XIV. 

Eine Bemerkung über den Beweis des 
Moivreschen Lehrsatzes ohne Hülfe 
des Imaginären. 

VOD 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin. 


Die Bemühungen, das Imaginäre bei analytischen Deductionen 
zu umgehen, dürften Manchem als völlig antiquirt und in jene Zeit 
gehörig erscheinen, wo man das Imaginäre noch eben so sehr, als 
heutigen Tages die divergenten Reihea, jperhorrescirte. Indessen 
können sie zuweilen durch aüsserwissenscnaftliche Umstände gebo- 
ten sein , und aus dieser Rücksicht nimmt die folgende Bemerkung 
einige Nachsicht in Anspruch. 

Lagrange argumeutirt zn dem angedeuteten Zwecke in den 
Le$ons sur le calcul des fonctions p. 143 auf diese Art: 

Die beiden Reihen 

2, f- — , *••• 

und 

2, 2cos a, 2cos 2a, 2cos 3a, .... 

* t 

entsprechen einem und demselben recurrenten Gesetz: 

X M ., = (4T-4--|-)X r - Xr-l 

und 

\ 

dr- 1-1 = 2c 08 a Ar — A r ~ 1, 


wo X r und A r im Allgemeinen beziehlich ar — und 2cos ra 
bedeuten. Setzt man also x -I- — * = 2cos a, so werden jene bei- 

den Reihen identisch und man hat X r =zJt r > oder # r -f-“ = 2cos ra. 

Mit andern Worten , wenn x 2 — 2x cos a -I- 1 = 0, so ist auch 
a? lr — 2 x r cos ra = und folglich ist x 2r — 2x r cos ra-t-1 
durch x 2 — 2x cos a -f- 1 theilbar. 
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Hier ist aber das Imaginäre nur scheinbar vermieden, denn 
kann nicht gleich 2cos a gesetzt werden, weil 2cos a je- 
denfalls innerhalb der Gränzen — 2 und -f- 2, dagegen x 
immer ausserhalb derselben liegt. Oder besser gesagt, mit dem 
Setzen von .r -f- — = 2cos a ist eben ein Imaginäres gesetzt wor- 

SC 

den, was doch vermieden werden sollte. 

Lagrange würde aber seinen Zweck mittelst einer ganz gerin- 
gen Abänderung erreicht haben. Wenn man nämlich mittelst jenes 
recurrenten Gesetzes allmälig X 2i X t .... X r und zwar 

Xr «= p(& -+- •+• ^r ) r_1 n- . . < • 

erhält, so muss man für das allgemeine Glied der andern Reihe 
A r ebenfalls 

A r = /*(2cos «) r -f- ?(2cos a) r ~ 1 . . . . 

erhalten, weil es durch eben dasselbe recurrente Gesetz entsteht. 
Folglich ist 

Xr—A r = />i(^-+--^) r “-(2C0S ö)rj 

+yl(^+T) r ” 1 — ( 2cos «) r_1 ! + •••• 

SC 

Wird nun rechts und links mit x* multiplicirt, so hat man • 


af lr — 2x r cos ra -f- 1 = p\(& 2 -+■ l) r — cos a) r j 

• "k . 

-+• yx[(x 2 -h l) r — 1 — (2x cos a ) r — J j -+- ...., 


wo auf der rechten Seite jedes Glied durch' (ar*H-l) — (2x cos «) 
theilbar ist, was mithin auch für die linke Seite gilt. 

Man erhält auch durch eine theilweise Division: 


aßr — ( lx r cos ra- f- 1 
x* — ‘Ix cos a h- 1 


a;2r—2 -{- 1 

üft r — 2 — 2x r ~ t cos (r — 1)« 


2#cosa . 


+ 1 


x 2 — 2x cos cc 1 


*X 


9 X2r~4 — 2x^-2 cos (r — 2)« -f-_l 

x l — 2x cos a-f~l 


Wenn also irgend zwei auf einander folgende Glieder der Reibe 

T„ Y„ y s) Y, 


wo Y r allgemein den Ausdruck x^ — 2x r cos ra •+* 1 bezeichnet, 
durch x 2 — 2x cos a -f- 1 theilbar sind , so ist cs auch das näch- 
ste, mithin alle übrigen. Nun ist es aber das erste Y 0 , welches 
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Null ist; und das zweite Y x , welches jc* — 2 x cos a -+- 1 selbst 
ist; folglich ist auch ,r 2r — 2& r cos ra- 4-1 durch «r* — 2.r cos a -+• 1 
theilbar. " 



Bemerkungen Ober die Lehre von den 
geometrischen Progressionen *). 

Von 

Herrn E. H eis, 

Oberlehrer an der höheren Bürger- und Provinzial- Gewerbschule 

zu Aachen. 


Bekanntlich lassen sich, wenn von den fünf Grössen: Anfangs- 
glied a, Endglied t, Anzahl der Glieder /^Exponent e und Summe 
aller Glieder s einer geometrischen Progression drei gege- 
ben sind, die beiden übrigen leicht finden. Die Lehrbücher der Al* 
gebra geben zu den 20 möglichen Aufgaben die Resultate theils 
direct an, theils stellen sie die Gleichungen auf, deren Wurzelu 
zur Bestimmung der gesuchten Grössen dienen; so wird zur Be- 
stimmung von e aus «, n, « die Gleichung e n —e + — 0, 

zur Bestimmung von t aus a, n , s , so wie zur Bestimmung: von 
a aus /*, s die Gleichung t(s — /) n— 1 — a(s — a ) n ~ l = 0, und 
endlich zur Bestimmung von e aus n , t , s die Gleichung 

g £ 

eH — s t en ~ l •+* t == ® aufgestellt. Diese drei Gleichungen 

vom nte n Grade enthalten aber jede einen Wurzelwerth, welcher 
der Gleichung, nicht aber den Forderungen der Aufgabe zukommt. 
Zur Vereinfachung: des Ausdruckes sind nämlich 'die ursprünglichen 
Gleichungen vom ( n — l)ten Grade durfh Multiplication mit einem 
binomischen Factor in Gleichungen vom «ten Grade verwandelt 
worden, erhielten aber eben durch diese Multiplication einen Wur- 
zelwerth, welcher als Antwort auf die gegebene Aufgabe ganz und 
gar nicht passt. Um e aus a, n, s zu bestimmen dient nun die 


°) S. meine Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen 
Arithmetik und Algebra, dritte vermehrte Auflage. Köln. 1844. 
Seite 27J. 
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Gleichung des (n — l)ten Grades eP — 1 e n —' 2 -+- e n -* .,,. + 1 — 

Pi 1 8 

= 0. welche auch unter der Form : = 0 sich darstellen 

e — 1 a 

lässt. Multiplicirt man diese letztere Gleichung mit e~l, so er. 

hält man die Gleichung e» — -4- * ■ ° a 0 vom »ten Grade, 

welche in den Lehrbüchern gewöhnlich angeführt wird, die aber den 
Wurzelwerth ^=1 in sich enthält, welcher in Bezug auf dieForderung 
der Aufgabe unrichtig ist. Die Gleichung — a{§ — a ) n ~ 1 

= 0 zur Bestimmung von a oder t enthält den Wurzelwerth diese 

Gleichung ist demnach zu verwerfen und statt ihrer die Gleichung 

vom (n — l)ten Grade y n ~ 1 -f- y” - 2 -f* y ”— 3 .... -f- 1 — ~ = 0 oder 

n — 1 

— — : — =r 0 aufzustellen, wo y=|/— , deren Wurzeln alle 

y — 1 a. * y ¥ a ’ 

. e n —l 


den Forderungen genügen. Die Gleichung e” — — 

8 1 1 1 v 8 r 

— 0 endlich giebt den Wurzelwerth e = 1, welcher ebenfalls nur 
der Gleichung genügt; statt dieser Gleichung vom //ten Grade 

8 

ist daher die Gleichung £ rt ~ 1(1 r) «+■ e n ~ 2 £?*-» ....+ r+l 

v 1 

gn 1 g t 

= 0 oder ^ — e n ~ l = 0 aufzustellen. In einem ganz beson- 

deren Falle kann zwar * = 1 und a:=£ sein, aber alsdann liefert 
auch die Gleichung vom ( n — l)ten Grade diese Werthe und die Glei- 
chung vom «ten Grade würde diese Werthe doppelt geben. 


XVI. 

Uebungsaufgaben für Schüler. 


Fs ist 


4 a x a 2 ==(«,.+ «»)* — (« t —a 2 )' 


und 


2 \a i a,a i = 


(«, -+ -a 2 
(a v -t-a 2 
(«, 


«i) s 

<*zY 


y 
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Lassen sieb ähnliche Gesetze für Producte mit mehr als drei Facto« 
ren angeben? 


Wenn die Seiten zweier Dreiecke einander parallel sind, und 
das eine dieser beiden Dreiecke in, das andere um ein drittes 
Dreieck beschrieben ist, so ist der Flächenraum dieses letzteren 
Dreiecks die mittlere Proportionale zwischen den Flächenräumen 
der beiden ersten Dreiecke. 


♦ 


Zusatz zu den zu beweisenden Sätzen. Thl. V. S. 335. 
Von Herrn A. Göpel zuJBerlin. 

• I) Von der Reihe 

* * » . (m 2 -l»)(#w»-3 2 ) , 

T 2 1 ’ 2 2 .4 a • t • • • • 

ist für jedes m 

.... j J (3 2 -m 2 )(5*-#w 2 )....(2r^l)»--»i 2 

die Summe der ersten n Glieder = " 4 2 — ^ » 


also die Summe sämmtlicher Glieder = 


2cos — n 
7i ( 1 — tw 2 )* 


2) Von der Reihe 

tw 2 — 2 2 , (tw* — 2 2 K*» 3 — 4 2 ) , 

T jj • T • 3* . 5 3 *T •••• 

ist für jedes m 

die Summe der ersten n Glieder 

_ 1 1 (2 2 — »w 2 )(4 *— #w*)....(4ti*— tw*) 

— zw 3 — 1 tw 2 — 1 ' 3 2 .5‘ 4 ....(2rt — l)*(2»-f-l) 1 

, 1 iw 

1 sin -—71 

TW 2 


also die Summe sämmtlicher Glieder 


tw 2 — 1 


3) Wenn m eine gerade Zahl ist, so ist die Summe der Reihe 


1 -+- - 4 -^ . 1 - 


(— 1 ) 2 . 1 * 


tw* — 2 2 ' “ (TW 2 — 2») (tw 3 —4*) 
(— 1)*.1 2 .3* 


. 5 .... 


T (m* — 2*) ( tw * — 4 2 ) (tw 2 — 6») * . 
bis zu den unendlich werdenden Gliedern fortgesetzt: 
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m* 


n# yi g 1 1.3.... fll — • 3 ^ 

«»* — r 1 — 2«—i * 2. 4 . . . . »» — 2 . »r ’ 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem -~ 

gerade oder ungerade is. . 

Welches ist ihre Summe für ein beliebiges m% 

4) Wenn tn eine ungerade Zahl, grösser als 1, ist, so ist die 
Somme der Reihe 


.2 — 


2 * 


.4 


2 9 .4 9 


a» 1 -* 9 * " («i 9 — 3 9 ) (f» 9 —5 2 ) r (w» 9 — 3 9 )(m 9 — 5 9 )(m 9 — 7 9 ) 

bis zu deu unendlich werdenden Gliedern fortgesetzt: 


» 6 ’ • . . . 


1 


2. 4. ...ui — 3 


m 2 — 1 2^— 1 * 1,3.... tn — 4 . m — 2' 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem 

gerade oder ungerade ist. 

Welches ist ihre Summe fiir ein beliebiges ml 


m — 1 


XVII. 

Miscellen. 


Acaddmie des Sciences de Saint - Pdtersbo arg. 

' . ’ % 

(Seances des mois de janvier, fevrier et mars 1844.) 

Un rapport a dt£ fait a l’Academie sur une ddcouverte faite en 
meteorologie par M. Nervander , professeur a Helsingfors; les au- 
teurs de ce rapport sont MM. W. Struve, E. Lenz et Hess. En . 
voigi Je texte meine: 

,,M. Nervander, professeur a Helsingförs et roembre correspon- 
dant de l’Acaddmie, vient de lui communiquer, sous forme de lettre, 
le rdsultat d’un travail sur la mdteorologie, qui contient l’exposi- 
tion d’un pli£nomene tellement important, et si parfaitement ignore 
josqo’ä ce jour, que nous avons cru de notre deyoir de recomman- 
der a Pattentiou de l’Acaddmie. 


V 
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Les travaux mdtdorologiques qui oot rapport anx phdnomenes 
de la chaleur daus notre atmosphere ont dtd toujours diriges vers 
le but de trouver la loi qui rdgit certaines variations ddpendantes 
d’une cause manifeste, comme par exemple les variations de tem- 
pdrature qui rdsultent de la position de la Terre par rapport au 
Soleil, ou de la rotation de la Terre mdme autour de son axe. 
Mais des lois devaient dtre ddduites de phdnomdnes variables et 
constamment modifies par l’influence de causes perturbatrices qui les 
faisaieat paraitre irrdguliers. Le inoycn dont on s’est servi pour 
ddcouvrir quelque rdguiaritd dans la masse des variatioos produites 
par les differentes causes perturbatrices a ete, comme on le sait, 
l’application du principe des grands nombres. Pour appliquer ce 
principe, on distribue les observations en groupes qui embrassent 
une pdriode ddtermiude, comme ,par exemple un Jour, une aonee. 

On prend alors la moyenne des observations correspondantes 
au mdme mois ou ä la mdme heure, selon la durde de la pdriode. 
En se servant d’un grand nombre de groupes, les variations irrd- 
gulieres se ddtruisent rdciproquement, et il ne reste plus d’apparent 
que les variations essentielles provenant des causes qui agissent 
dans le mdme sens. Dans cette sorte de rechercbes, qui ont pour 
but la marche de la cbaleur pendant une pdriode d’un jour ou d’une 
annde, on est toujours sür de parvenir a un rdsultat ddtermind; car 
il ne peut y avoir aucun doute sur l’existence de la pdriode. La 
loi ou la marche cherchde de la tempdrature une fois ddterminde, 
on est convenu de considdrer comme des irregularitds toute ddvia* 
tion ,de cette marche indiqude par les observations isoldes. Per- 
sonne ne pouvait cependant douter que ces irrdgularites elles meines 
ne fussent la consdquence ndcessaire de causes ddterminees, comine 
il en est pour le phdnomene dont la rdgularitd a dtd reconnue. Les 
autres phdnomenes ne nous paraissent irrdguliers que par l’ignorance 
ou nous sommes, taut de causes aux quelles il faut les attribuer 
que, par consdquent aussi, des pdriodes qui suivent ces irrdgulari» 
tds. On voit par-la qu’il n’y a d’autre moyen de parvenir ä cette 
connaissance que celui de soumettre les differents phenumeues de 
periodicitd que presente notre Systeme solaire ä un examen com- 

1 >ard avec les variations que prdseutent les phdnomdnes de la cha- 
eur, ddtermindes par de bonnes experiences. Mais on voit aussi 
que cette voie pour parvenir au but est tres laborieuse, et il est 
d’autunt plus difficile de se rdsoudre a la suivre^ qu’il est impossi- 
ble de prevoir si, parmi toutes ces recberclies, il en existe reelle- 
ment une qui doive etre couronnde de succes. 

Quoi qu’il en soit, c’est le seul mode de proedder que nous 
offre la Science. D’autant plus grande est notre satisfaction en vo» 
yant se vouer a ce travail un physicien aussi consciencieux et d’une 
perspicacitd aussi reconnue que l’est M. Nervander, et nous nous 
fdlicitons sinedrement de voir ces rechercbes couronndes d’un suc- 
ces aussi evident que celui qui rdsulte du prdsent travail. 

M. Nervander avait ddcouvert antdrieurement, par une rechercbe 
sur le temps de la debacle de quelques rivieres, que ces dpoques 
manifestaient une pdriodicitd de sept aus qui se reproduisait avec 
une assez grande regularitd. Supposant que cette pdriode devrait 
sc retrouver dans la marche des tempdratures , il theha de la ren- 
dre evidente en groupunt les observations par pdriodes de sept 
Cela 1c couduisit a examiner la pdriode d’une rdvolution' 


aus. 
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du Soleil autour de Bon axc. Le lemps de rette Evolution, pour 
an observatcur placd au centre de la Terre, ou le temps de la 
rotation geocentrique , a ete (ixe en dernier lieu par !V1. Lautier 
a 27, 23 jours. M. Nervander ordonne (es «bservations tbermomd- 
triques de Paris en groupes d’apres celte pdriode, et obtient pour 
rlsultat, qu’il existe rdellement une periode semblable pour les fern- 
peratures. La durde n’en etait pourtant pas absolument la m&me; 
en la modifiant jusqu’a ce que )a periodicitd se manifestst de la 
maniere In plus prononc^e par les tempdratures, il obtint une du» 
ree de 27,26 jours. Cette duree approcbe beaucoup de celle trou- 
vee par M. Laugier, et si Ton considere que la d£termination de 
cettc duree au moyen d’observations astronomiques laisse toujours 
une incertitude a cause de la mobilia des tacbes du Soleil, on ne 
peut hesiter a admettre pour la dur^e de la rotation du Soleil le 
nombre fourni par le nieiileur accord des observations m&eorolo- 
giques. 

Nous voyons donc, pour la preniiere fois, ce fait remarquable 
qu’un pbdnomene appartenant a notre Systeme solaire a ete detcr- 
miue, par la met^orologie, la plus vague des Sciences physiques, 
avec une prdcision plus gründe que celle qu’il ait dte possible d’at- 
teindre par des observations astronomiques. 

La superiicie du Solei! offre donc des endroits qui dmetteut 
plus ou moins de chaleur, de maniere que, selon le cote, que nous 
präsente le Soleil, la Terre en re$oit pius ou moins de chaleur, et 
que pendant la durde de notre la marche de la tempdrature cst 
soumise, a la surface de la Terre, au moins deux fois a un abais- 
sement. La limite de cette Variation est de 0°,6 C. Mais ce qui 
prouve que le rdsultat obtenu n’est pas dd ä une cause fortuite, 
mais ä une cause bien ddtermin£e, c’est: 

,,1. Que les observations de Paris et les observations faites 
pendant 50 ans a luspruck donnent la mdme marcbe pdriodique. 

2. Que la premi&re moitil des observations d’lnspruck, calcu- 
16e de la m&me maniere que la seconde moitie , » offre le meine ro- 
aultat. 

3. Que si Ton combine ensemble les premiers semestres de 
cbaque annde, et de rn&me les secouds semestres de chaque ann£e, 

' ils couduisent encore a la meine marche periodiquc. 

L’importance du r£sultat obtenu pour la Science mdtdorologique 
est dvidente, et il ne nous reste qu’a emettre le voeu de voir cette 
dScouverte publiee par M. Nervander dans tous ses details. Nous 
desirons le voir dtendre ses rechercbes a d’autres p^riodes; toute- 
fois il serait indispensable qu’on lui fournit les moyens n£cessaires 
pour dviter, dans un travail de cette importance, cette partie fasti- 
dieuse et purement mdcanique, mais ndanmoins absolument in- 
dispensable, comme l’arrangement et la copie des nombres, leur 
sommation etc.” 
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8atz vom Trapezium. 

(Von Herrn Lebelin, eleve du coll&ge de Dijon.) 

In Taf. V. Fig. 5. sei AB CD ein Trapezium mit den beiden 
parallelen Seiten AB und CD, und E sei der Durchscbnittspunkt 
seiner beiden Diagonalen. Zieht man von E aus mit AC und BD 
die Parallelen EF und EF, , so sind die Dreiecke ABC , CEF 
und ACD , DEF einander ähnlich, und man hat also die folgen* 
den Proportionen: 

AB :AC=xCF:EF, 

AC : CD = EF : CD — CF\ 

aus denen sich nach einem bekannten Satze 

AB.CD=CF.CD—CF , 

also 

AB : AB •+• CD ss CF : CD, 

folglich 


CFz= 


AB. CD 
AB -i- CD 


ergiebt. Ganz eben so ist 


DF, = 


AB. CD 
AB -f- CD' 


Also ist CF ss DF X , und zugleich siebt man hieraus, dass, so lange 
die Grösse der beiden parallelen Seiten des Trapeziums sich nicht 
ändert, wie sich auch die beiden anderen Seiten desselben ändern 
mögen, die einander gleichen Linien CF und DF, constant sind. 

Führt man den gefundenen Werth von CF in die Proportion 

AB : ACz=z CF: EF 
ein, und bestimmt; EF, so erhält man: 

AC. CD 


EF=z 


Aß-h CD 


1.5 


und ganz eben so ist * 


rrr — bd.cd 

EF ' — AB 


CD' 


Also ist 


EF+ EF, = CD . 


Aus allem Vorhergehenden ergiebt sich der folgende Satz: 

Der geometrische Ort der Durcbschnittspunkte der 
Diagonalen aller über derselben Grundlinie beschrie- 
benen Trapeze, ä deren der Grundlinie parallele Seite 
constant ist, und deren beide anderen Seiten eine con- 
stante Summe haben, ist eine Ellipse. 


“V ' 


Digltized by Google 


111 


Die Brennpunkte und: die Hauptaxe dieser Ellipse sind nach 
dem Obigen leicht zu bestimmen. 


Satz vom regulären Octaeder. 

i 

(Von Abelard Servedieu Levy*). Bewiesen von Herrn H. Breton.) 


Wenn der körperliche Winkel S (Taf. I. Fig. 6.) eines 
regulären Octaeders von einer beliebigen Ehe ne A'u C'D 
geschnitten wird, so ist immer 


1 

SA 


1 

SC f 



1 

SR' 


Beweis. Die zu beweisende Relation wird bewiesen «ein, 
wenu man die Richtigkeit der Gleichung 

SA' SC SR -{-SC 

sa .sc — sr.sc 9 

oder die Richtigkeit der Gleichung 

SA*. SC SR. SD' 

SA ’ SC SR- f- SR 

beweisen kann. Non überzeugt man sich aber leicht, dass die 
Grössen auf den beiden Seiten des Gleichheitszeichens die Seiten 
der io die rechtwinkligen Dreiecke A‘ SC’ und DSD' so beschrie- 
benen Quadrate , dass ein Winkel dieser Quadrate mit den rechten 
Winkeln A'SC' und B'SD’ zusammenfällt, ausdrücken. Daher 
kommt der Beweis darauf zurück, die Gleichheit dieser beiden 
Quadrate zu beweisen, was leicht auf folgende Art geschehen kann. 
Die Linie SO , welche als die Durchscbnittslinie der Ebenen ASC 
und BSD nothwendig durch den Durchschnittspunkt 0 ' der Dia- 
gonalen des Vierecks AB' CD' gehen muss, haibirt die rechten 
Winkel ASC und BSD . Also haibirt die Linie SO’ die rechten 
Winkel der Dreiecke ASC' und B'SD'. Da nun aber die Diago- 
nale eines auf die oben näher bezeichnete Weise in ein rechtwink- 
liges Dreieck beschriebenen Quadrats den rechten Winkel dieses 
Dreiecks offenbar halbiren muss, so ist SR sowohl die Diagonale 
des in das rechtwinklige Dreieck A'SC t als auch die Diagonale 
des in das rechtwinklige Dreieck B'SD ’ auf die angegebene Art 
beschriebenen Quadrats, und diese beiden Quadrate haben folglich 
gleiche Diagonalen, sind also einander gleich, w. z. b. w. 


*) A. S. Levy, geboren den 14ten November 1795 zu Paris, war, nachdem 
er sich lange in England und Belgien aufgehalten, zuletzt Professor 
der Mathematik am College Charlemagne zu Paris, tmd starb am 2lsten 
Juni 1841, wegen seiner Kenntnisse, seines ausgezeichneten Lehrtalents 
und seines trefflichen Charakters allgemein geachtet. 
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Berichtigung. 

\ 


\ 



In meinem Aufsätze No. VIII. in diesem Hefte bitte ich 8. 51. 
unten und S. 52. oben die. eine Unrichtigkeit enthaltenden, Worte 
von „Nun ist ober offenbar «<2, #>1/2, «#>1/2, u. s. w. 
bis und folglich um so mehr — « -f- # -h *# -h > 2, d. i. 
X>2” zu streichen, und dafür Folgendes zu setzen. 

tynn ist aber offenbar A x E^zx als die Sehne von T ' T der Pe- 
ripherie kleiner als die Seite des regulären 32ecks, und A x /> = «#, 
als die Sehne von 7 9 7 der Peripherie, kleioer als die Seite des re- 
gulären 3eck8. Die Seite des 32ecks ist bekanntlich 

1/(2 — 1/(2 -f- 1/(2 -f- 1/2))) = 0,1900343 

und die Seite des 3ecks ist » 

1/3 = 1,7320508. 

Daher ist 


«#< 1,7320508 und ,r< 0,1960343 

also w -f - x < 1,9280851 , d. i. «#-f-^r<2, und folglich, weil of- 
fenbar — u-t-v negativ ist, um so mehr — w-!-#Hht#-f-ar<2, 
d. i. X<2. 

Man kann dies aber auch auf folgende Art zeigen. Wenn AB 
(Taf. 1. Fig. 7.) die Seite des lOecks und AD die Seite des 30ecks 
ist, so ist in dem Dreiecke ADF , wie man leicht findet, <ZADF= 
< AFD = 84°, also AD = AF und folglich offenbar die Seite 
x des 30ecks kleiner als die Hälfte der Seite des lOecks. Also ist 
um so mehr x* als die Sehne von 7T der Peripherie, kleiner als 
die Hälfte der Seite des Zehnecks, d. i. 


& < 


1/5 — 1 

5 * 


Ferner ist w , als die Sehne von 
die Sehne von der Peripherie, 
die Seite des Fünfecks ist, so ist 


T 9 7 der Peripherie, 
Da nun bekanntlich 


kleiner als 


^(4-*-^=lA ! r 2 = k T tl 

die Sehne von T * 7 der Peripherie, also 


«#< 


1/5 -f-1 


Weil aber offenbar w<2, #<2 ist, so ist 

V/5-f- 1 1/5—1 


uvtox <2. 2 . 


, d. i. tivtox*C_ 2, 


und folglich der absolute Werth von Z kleiner als 2. Für X=2 
ist aber y= — 2, also Z = — 3, nach der dritten der Gleichun- 
gen 11), was gegen das Vorhergehende streitet. 


l 
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r-tr;i 


Berechnung des Körperinhaltes der 

Prismen. 

• • * ’ . 

- V* ' • 1 • 

* » # 

' » ' , » I * 

Von dem 

♦ 

• * * * 

Herrn Professor W. M a t z k a 

« 1 * k 

• i % \ 

an der k. k. philosophischen Lehranstalt zu Tnrnow in Gulizien. 


lol> 


Die Herleitung des Ausdrucks für den Korperinhalt der Pris 
men, wie sie in den, mir bekannten Lehrbüchern gegeben wird, 
vermag durchaus nicht mich zufrieden zu stellen, weif die ihr zu 
Grunde Hegende Untersuchung, unter was für Bedingungen pris- 
men gleich sind, überall mehr oder weniger mühselig durch aller- 
hand particuläre Fälle und Verwandlungen sich hindurchzieht, und 
die Beweise der Proportionalität der Prismen entweder nur obenhin 
oder gegenteilig schleppend gegeben werden. Ich will hier zei 
gen, wie sich diesem Mangel der Stereometrie gründlich abhelfen 
Hisst, und zwar nach zwei Verfahren, von denen das erstere neu 
und entschieden kürzer ist, und das zweite mehr an das übliche 
siqh anschHesst. 


Ci.» 


Erstes Verfahren, 


t *.<i *. , * j • 


i • 

»J .< 


• O" «. 
> * ‘ 


— — **v ; 

\ 4 I »' * 


’ * A. Vergleichung der Prismen.’ •* • * 

I n ^ . * 

» » » • r * , * t 

§ 1. Hauptlehrsatz. J. Prismen von gleichen Seiten und 

„ congruenten Querschnitten*) sind gleich. 

*' • 'Beweis. Man erweitere die ( prismatischen ) Seitenflächen 
der Prismen ACEace und A' (JE'a'c! e (Taf. II. Fig. 1.), führe ganz 
ausserhalb der Prismen Querschnitte, und bringe diese, da sie 

mmm * f * »i» 

") l)ic Durchschnittsfigur einer Ebene, welche eine; also auch sfimmt- 
liche Seiten einer prismatischen Fläche oder eines Prisma schneidet, 
nenne ich kurz einen Querschnitt oder Schrägschnitt, je nach- 
dem die Ebene auf den Seiten senkrecht oder schief (schräg) steht. 

Th eil VI. 8 
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der Annahme gemäss congruent sind , dergestalt mit einander über* 
ein, dass die Prismen selbst auf verschiedene Seiten dieses ge- 
meinschaftlichen Querschnittes afiyÖs zu stehen kommen. Dann 
fallen, weil in einem Punkte aut einer Ebene nur eine einzige 
- Gerade senkrecht sein kanu , die auf dem gemeinsamen Querschnitte 
senkrechten Seiten, also auch die durch sie gehenden Seitenebenen 
und sofort selbst die prismatischen Seitenflächen der Prismen 
überein; und es entstehen zwei, im Allgemeinen, .nicht parallel 
abgeschnittene Prismen ACEA* OE' uud acea'ö'e' , deren Con- 
gruenz sich leicht nachweisen lässt. 

r* „Denn 1) weil die Seiten, An und A'a der Prismen gleich* 
fang vorausgesetzt worden sind, müssen, wenn inan zu jeder von 
zweien in einerlei Geraden liegenden solchen Seiten, wie Au und 
A'a., das zwischen ihnen belindliche Stück aA' addirt, die als 
Summen entstehenden Seiten , AA' und au', welche in einerlei 
Geraden liegen, einander gleich sein; also AA' — aa' und ebenso 
BB' = bb', CO = er / , . . . . Ferner sind 2) die parallelen Grundkan* 
ten der ursprünglichen Prismen gleich, wie Alt— ab, Ba—bc, ...., 
A'B' — u'b B' C ~ b'c', ...*.. Daher sind 3) in den nicht parallel 
abgeschnittenen Prismen ACEA r C E' und acea'cfe' die Seiten* 
und Grundkanten , paarweise verglichen , gleich gerichtet und gleich- 
lang; mithin müssen auch die Winkel jedweder zwei Paar gleich- 
gerichteter Kanten gleich sein, wie ÄBB' ~abb l , ß'BC=b > bc, 
ABC—abe ,.... Endlich 4) sind an ihnen auch die ; Winkel der 
gleichgestreckten Ebenen gleich, wie die Grundkantenwinkel an 
AB und ab, und wie die Seitenkantenwinkel an AA' und aa 1 . 
Denkt man sich daher die beiden nicht parallel abgeschnittenen 
Prismen ACEA' CE ’ und acea'c'e' dergestalt zu einander gebracht, 
dass zwei gleiche Kanten, AA 1 und aa, und ihre gleichen Kanten- 
winkel überein fallen; so kommen auch die, diese Kanten bildenden 



par 

acea'c r e r w 


Heim ii j mit riuaimvi umuiciii ^ vui jl i ioiiiu 

ird gleichsam zwischen der sie beide einhüllenden pris- 
matischen Fläche Ab' Cd' Ea', um die Länge einer Seite Aa oder 
A'a ' der ursprünglichen Prismen, von a nach A geschoben und 
füllt sonach (fas andere Prisma ACEacc ganz aus. Weil nun in 
dieser Lage der nicht parallel abgeschnittenen Prismen ACEA' OE! 
und acea'c'e' jedweder Unterschied zwischen ihnen aufgehoben er- 
scheint, so sind sie congruent. — - Zieht man demnach von deusel- 
selben das ihnen gemeinschaftliche eben solche Prisma aceA' OE', 
oder sie selbst von dem ganzen Prisma ACEa'c'fi' ab; so müssen 
die Reste, welche eben jene mit einander zn vergleichenden ur- 
sprünglichen Prismen ACEace und A'CE'a'c'e' sind, gleich 
gross sein, . ; ^ % 


$. 2. Lehrsatz . //. Prismen von gleichen Seiten und 

Querschnitten sind gleich. 

Beweis. Können die gleichen Querschnitte 
1) entweder als Aggregate oder als Unterschiede con- 
gruent e r Vielecke dargestellt oder dadurch erzeugt werden, 
dass einige stückweise congruente Vielecke vereint und andere da- 
von abgetrennt werden; so lege man durch die Geraden, welche 
die gleichen Querschnitte als Zusammensetzungen oder Ueberreste 
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congruenter .Vielecke vorstellen , Ebenen zu den Seiten der Priemen 
parallel, bis sie in die* wo nöthig erweiterten , Grundebenen ein- 
schfieiden. Dann erscheinen auch die Prismen selbst aut’ die oem- 
liclie Weise als Summen oder Reste von gleichlangen Prismen 
mit congruenter» Querschnitten , also vermöge §. 1. von gleichgrossen 
Prismen, und sind daher gleich. 

2) Sind die Querschnitte Dreiecke oder Parallelogramme, 
folglich die Prismen dreiseitig oder Parallelepipede , und haben 
die Querschnitte a) eine Seite gleich, also wegen ihrer eigenen 
Gleichheit auch die, der Seite als Grundlinie ungehörige, 'Höhe 
gleich; so können sie bekanntlich leicht als Summen oder Diffe- 
renzen congruenter Dreiecke oder Trapeze vorgestellt werden*), 
daher sind die Prismen, vermöge 1), einander gleich. Haben aber 
b) die als Querschnitte vorkommenden zwei gleicheu Dreiecke oder 
Parallelogramme keine Seite gleich; so kann man zur Hilfe ein 
drittes Dreieck oder Parallelogramm construiren, welches beiden 
gleicht und mit jedem eine Seite gleich hat.**) Bildet man dann 
über diesem als Querschnitt ein eben so langes Prisma wie die 
zwei verglichenen; so sind diese einzeln, vermöge a), ihm gleich, 
also auch einander selbst gleich. 

3) Sind die Querschnitte der Prismen Vielecke, die sich 
in einder verwandeln lassen; so können sie nicht bloss,' 
wenn durch solche Verwandlung zunächst nur eine Seite wegge- 
bracht wird, sondern auch, weil dies sich wiederholt, ganz allge-: 
mein als Summen oder Unterschiede theils von congruenten Viel- 
ecken, tbeils von gleichen Dreiecken oder Parallelogrammen darge- 
stellt werden. Mithin sind auch die Prismen selbst gleich, da sie 
als eben solche Summen oder Unterschiede von Prismen die ver- 
möge 1) und 2) gleich sind, sich vorstellen lassen. 

4 ) ' Seien endlich die gleichgrossen Querschnitte Q, Q' zweier 
gleichlanger Prismen jP, jP was immer für Vielecke von 
gleich- oder ungleichviel Seiten.. Man denke sich diese 

gleichen Querschnitte nach und nach in Dreiecke oder Parallelo- 

» * 

, . i 

# * • i i 

*) Für Parallelogramme ersieht man dies aus den gewöhnlichen Lehr- 
büchern nach Euklid. Elem. I. 85, oder einfacher nach Leslie aus Vega’s 
Vorlcs. über Math. 7. Anfl. verbessert v. Matzka. 2. Bd. §. 889 ; für Drei- 
ecke aus Ger wien’ s sinnreicher Zertheilung gleicher Dreiedke in con- 
gruente Stücke, in Crelle’s Journal Bd. X. S. 228, oder im Archiv. 
4. Theil. S. 237. 

**) Diese planimetrische Hilfsaufgabe lässt sich wie folgt ein-^ 
fach lösen. 

Denkt man sich (Taf.Il.Fig. 2) zu dem einen Parallelogramm ABCD 
das gleiche so gebracht,, dass eine Spitze A derselben übereinfalic, eine 
Seite Ab längs der anderen AB liege und das Parallelogramm selbst 
zum Theil anf das erstere in die Lage Abcd komme , so müsste Ab und 
AB ungleich sein. Sei Ab die kleinere; dann muss dus über ihr zwischen 
den nemiiehen Parallelen AB und CD wie ABCD liegende Parallelo- 
gramm Abcb ^ ABCD, also auch ^ Abcd sein, folglich die aus A aus- 
gehende Seite Ad die CD in b schneiden. * Der um A mit dem Halb- 
messer Ad beschriebene Kreisbogen schneidet demnach die CD in zwei 
Punkten, von denen einer S. Führt man nun die AS , welche — Ad, und 
By || AS, so ist AByS das geforderte Parallelogramm ; denn cs UL— ABCD, 
daher auch —Abcd, und hat mit jenem die Seite AB und mit diesem 
die Seite Ad— AS gleich. 
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gramme q , q' verwandelt, die demnach ebenfalls gleich werden 
müssen, und stelle sich über diesen dreiseitigen oder patullelo- 

f ram mischen Querschnitten q, q' eben so lange Prismen p, p’ vor. 

lann ist vermöge 3), wegen q—Q und q' — Q\ auch p — JP und 
p‘ — P. Allein wegen q — q‘ ist nach 2) auch noch p ~p\ daher 
muss auch P—P 1 sein. 

Der behauptete Lehrsatz gilt demnach völlig allgemein. 

B. Proportionalität der Prishien. 

§.3. Lehrsatz. I. Prismen von gleichen Seiten sind ihren 
Querschnitten direct proportional. 

Beweis. Man denke sich zwei den Querschnitten Q, n der 
gleichiangen Prismen P y p congruente oder gleiche Vielecke Q 1 , q* 
mit einer Seite oder einem Theil derselben an und neben , jedoch 
ganz ausser einander gelegt, so dass sie, wenn man diese gemein 
schaftliche Seite auslässt, zusammen ein Vieleck = Q / -f-y / aus- 
machen. Nimmt man nun dieses Vieleck zum Querschnitt eines 
eben so langen Prisma, so muss der durch die wiederhergestellt 
gedachte gemeinsame Seite gehende Diagonalschnitt das Prisma 
m zwei Prismen P, p' von den Querschnitten Q', q' zertheilen, 
welche den Prismen P, p gleich sein müssen, weil sie mit diesen 
die Querschnitte und Seiten gleich oder congruent haben. Das den 
Querschnitt Q' -J- q* = Q -f- q enthaltende Prisma P 1 -\-p i ist also 
= P+i>, d. h. zur Summe der Querschnitte Q y q gehört bei glei- 
chen «Seiten die Summe der ; zugehörigen Prismen P, p; mithin 
sind die gleichlangen Prismen ihren Querschnitten direct proportio- 
nirt, nemlich P:p = Q:q. *) 

§. 4. Lehrsatz II. Prismen von gleichen Querschnitten 
sind ihren Seiten direct proportional. 

’ ' i . 

Beweis. Seien P, p irgend zwei Prismen von gleichen 
Querschnitten, und S y s ihre Seiten. Man denke sich eine pris- 
matische Fläche von einem eben so grossen Querschnitte, auf 
ihrer unbestimmt langen Seite die Seiten S und s nach einander 
abgetragen, folglich m ihre Summe «S-fs vereint, und endlich 
durch die erhaltenen drei Aultragepunkte parallele Ebenen geführt 
Dadurch erhält man an der Seite S-f-« ein Prisma, das aus zwei 
Prismen besteht, welche den Prismen P und p einzeln gleich 
sind , weil sie mit ihnen Querschnitt und Seite gleich haben , ; und 
das daher = P-\-p ist. Zur Summe jeder zwei Seiten gehört dem* 


*) Diese kurze und gründliche Beweisführung über die directe Pro- 

S ortionalität zweier zusammengehöriger Gattungen von Grössen acheint 
en mathematischen Schriftstellern und Lehrern nur wenig bekannt .’eq 
sein, da ich sie bloss in La Place Mecamquc co loste. vol. 1 . pag. 15 
an^edeutet und in Dr. Jos. Knar’g, Prof, der Mathematik an der Grätzer 
Universität, Änfan^sgründen der reinen Mathematik, 2 Theile. Arith- 
metik nnd Geometrie. Grätz, hei Damian und Sorge. 1829, im §. 528 
des 1. Theils erwiesen, und in den §§. 260, 261, 399 , 670 , 671 des 2. 
Theils angewendet finde. Dieses kleine österreichische , ja sogar nur 
«tcyerieche , Werkehen übertrifft, besonders in der Gründlichkeit und 
Systematik der Behandlung seines Gegenstandes, sehr viele derartige 
Schriften , und verdient duhcr mehr gekannt und nachgeuhmt zu werden. 
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nach bei gleichen Querschnitten die Summe der zugehörigen Pris- 
men; mithin sind Prismen von gleichen Querschnitten ihren Seiten 
direct proportional, nemiich P:p = S:s. 

§ 5. Hauptlehrsatz. Prismen überhaupt sind ihren Quer 
schnitten und Seiten zusamm en ge s etzt direct propor- 
tional; oder: Prismen überhaupt stehen im zusammen- 
gesetzten geraden Verhältnisse ihrer Querschnitte 
• **» • 'i und Seiten. . . . 


* >v i 


Denn Sie sind*, nach 61 3., bei gleichen Seiten! ihren Quer- 
schnitten, und nach §. 4;, bei gleichen Querschnitten, ihren Seiten 
direct proportional, daher *) überhaupt ihren Querschnitten . : und 
Seiten zusammengesetzt direct proportional. . f 

Haben demnach die Prismen P, p die Querschnitte Q, q und 
die Seiten S, s, so ist 


.■.i P *'P Q «, q\\ *• * .<« « 

Ä i i ) . 




% • * w »4 . ; * , . » , i t j 

§; 6 Folgesatz. Prismen überhaupt verhalten sich zu 
einander wie die Producte der Zahlwerthe **) ihrer 
! ‘i .» •' , Querschnitte und Seiten. ■ • 

, ( I>enn behält man wie üblich -die gewählte Bezeichnung der 
Querschnitte und Seiten auch für ihre Zahlwerthe bei, so gilt die 
angesetzte Proportion, da man in jedem Verhältnisse von (gleich- 
artigen) Grössen anstatt dieser ihre {auf einerlei Messeinheit 
bezogenen) Zahlwerthe einsetzen darf, auch jetzt noch. Da aber 
lassen sich die beiden Zahlenverhältnisse durch Multiplication zu- 
saixwiensetzen , und man erhält die behauptete Proportion . 

PipzzzQSiqs. 


< i I ’< i* 


• * * * i »« 

C. Messung des Raumes eines Prisma. 

* . * « , 

§. 7. KörpereinheiL Zur Messeinheit der Körper setzt man ge- 
wöhnlich ein Prisma fest, dessen Seite die Einheit der Längen 
und dessen Querschnitt die Einheit der Flächen ist Fast durch- 
gehends nimmt man dazu den Würfel, dessen Seite die Längen- 
einheit ; ist , oder die sogenannte cubirte Längeneinheit. 

§ 8. Messung oder Ausdruck des Inhalts der Prismen. Der 
Rauminhalt eines Prisma gleicht dem Producte der 
Zahl werthe des Querschnittes und der Seite des- 
selben. 

* > * 

Denn lässt man in der letzten Proportion die Zeichen der 
Räume der Prismen, wie es erlaubt ist, auch die Zahlwerthe, die 
R aum- oder Körperinhalte, der Prismen vorstellen, und 
nimmt man jenes Prisma zur Körpereinheit, also seinen Zahl- 


*) nach Knar Arithmetik §. 532. 

**) gewöhnlich, jedoch grammatisch unrichtig, Zahlenwcrtlic , und 
rohi eigentlich Wcrthzahlcn? 


/ 
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werth P— 1, dessen Querschnitt den Zahlwerth Q = 1 «und die 
Seite den Zahlwerth S=1 hat: so geht diese Proportion in 

•»■ •• • • 

1 : p = 1.1 : qs 

über, und daraus folgt p =■ qs. . 

' * • 

D. Einführung der Grundebene und Höhe der Prismen. 

» .«i* . • • . . 

§. 9. Leitender Lehrsatz. In jedem Prisma verhält sich 
der Querschnitt zur Grundebene wie die Höhe zur 
Seite; oder: ln jedem Prisma ist das Product aus den 
Zahl werthen des Querschnittes und der Seite gleich 
dem Producte aus den Zahlwerthen der Grundebene 

und Hübe. 


Denn führt man, da in einer prismatischen Fläche alle par- 
allelen Schnitte congruent ausfallen müssen, in einem Prisma 
ACca (Taf. 11. Fig. 3.) den Querschnitt u ßyS, so dass er eine 
Grundebene desselben, AB CD, in der Geraden KL schneidet; 
so 1 ist er jederzeit die (winkelrechte) Projection jeder Grundebene 
auf einer auf den Seiten des Prisma senkrechten (Projections -) Ebene. 
Projicirt man nun auf die Durchschnittslinie der Grundebene und 
ihrer Projection — des Querschnittes — sämmtliche ihrer Spitzen ; 
so haben die Spitzen a, ß, y, <5 des Querschnittes mit denjenigen 
Spitzen A, B, C, D der Grundebene, deren Projectionen sie sind, einer- 
lei Projectionen a„b,C, b, und die Projicienden a<t, 0b,;yc, 6b der ersteren 
Spitzen sind selbst die Projectionen der Projicienden Aa, Bb, Cc, 
lib der letzteren Spitzen aui der Ebene des Querschnittes. — Durch 
diese Projicirenden werden beide Vielecke in einerlei Weise als 
Aggregate oder Unterschiede theils von rechtwinkligen Dreiecken, 
theils von rechtwinkligen Trapezen dargestellt. Jedes solche Be- 
standstück des Querschnittes, wie Eaa , a«6ö, ist zugleich die Pro- 
jection des analogen Bestandstückes EaA, aADb der Grundebene, 
mit dem es in der Durchschnittslinie KL eine Seite gemein hat. 
Daher verhält sich jedes rechtwinklige Dreieck EaA der Grund- 
ebene zu seiner Projection Eaa, wie seine projicirte Kathete aA 
zu ihrer Projection oa; und jedes rechtwinklige Trapez aADb der 
Grundebene verhält sich zu seiner Projection aa6b wie die Summe 
aA -f bD seiner parallelen Seiten zur Summe aa -f 56 ihrer Pro- 
jectionen. — Allein diese projicirten Seiten der Stücke der Grund- 
ebene bilden mit ihren Projectionen, mit denen sie insgesammt 
auf der Durchschnittslinie KL der Grundebene und des Querschnittes 
senkrecht sind, den spitzen Winkel dieser zwei Ebenen ;' mithin 
auch den spitzen Winkel jeder zwei auf diesen Ebenen senkrechten 
Geraden, wie der Höhe AH mit einer Seite Aa des Prisma, 
deren Projection sie ist. Ferner sind unter einerlei Winkel pro- 
jicirte Geraden ihren Projectionen proportional. Mithin: so wie 
sich die Seite Aa des Prisma zu dessen Höhe AH , ihrer Pro- 
jection, verhält, eben so verhält sich jede projicirte Seite jeg- 
lichen Stückes der Grundebene — oder beziehlich jede Abthei- 
lungslinio der Grundebene — zu ihrer Projection; daher auch, dem 
Obigen gemäss, jedes Stück ( rechtwinkliges Dreieck oder Trapez) 
der Grundebene zu seiner Projection auf dem Querschnitt; mithin 
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verhält sich auch eben so die ganze Grundebene AB CD zu ihrer 
Projektion, dem Querschnitt aßyö; nemlich An: AH — AB CD-kxßyb, 
oder auch aßyS : A B CD —Ali: An. 

Bezeichnet man nun den Zahlwerth (Flächeninhalt) des Quer- 
schnittes mit q, jenen der Grundebene mit b, dann den Zahhverth 
(die Länge) der Höhe mit a und jenen der Seitenkante mit s ; so 
gibt diese Proportion , durch Einführung der Zahhverthe 1 ihrer 
Glieder, die folgende q : b — a i s, daher die Gleichung* 

.. - i " 

qs = ab. 




§. 10. Gewöhnlicher Ausdruck des Rauminhaltes der Prismen. 
Der Rauminhalt eines Prisma gleicht dem Producte 
der Zahhverthe der Grundebene und der Höhe. 

Denn vermöge §. 8. ist des Prisma Rauminhalt p~qs, und 
nach §. 9. das Product qs — ab , daher auch p — nb. 


Zweites V erfahren. 


, A. Vergleichung der Prismen. 

§. 1. Hauptlehrsati. i. Wie oben im ersten Verfahren. §. 1. 

§.2. Lehrsatz. II. Paral 1 elepipede von gleichen Grund 
ebenen und H ö h e n s i n d g I e i c h. 

ß e vv e i s. I) Haben die Paral lelepipede ACEG 
und aceq (Taf. 11. Fig.4 a u.4*) auch noch die Grün d kanten 
AB und ab , und daran die Kantenwinkel gleich; so sehe 
man sie als Prismen an, deren Seiten diese gleichen Kanten und 
deren Gruudebenen die von ihnen geschnittenen Begrenzungsebenen 
AH, jBG und ah, bq sind, und führe auf denselben Seiten senk- 
recht die Querschnitte KLMN und klmn , endlich noch aus den 
gleichliegenden Spitzen N und n die nothwendig in die Ebenen 
der Querschnitte lallenden Höhen NP und np , weil jene Ebenen 
und diese Geraden durch einerlei Punkt gehend auf den ( ursprüng- 
lichen) Grundeheneu AC, ac zugleich senkrecht stehen. — Diese 
Querschnitte nun sind, als Schnitte in parallelepipedisehen Flächen, 
Parallelogramme und aus folgenden Gründen einander congruent 
Die Winkel an K, k sind* weil ihre Ebenen, also auch ihre Schen- 
kel, auf den Kanten AB, ab senkrecht stehen, die Winkel an 
diesen Kanten, also der Annahme gemäss gleich ; daher haben die 
Parallelogramme sammtliche Winkel stückweise gleich. Die nach 
der Voraussetzung gleichen Höhen NP , np sind auf den Grund- 
ebenen AC, ac senkrecht, folglich auch auf den durch ihre Fuss- 
punkte gehenden Geraden KL und kl dieser Ebenen, und sonach 
an P und p rechte und dess wegen gleiche Winkel. In den Drei- 
ecken NPK und npk sind demnach NP—np,.K—k,P~p, 
nemlich eine Seite und zwei Winkel gleich; daher siud sie selbst 
congruent. und die Seite KN~kn. Endlich sind die auf deu Sei- 
ten oder Grundlinien ALß, ab der Parallelogramme AC, ac senk- 
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rechten Geraden KL, kl die Hohen dieser Parallelogramme, Die 
selben Parallelogramme AC, ac sind aber die nach der Annahme 
gleichen Grundebenen der Parallelepipede , und haben der Voraus 
Setzung gemiiss die Grundlinien AB , ab gleich ; also müssen sie 
auch die Hohen KK, kl gleich haben. Mithin sind in, den par- 
ailelogrammischen Querschnitten KM, km zwei zusammenstossende 
Seiten KL, KM und kl, km einander gleich; daher, weil nach 
dem Früheren auch alle, ihre Winkel stückweise gleich sind, müs- 
sen diese Parallelogramme und respective Querschnitte KM und 
km selbst congruent sein. — Die parallelepipedischen Prismen 
AHBG, ahbg haben demnach vermöge der Voraussetzung die 
Seiten AB, ab gleich , und nach dem Erwiesenen die Querschnitte 
KM, km congruent;- mithin sind sie, zu Folge §. I., einander gleich. 

2) i Haben die Parallelepipede A CEG und aceq (Taf. 11. Fig. 4 a u. 4J') 
die Grundebenen AC, ac und die Höhen gleich, ohne dass der 
vorher in 1) betrachtete Fall eintritt: so construire man erstens 
zu den zwei gleichen Parallelogrammen A C, ac ein drittes ihnen glei- 
ches ac, (Tai. II. Fig. Aß), das mit jedem aus ihnen eine Seite gleich 
hat, nemlich ab = AB und bc=bc,*) und führe dazu , als zu einer 
Grundebene, in dem der Höhe N1 J gleichen senkrechten Abstande 

r n eine unbestimmt weit ausgedehnte Ebene nh parallel; zw ei- 
en s übertrage man den auf der Grundkante AB senkrechten 
Querschnitt KM an die gleiche Grundkante ab als Querschnitt km, 
oder auch nur den Winkel -{*) LKN der Kante AB au die Kante 
ab in den Winkel Ikn , und lege durch ab und kn die Seitenebene 
af, dann zu ihr parallel durch cd die Seitenebene dg; endlich 
drittens übertrage mau eben so von der Kante bc an die gleiche 
bc entweder den Querschnitt qr nach qr oder den Kantenwinkel-}-) 
q nach q, und führe durch bc unter dem Winkel q = q gegen ac 
geneigte die Seitenebene bg und dazu parallel durch ad die Ebene 
ah . Dann begrenzen die durch diese drei Vorgänge erhaltenen 
drei Paar parallelen Ebenen ein neues Parallelepiped aceg. Mit 
diesem hat nun jedes der zu vergleichenden Parallelepipede ACEG „ 
und aceg , ausser der Grundebene und Höhe auch noch eine Grund- 
kante und daran den Winkel 4*) gleich, daher sind sie ihm ein- 
zeln, nach dem ersten Falle, folglich auch einander selbst gleich. 

. • * 


*) nach der Note **) zu 2) in obigem §. 2. 

+) Kritische Leser fühlen gewiss mit mir an dieser Stelle die bereits 
von H. Wolf im Archiv. Theil 3. Heft 4, Seite 416. angeregte Noth- 
wendigkeit, die Abweichung oder Verschiedenheit , welche bei zwei Gera- 
den an ihrem Dnrchschnittspunkte „Winket“ heisst, bei zwei Ebenen, an 
ihrer Durchschnittslinie anders, aber wie? zu nennen, so wie 
a. B.. das, was bei Geraden Richtung, bei krummen Linien Sinn 
heisst, bei Ebenen Streckung oder ihr Streichen genannt wird. 
Von den a. a. O. citirten Benennungen taugt schlechterdings keine. Viel- 
leicht konnte und wollte einer unserer Koryphäen unter den Sprach- 
forschern', etwa Herr Graff aus seinem preisswürdigen „althoch- 
deutschen Sprachschätze“ — mit einem passenden ein- oder höchstens 
zweisilbigen Wurzelnaraen den Geometern helfen. — Ich benutze zugleich 
die Gelegenheit, um darauf aufmerksam zu machen, dass eben so in 
der analytischen Goniometrie, wenn man, strenge Wissenschaftlichkeit 
erstrebend, aus den Winkeln den überflüssigen Kreisbogen herauswirft, 
für den fast immer stillschweigend als Einheit zu Grund gelegten Winkel 
eine pusslichc Benennung Noth tliut. Gewöhnlich bestimmt man ihn da- 
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Anmerkung . Wie man * ohne Berufung auf §. 1. oder vielmehr 
dienen in den Bewein einflechtend , die Gleichheit von Parallele' 
pipeden Nachweisen könne , habe ich bereits im 4. Bande des 
Archivs. Heit 3. S. 362. gezeigt.. 

§.3. Besonderer Fall . Ein Parallelepi ped wird durch 
jede Diagonalebene in zwei gleiche dreiseitige Pris- 
men zertheilt 

Denn denkt man sich in dem Parallelepipede ADFHBCFG 
(Taf. II. Fig. 4“. ) die Diagonalebene CDEF , so schneidet diese 
den Querschnitt KLMN, der bekanntlich ein Parallelogramm ist, 
in der Diagonale LN, und diese theilt den Querschnitt in zwei 
congruente Dreiecke LKN und LMN. Die beiden dreiseitigen 
Prismen, in die das Parallelepi ped zerlegt wird, haben demnach 
die Querschnitte congruent und die Seitenkanten gleich; mithin 
sind sie nach §. 1. einander gleich« 

B. Proportionalität der Parallelepipede. 

/. Bei gleichen Höhen. 

4. Parallelepipede von gleichen Höhen sind ihren 
Grundebenen direct proportional. 

Denn verwandelt man die als Gnindebenen irgend zweier 
Parallelepipede p, P vorkommemleu Parallelogramme b , B zuerst 
so, dass sie eine Seite oder die Höhe gleich haben, nachher aber 
noch so , dass sie einerlei Winkel besitzen ; so kann man die ent- 
stehenden ihnen gleichen Parallelogramme h\ B ' an jener gleichen 
Seite oder zwischen zweien um die gleiche Höhe abständigen 
Parallellinien dergestalt ah einander rucken, -dass sie nur ein 
Parallelogramm b' -f B' = b -f- B ausmachen. Auch kann man nach 
einem minder bekannten Satze des Pappüs ( lib. 4. ptop. 1.)*) die 
Parallelogramme b, B unter Einem in Zwei andere b ' , B' von 
einerlei Winkeln verwandeln und in ein Prarallelogramm vereinen, 
dessen eine Seite oder ein Winkel wählbar ist. Legt man dann 
durch die Seiten des zusammengesetzten Parallelogramms b ' -f B 
als einer neuen Grundebene, und durch seine Trennungslinie, 
Seitenebenen paarweise parallel, und in einem der Höne der 
Parallelepipede p, P gleichen Abstande von ihm die zweite Grund* 


durch, das« der Kreisbogen desselben seinem Halbmesser gleicht; er 
kann aber bei solchem Vorgänge — wovon ein anderes Mal — als die 
Grenze des Quotienten eines unendlich abnehmenden Winkels durch sei- 
nen Sinus oder durch seine Tangente erklärt Werden. Diesen Winkel nun, 
möchte ich, in Anbetracht, dass er völlig bestimmt und zugleich spitz 
sein muss, so wie man das Neunzigstel des rechten Winkels .. Grad “ 
nennt, mit dem kurzen veralteten Namen „der Gehren li (franzüs. 
le chanteau) bezeichnen. Man lese über dieses Wort die Wörterbücher 
Ton Adelung, Heinsius , Heyse, tt. a. , und ich hoffe, man werde cs - 
passend Anden. Neue angemessene wissenschaftliche Benennungen schaf- 
fen ist zwar, weil sic nicht jedermann gefallen, misslich; allein sie 
ganz entbehren oder unpassende gebrauchen müssen, ist peinlich. 

*) Van Swinden Geometrie. Buch 2. §. 91. Teilkampf Vorschule. 
Geometrie. Cap. 5. §. 262. 7. 
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ebene parallel, so entsteht* ein Parallelepiped , da» aus zweien 
zusammengesetzt ist, welche einzeln den Parallelepipedeu P 
gleichen, weil sie mit ihnen Grundebene und Höhe gleich naben 
.( §. 2. ). Der Summe b -f B jeder zwei Grundebenen b , B entspricht 
«emnach bei einerlei Höhe die Summe p-\-P der ihnen angehörigen 
Parallelepipede p , P; mithin sind gleiche Parallelepipede ihren 
Grundebenen geradezu proportional, nemlich p:P=b:B. 

II. . Bei gleichen Grundebenen. 

§.5. Parallelepipede auf gleichen Grundebenen sind 
ihren Höhen direct proportional. 

Denn von was immer für zwei Parallelepipedeo p, P ober 
gleichen Grundebenen trage man die* Höhen «, A unmittelbar nach 
einander in eine Gerade a-f-A zusammen; errichte auf dieser in 
den aufgetragenen drei Punkten Ebenen senkrecht, also unter sich 
parallel; construire in einer solchen Ebene ein den gleichen Grund- 
ebenen gleiches Parallelogramm; und lege endlich durch dessen 
Seiten paarweise parallele Ebenen. Bei solchem Vorgänge entsteht 
über der Höhe a j-A ein Parallelepiped, das aus zweien zusam- 
mengesetzt ist, die mit den beiden gegebenen p, P Grundebene 
und Höhe gleich haben, also ihnen stückweise gleich sind (§. 2.)^ 
Bei gleichen Grundebenen gehört demnach zur Summer a -J- A 
jeder zwei Höhen a, A die Summe p \ P deT zugehörigen Par- 
allelepipede p , P; mithin sind Parallelepipede über gleichen 
Gnmaenenen ihren Höhen direct proportion irt, nemlich p: a:A. 

I* * . 

, , III. ,JJ überhaupt. 

§. 6. Parallelepipede sind überhaupt im Zusammen- 
gesetzten Verhältnisse aus den geraden Verhält- 
nissen ihrer Grundebenen und Höhen;’ 

oder: Parallelepipede verhalten sich wie dieProducte 
der Zahlwerthe ihrer Grundebenen und Höhen. 

Denn sie sind nach §. 4., bei gleicher Höhe, ihren Grund- 
ebenen, und nach §. 5., bei gleichen Grundebenen, ihren Hohen 
direct proportional; mithin überhaupt ihren Grundebenen und 
Höhen zusammengesetzt direct proportionirt. 

Haben demnach die Parallelepipede p, P die Grundebenen b, B 
und die Höhen a, A , so ist 

p : P-b : B) 
a : A ) 

Benützt man die Bezeichnung der Grundebenen und Höhen 
auch für ihre Zahlwerthe, so darf man in der noch bestehenden 
Proportion die beiden Zahlenverhältnisse mittels Multiplication 
zusammensetzen, und man erhält 

p : P — ab : AB. 

4 » 

• * , ^ 

C« Messung des Raumes eines Prisma. 

6. 7. Körpereinheit. Zur Einheit der Körper W’ählt man gewöhn- 
lich ein Parallelepiped , dessen Höbe die Linieneinheit und dessen 
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.Grundebene die Flächeneinheit ist. Fast immer ertheilt man ihr 
die Gestalt des Würfels, dessen Seite die Längeneinheit ist. 

§. 8. Messung des Par alle lep ipeds. Der Rauminhalt eines 
ParallelepipedsgleichtdemProductedfcrZahlwerthe 
der Hohe und Grundebene desselben. 

Denn bedeuten in der letzten Proportion die Zeichen der Par- 
allelepipede, wie es ^erstattet bleibt, auch die Zahlwerthe, die 
Raum - oder Kürperinhalte der Parallelepipede, und nimmt man 
dasjenige Parallelepiped zur Körpereinheit, also seinen Zahlwerth 
dessen Höhe die Länge A^l, und dessen Grundebene 
den Flächeninhalt B — 1 hat; so verwandelt sich die Proportion in 

p :'l = ab : 1 . 1 , 

folglich ist ' p = ab. 

, * 

§. 9. Messung jedes Ih'isma. Der Rauminhal t eines Prisma 

ist das Product der Zahlwerthe seiner Höhe und 

* 

Gruhdebene. 

^ • • . . • t > , • j 

Denn ist das Prisma 

1) dreiseitig und seine Grundebene 6, so kann es vermöge 
6. 3. als Hälfte eines eben so hohen Parallelepipeds über der 
doppelten Grundebene, 26, dargestellt werden, dessen Inhalt also 
=t£o.a, daher der seiuige = ab ist. < 

2) Jedes andere Prisma aber lässt sich in eben so viele 
dreiseitige Prismen als seine Grundebene 6 in Dreiecke zerlegen. 
Mithin ist sein Inhalt p die Summe der Producte der gemeinsamen 
Höhe a aller dreiseitigen Prismen in gesammte Grunddreiecke, 
also auch das Product des gleich bleibenden Factors, der Höhe a 
des Prisma, in die Summe der Grunddreieke , d. i. in die Grund- 
ebene 6 des Prisma; folglich p — ab. 


» > • . 
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XXX. 

Beweis und Berichtigung des im 4. 
Bande des Archivs, 3. Heft, 8. 332, 
Ar. XXXV, Satz 2, vorgelegten Lehr- 
satzes. 

\ 

K " 

V o n dem 

Herrn Professor W. Matzka 

an der k. k. philosophischen Lehranstalt zu Tamow in Galizien. 


Der Inhalt dieses zum Erweise vorgegebenen Satzes ist kurz 
folgender : 

Eine dekadische Zahl D=10N+A ist durch eine eben 
solche d=10nAra theilbar, wenn An + aN dadurch theil- 
bar ist. 

Beweis. Durch die Zahl d ist offenbar ihr Vielfaches Nd theil- 
bar, daher auch der ihm gleiche Ausdruck N(10n4za)-\-An — An 
^n(\0N A) ±aN — An = nD — ( Anir aN). Ist nun An^faN 
durch d theilbar, so muss dies auch nD sein. Wenn demnach 
n und d y also, weil rf^lO/i + a ist, auch n und a, keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler besitzen, muss sicher D durch d 
theilbar sein. 

Allein! falls n und a, daher auch n und rf, einen gemein- 
samen Theiler haben, folgt daraus, dass nD durch d theilbar sein 
muss, keineswegs nothwendig, sondern nur etwa zufällig, die 
Theilbarkeit von D durch d. 

So ist z. B. der letzte a. a. O. gebrauchte Theiler 68 von 
dieser bedenklichen Beschaffenheit, weil 6 und 8 zugleich durch 
2 theilbar sind. In der That ist zwar die daselbst gewählte Zahl 
816 durch 68 theilbar, allein 374 ist es nicht, obgleich 37.8 — 4.6 
= 296 — 24= 272 durch 68 theilbar ist. 

Mithin ist in den aufgestellten Lehrsatz die berichtigende 
Einschränkung aufzunehmen : 

„wofern a und n keinen Theiler gemeinschaft- 
lich haben.“ 

Berechnung solcher unt heilbaren Zahlen. Derlei 
Zahlen D—\(2N+Ay die durch eine vorgelegte Zahl rf=10«4;a, 
in welch r n und a einen grössten gemeinschaftlichen Theiler 
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Ol haben, nicht theilbar sind, obwohl An^aN es ist, können 
auf folgende Weise berechnet werden. 

^ • • •« . f ■ 

Es soll An-f-aN durch d theilbar, also . 

mod d sein;,'; 

* * . 

Gehen nun, wenn man die congruenten Zahlen und den Modul 
durch ihren grössten gemeinschaftlichen Theiler t theilt, die Zah- 
len er, n, d durch t getheilt, die Quotienten a,v, ö; so verwandelt 
sich die (Dongruenz in 

♦ 1 , i * * t 

. aN-Z ArvA , mod <5- 

Löst man diese Congruenz in Bezug auf iV, indem man A über- 
haupt eine der zehn Ziffern 0 , 1 , ... 9 gelten lässt , nach einem 
der bekannten Verfahren auf; so sei iV' ein, die Zahl S nicht 
übersteigender, Werth von N. Dann ist 


2 V= 2 V' + 2 <$ und Z>=10iV'-M + 10ö.z, 

» 




wenn z durchlaufend sämmtliche absoluten Anzahlen vorstellt. 

Weil in ä=rZ:< = (10rc + a):Z=10v;4;a die Zahlen a und v 
keinen Theiler mehr gemeinschaftlich besitzen, muss die Zahl 
102V 7 -f A = D' , dem geführten Beweise gemäss, durch 6 theilbar 
sein. Da nunmehr D-D* -f-lOö.z und d=tS ist, so wird 

• <• : ' 





D' , 2.5.x 


Demnach ist D allemal zugleich mit D‘ durch d theilbar oder 
r, untheilbar, so oft entweder 

i 1 . t — 2 oder 5 ist, oder 

2. für % bloss Vielfache von t eingesetzt w erden , oder endlich 

* D* 

3 . x so gewählt wird , dass -j- -f- lüx durch t theilbar oder 

t o t 

untheilbar ausfallt. 


:a Beispiel. Bei dem Theiler rf = s 68 = 6.T0-f-8 hat man 
0 74 = 6 , a~ 8, also t — 2 uAi <5=34, v=3, oc=4; mithin soll 
ij, AN—^A y mod 34 sein. Da 4 und 34 durch 2 theilbar sind, muss 
es auch A sein. Setzt man daher A:2 — A' oder A=2A', und 
k' theilt man sowohl die Zahlen als den Modul durch 2, so wird 
!)i 22V =3-4', mod 17. Dazu iindet sich leicht 2x — 8 = — 16 = 1, 
ite mod 17, folglich, wenn man mit —8 multiplicirt, 2V=2V' = 104', 
j mod 17, wobei N 34. Sofort ergeben sich folgende zusammen- 
gehörige Werthe: ^ 


i£f 

sd * 
I ' 
.» 


Hilfszahl 

A' 

= 0 , 

1 , 

2 , 

3, 

4 

Ziffer der Einer 

A': 

= 0 , 

2 , 

4, 

0 , 

8 

kleinste Zehnermenge 

JV': 

= 0 , 

10 , 

3, 

13, 

6 

- 


17, 

27, 

20 , 

30, 

23 

kleinste Zahl . 

D' 

= 0 , 

102 , 

34 , 

130, 

68 



170, 

272, 

‘204, 

300, 

238, 


/ 


4 
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Schliefst man hievon die durch 68 theilbaren Zahlen 68, 136, 
204 , 272 aus , und vermehrt man die Zehner der Übrigeu so oft 
man will widerholt um 34 ; so erhält inan folgende , trotz der erfüll- 
ten Bedingung,' durch 68 nicht theilbare Zahlen: 

2>= 34, 102, 170, 238, 306, 

■», 374,. 442 , 510 ; 578, 646, 

. , 714, 782 , 850,, 918, 986, u. s. t 

Leichtere Bestimmungsweise. Sucht man, entweder 
mittels einer Tafel der Vielfachen der ganzen Zahlen oder durch wie- 
derholte Addition, sämmtliche nach einander folgenden Vielfachen 
von d:t~S, und lässt man der Reihe nach jedes f*e solche Viel- 
fache,» dessen Multiplicator also selbst ein Vielfaches von t ist, 
hinweg, oder berechnet man erstlich alle Vielfachen von 5 vor 
seinem t fachen, und vermehrt Sie dann wiederholt um dieses dache: 
so sind alle sich ergebenden Vielfachen von S, weil ihr Multipli- 
cator durch i nicht theilbar ist, derlei durch d untheilbare Zahlen IX 

Denn je nachdem in D — = j- tfr= -j d der Multiplicator m 

durch t theilbar ist oder nicht, .wird das Vielfache D durch d 
theilbar oder .nicht Weil ferner 6 = 10i>'dt a und D = 

— 10 mv + ma, also, wenn +wo 102? ausfällt, D = 10 ( mv + B 
ist; so findet man An + aN—Avt + atN^tiAv^aN) 
-t[v {±ma+ 102?) (mv±B) 1 ~ + J? (lOu + a) i=T 9 &6t 
— ^fBd, folglich die Bedingung, An-\-aN sei durch d theilbar, 
^ jederzeit erfüllt- ' • ^ 


i 
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Ueber die KTormaleii der Kegelschnitte* 

Nach drei Aufsätzen des Herrn Gerono, Professeur 
de Mathematiques , in den Nouvelles Annales de Ma- 
thematiques. Journal des candidats. aux ecoles poly- 
technique et normale, redige par Terquem et Gerono. 

T. H. Paris. 1843. p. 16. 72. 170. frei bearbeitet „ k . 

i von- , 

i 

» 

dem H eraüsgeber. 


Mit den Normalen , die durch einen gegebenen Punkt an einen 
Kegelschnitt gezogen werden können, hat sich bekanntlich schon 
Apollo n i u s in den» fünften Buche seines berühmten Werks 
über die Kegelschnitte beschäftigt, worüber man den Artikel Nor- 
male in dem mathematischen Wörterbuche. Thl. III. S. 688. 'nach- 
sehen kann. Vorzüglich wichtig ist aber ferner eine Bemerkung 
von Legendre über die Kriterien, mittelst welcher sich die An- 
zahl der Normalen bestimmen lässt, die in den verschiedenen 
möglichen Fällen durch einen gegebenen Punkt an eine Ellipse 
gezogen werden können, welche man in dem Traite des fonc- 
tions elliptiuues. T. II. Paris. 1825. p. 349. findet. An diese 
Bemerkung schliesst sich unmittelbar der, Aufsatz des, Herrn 
Gerono an, dessen wesentlichen Inhalt wir im Folgenden mit- 
theilen werden. 


I. 


i > . » 


Die Gleichung einer Ellipse, welche wir zuerst betrachten 
wollen, sey 




wo a und b ihre gewöhnliche Bedeutung haben. Sind .r, , y x ' die 
('oordinaten eines beliebigen Punktes in dieser Ellipse, so ist 
bekanntlich i » > 
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\ 


2 ) y-Vx 




V 


die Gleichung der durch diesen Punkt an die Ellipse gezogenen 
Normale. Bezeichnen wir daher jetzt durch a, ß die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes in der Ebene der Ellipse, und durch 
die Coordinaten des Durchschnittspunkts einer .durch den Punkt 
(aß) an die Ellipse gezogenen Normale mit der Ellipse **) ; so ha- 
ben wir zur Bestimmung von x, y die beiden folgenden Gleichungen: 


\ 

oder ‘ 



4 , S (£>•+(*)•='. 

( b*ßx — a*ay -f ( «*— fr*) xy — 0; 


oder, wenn wie gewöhnlich 

a 2 — fr* = e* 

gesetzt wird: 


(£>•+©•=>• 

b*ßx — a*ay + e*xy = 0. 

Setzen wir 

6) — ~f, *2 = 4; ' 

e* ' t* 


so wird die zweite der Gleichungen 5): 



*) Wenn man °~ ^ L = i und a*.— b* = e 2 setzt, so kann man die 

v Xj 

Gleichung der Normale der Ellipse ailcli unter der folgenden bemerkens- 
wert hen Gestalt darstellen: 


ie* 




1 


wo man das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem oc, 
eine positive oder eine negative Grösse ist (Comte: Traitd elöra. de 
geom. anal. p. 358.). 

**) Wo {xy) immer der Punkt der Ellipse ist, in welchem auf der- 
selben die durch den Punkt (aß) gezogene Normale senkrecht steht« 
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' 7) bhx-afy + xg=--Q. ( 

?| - I 

Die erste der Gleichungen 5)’ kann auf Folgende Fofm gebracht 
werden: • 4 • i 41 * * 


■ , / «) 

♦ * • • ‘ » •' 

, # • 1 r ' » t . * « * 

und wenn man daher 


cty 4 b(a — x) 

6(a + ;r) ~ < ay 


b(a — x) 


» * A 




9) x= ”y . 

* ... b{a + x) ny 

* * r%t * “ * * • ^ , * * * 4 » ■ » ! t » , 

setzt, so hat man die beiden folgenden Gleichungen: 

10) ay — hzx—abz , &r-faz^ = a6; 

, i . ♦ • 

aus denen sich ohne Schwierigkeit: 

tax = l-* a 2bz' 

ergiebt. Führt man diese Werthe von a; und y in die Gleichung 
7) ein, so ergieht sich nach einigen leichten Reductionen die 
Gleichung ........ 

12) ,4 + 2 V - *) ; _1- Q , 

‘ . n \ h 

i .* . : . < • 

* * ( * * * 

oder, w’enn der Kürze wegen 


* i 


»'*• . . f 


13 ) a=U £±11 , bJ=* £z!2 

• t 

* . . 1 . ‘ 

gesetzt wird, die Gleichung:, ’ 

* i ' . 

14 ) + . 

Weil das letzte Glied dieser Gleichung des viertem Grades 
negativ ist, so hat dieselbe nach einem bekannten Satze von den 
Gleichungen *) jederzeit zwei reelle Wurzeln mit entgegengesetzten 
Vorzeichen ; und da nun wegen der Gleichungen 11) jedem reellen 
Werthe von z reelle Werthe von x und y entsprechen , so sieht 
man zuvörderst, dass sich durch jeden Punkt immer 
mindestens zwei Normalen an eine Ellipse ziehen 
lassen. 

Bezeichnen wir die vier Wurzeln der Gleichung 14) überhaupt 
durch rn, Ti, p, q; so haben wir zwischen denselben bekanntlich 
die vier folgenden Gleichungen; . . / . , 


»* I 


• * » ► # > . 

*) Supplemente zum mathematischen Wörterbucho. Thl. II. Artikel 
Gleichung. S. 396. , : i t • *d 

Tlieil VI. ‘ ' 
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m + n+p + q— — A, 

( mn +pq)+(mp +nq) + (mq + np) = 0, 
mnp + mnq -f mpq + npq = — B , 
mnpq = — 1 ; 

und können nun mit Hülfe dieser Gleichungen leicht die Gleichung 
des dritten Grades finden , deren Wurzeln die 'drei Grössen 

* 

mn+pq, mp+nq, mq+np 



sind. Weil nämlich die Summe dieser drei Grössen nach 15) ver- 
schwindet, so hat die in Rede stehende cubische Gleichung die 
Form 

16) u* +A x u+ Bi =0. 

Ferner ist nach der Lehre von den Gleichungen 

, Ai= ( mn+pq ) ( mp + nq ) 

(mn+pq) ( ’ mq+np ) 

(mp + nq) (mq+np). 

Durch Multiplication der ersten und dritten der Gleichungen 
15) erhält man aner ohne Schwierigkeit nach einigen leichten Ke- 
ductionen : 


AB = imnpq + (mn +pq) (mp +nq) 
+ (mn+pq) (mq + np) 
+ (mp + nq) (mq + np). 


Also ist wegen der vierten der Gleichungen 15) 

AB—A X —4, 


und folglich 


A X =AB + 4. 


Endlich ist nach der Theorie der Gleichungen 




B x = — (mn +pq) (mp -f nq) (mq -f np). 

Entwickelt man das Product auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens, so erhält man, mit Rücksicht auf die bekannte Relation 

mnpq= — 1, 

ohne Schwierigkeit 

B x = m*+n*+p' + q* 

— (m 2 n*p 2 +m 2 n*q* +m 2 p*q* +n*p*q*). 

» 

Quadrirt man aber die erste und dritte der Gleichungen 15), und 
zieht dann die letztere von der ersteren ab, so erhält man, mit 
Rücksicht auf die Relation 



\ 


Digitized by Google 


131 
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( mn +pq) + ( mp + nq ) + ( mq -f np) = 0 , 

" t 

ohne Schwierigkeit 

» 

A* — B* — m’-fn* + 

* — (m*n*p* -\-m 2 n*q % +m*p*q 2 -f- n 2 p*q * )> 

' i • 

Also ist 

Bi-A'-B', 

• « 

und die cubische Gleichung 16), deren Wurzeln die Grössen!. 

mn-\-pq, mp\nq , mq\np 

sind, wird daher 

' i 

17) u> + (AB+4)u+A*-B*-0. 

Bezeichnen wir die drei Wurzeln dieser Gleichung durch Ui,u 2 ,u a ; 
so können wir 

Ui = mn+pq, 
w* = mp-\-nq, 

' Ui— mq-\-np 

setzen, und erhalten hieraus die drei folgenden Gleichungen:^ 

• ■» 

f u l —u 2 = (m — q) (n —p ) , 

M 2 - M# = (w-n)(j3-y), 

Ui~Ui — (m—p)(q~~ n). 

Wenn nun 

4(JJ5+4) s +27(^ 2 -jB a )*=0 

i 

ist, so sind nach der Theorie der cubischen Gleichungen*) die 
drei Wurzeln u l9 u 2 , u % reell, und zwei derselben sind einander 
gleich. Sind also z. B. m und n die beiden reellen Wurzeln mit 
entgegengesetzten Vorzeichen, welche die Gleichung 14) jeder- 
zeit nothwendig haben muss, so ist wegen der zweiten der Glei- 
chungen 19) die Differenz p — q eine reelle Grösse. Wären nun 
aber p und q zwei imaginäre Wurzeln der Gleichung 14), so 
müssten dieselben nach der Theorie der Gleichungen von der Form 

p=s + tV~ — 1, q—s — tV —1 

, 

sein, und es wäre folglich 

p ~-q—2tV — 1, 

diese Differenz also imaginär, was gegen das Obige streitet. Da- 

. ii , ■ ■ . t 

*) M. vergl. z. B. Archiv. ThL VL S. 6. 

9 * 
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her sind auch die Wurzeln p und q reell, und die Gleichung 
14) hat folglich in diesem Falle vier reelle Wurzeln. Weil aber 
eine der Differenzen u x — u 2 , u 2 — u 3 , u 3 —Ui verschwindet, so 
müssen wegen der Gleichungen 19) unter diesen vier reellen 
Wurzeln zwei gleiche Vorkommen. 

Wenn ferner 

4 (A B + 4) 3 + 27 (A* - B 2 ) 2 > 0 

ist, so sind nach der Theorie der cubischen Gleichungen*) von 
den Wurzeln u ti u 2 , u 3 eine reell und zwei imaginär. Weil die 
beiden imaginären Wurzeln von der Form 1 und v—wyf — i 

sein müssen, so sind die Differenzen u^—u^, w»— u 3 , u 2 —U\ 
offenbar alle drei imaginär. Sind nun wieder z. B. m und n die 
beiden reellen Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen, welche 
die Gleichung 14) nothwendig naben muss, so ist wegen der 
zweiten der Gleichungen 19) die Differenz p — q imaginär, und 
da, weil die imaginären Wurzeln der Gleichungen immer paarweise 
vorhanden sind, nicht bloss eine der beiden Grössen p und q 
imaginär sein kann, so müssen dieselben beide imaginär sein; 
folglich hat die Gleichung 14) in diesem Falle zwei reelle und 
zwei imaginäre Wurzeln. 1 

Wenn endlich 

4(^J5 + 4) 3 +27(^( a - Ä 2 )*<0 

ist, so sind nach der Theorie der cubischen Gleichungen **) die 
Wurzeln u 3 alle drei reell, uöd unter einander ungleich. 

Daher sind zuvörderst wegen der Gleichungen 19) die vier W urzeln 
in, n, p , q offenbar sämmtlich unter einander ungleich. Sind aber 
wieder z. B. m und n die zwei reellen- Wurzeln mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen, welche die Gleichung 14) nothw’endig naben 
muss, so ist wegen der zweiten der Gleichungen 19) die Differenz 
p — q eine reelle Grösse, woraus man ganz wie im ersten Falle 
schliesst, dass die Wurzeln p und q beide reell sind. Daher hat 
im vorliegenden Falle die Gleichung 14) vier unter einander un- 
gleiche reelle Wurzeln. 

Rücksichtlich der Normalen der Ellipse ergiebt sich hieraus 
nun unmittelbar Folfrendes: 

' Wenn 

. *• • » ' • . 

A(AB+A ) » +27 (;** -£•)• = <) 

ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt (aß) drei Normalen 
an die Ellipse ziehen. 

Wenn dagegen •' , 

A(AB -\-A) z (A 2 ~ B 2 ) 2 >0 

• 

ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt (aji) nur zwei 
Normalen an die Ellipse ziehen. 

Wenn endlich 


*) A. a. O. S. 6. **) A. a. O. S. 7. 
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» \(AB+ 4)’+27(4* -#*)*<() 


ist , so können durch den gegebenen Punkt (aß) vier Normalen an 
die Ellipse gezogen werden. 

Die vorhergehenden Bedingungen lassen sich aber auf einen 
eleganteren Ausdruck bringen. ' ' i } ,. 

Setzen wir nämlich 




I*-*; » / 




wo A und jll offenbar positive Grössen sind, ,so ist,, wie mau 
leicht findet : 

• • % r • ; * * 

( A* - B * Y = 256 A : V» 3 , AB= 4 ( X 3 -fi 3 ) , 

also 


t(AB+ 4)>+27(i<«-B*)* 

.=2M£U*-p*+l)*+ä7AV*|> 

und die Bedingungen 


4(AB-i-4)* +27(^0 —'£*)* =0 

sind folglich offenbar erfüllt, wenn respective die Bedingungen 

v a»-M 3 + l) 3 +27AV“|o. ' 

oder die Bedingungen 

( X 3 — tt’+l) s ~ — 27 A 3 u 3 
' < 

erfüllt sind. Weil nun aber — 3 Am negativ, und die dritte Potenz 
von A 3 — ^ 3 +l positiv oder negativ ist, jenachdem diese Grösse 
selbst positiv oder negativ ist, so sind die vorhergehenden Be- 
dingungen, wie leicht erhellen wird, jederzeit erfüllt, wenn respec- 
tive die Bedingungen 

A s -^ 3 + l=— 3 A,u, 

d. i. die Bedingungen 

A 3 -^ 3 + 1 + 3A/.t = o 

erfüllt sind. Weil aber 

A z —/Li 3 = (A— /i) 3 +3Ajit(A— (n) 

ist, so kann man an die Stelle der vorhergehenden Bedingungen 
die Bedingungen 

( A — /.t ) 3 -|- 1 -j-3A,u ( A— l*)^o 

setzen. Nun ist aber 


I 
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(X— fj,)* -fl=(A,— /* + 1 ) f (X— ft) 2 — (*“ ^) + l^> - 

und die vorhergehenden Bedingungen werden also jederzeit erfüllt 
sein, wenn respective die Bedingungen 

(A — | (X — /u) 2 — (X—/u) +1+ 

erfüllt sind. Wenn X—/u negativ ist, so ist die Grösse 

&-/*)• -(X-p) + l 

offenbar positiv; ist aber A,*— /n positiv, so ist, weil 

(A,— (Ll ) 2 —(X — /*) -f-l = (A,— /Li— l) a +(A — /.t,) 

% 

gesetzt werden kann, die Grösse 

(A— /u)* — (X— fii) + l 

ebenfalls positiv; und diese Grösse ist daher stets positiv. Da 
nun 3A^ positiv ist, so ist auch die Grösse 

( X — p ) 2 — ( X — ) + 1 + 

stets positiv, und die Bedingungen 

U-/i+l)|U-/*)*-U-f*) + l+3V|^0 

können daher jederzeit durch die Bedingungen 
d. i. nach dem Obigen durch die Bedingungen 

, (d+*)’-(^>' + .|o 


ersetzt werden. Daher ergiebt sich aus dem Vorhergehenden jetzt 
Folgendes: 

1 "Wenn 

(d +« ) ,- ( ^ ) , +I=0 

ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt (aß) drei Nor- 
malen an die Ellipse ziehen. 

Wenn dagegen 

« 


ist, so können durch den gegebenen Punkt (aß) nur zwei Nor- 
malen an die Ellipse gezogen werden. 

Wenn endlich 



Digltized by Google 


t 


135 


(A+By_(A-By + 1<0 


ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt vier Normalen an 
die Ellipse ziehen. 

Nach dem Obigen ist 

A-\-B f aa. 

~T~~J~bß’ 

A-B _ 1 

4 -~h~-bp’ 


also 




oder 


( A ~ B y i x- ^+wf-c« 2 )* 

und an die Stelle der Bedingungen 

können folglich, weil ( bß eine positive Grösse ist, die Bedingungen 

(aa) 1 + (6|3) , -( e *) i |o 

gesetzt werden. Daher erhalten wir endlich den folgenden be> 
raerkenswerthen Satz: 

An die durch die Gleichung 

Cf y+c*)-- 

charakterisirteEllipse können durch einen gegebenen 
Punkt (aß) zwei, oder drei, oder vier Normalen ge- 
zogen werden, jenachdem, indem wie gewöhnlich 
fl a — 6*= e* gesetzt wird. 


oder 


oder 


ist 


(oa^ + C^-Ce^X), 




,1 


(aa) s +(ip) 5 -(e»)*<0 
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Dieser Satz ist aber auch einer beroerkenswerthen geometri- 
schen Intrepretation fähig. 

Aus der höhereu Geometrie ist nämlich allgemein bekannt*), 
dass .... . • . . 

, («arf+w 5 =c« 2 ) f 

oder 

(« e ) 1 + ( iy ) , -(«*) , =0 

die Gleichung der Evolute der durch die Gleichung 

(£>*+( f)'=* 

charakterisirten Ellipse ist**), und durch eine ganz einfache Be- 
trachtung wird auf der Stelle erhellen , dass der Punkt (xy) ausser- 
halb, in oder innerhalb dieser Evolute liegt, jenachdem 

.( < w) , + (iy) 1 -(e») , > 0, . 

oder " * 


oder * , ; . \ 

* 4 * . / 

• t 

ist. Daher hat man das folgende merkwürdige Theorem : 

Durch einen Punkt in der Ebene einer Ellipse 
lassen sich an dieselbe zwei, oder drei, oder vier 
Normalen ziehen, jenachdem dieser Punkt ausser- 
halb, oder in, oder innerhalb der Evolute derEllipse 
liegt. 

’ ' : • • • 

II. 

» f> 

Die Gleichung einer Hyperbel sei 






so hat man, wenn x, y die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
einer durch den Punkt (aß.) an die Hyperbel gezogenen Normale 
"Ynit derselben bezeichnen***), zur Bestimmung von x , y die beiden 
folgenden Gleichungen : 


*) M. s. z. B. meine Elemente der Differential- und Integralrechnung. 
Thl. I. Leipzig. 183T. S. 291. 

*’) Eine Zeichnung der Evolute einer Ellipse s. m. Archiv. Thl. IV. 
Taf. II. Fig. 5. 

•”) Wo (xy) immer der Funkt der Hyperbel ist, in welchem auf 
derselben die durch den Funkt (aß) gezogene Normale senkrecht steht. 
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2 ) 


©*-(*)*=>• 

Q a 2 y ( " x 




oder 


— b 2 ßx — a 2 ay-\-(a 2 -f 6 2 )orf/=:0; 


oder, wenn wie gewöhnlich 


gesetzt wird: 


4), 


« 2 -f 6 2 = e 2 


©■-ft) 


=i. 


— 6 2 ßx -a 2 ay- f- c 2 &y — 0. 


Setzen wir 


ocx /i bß j 

5) ^=A-L = Ä; 


so wird die zweite der Gleichungen 4): 

6) bhx— afy-{- ay = 0. 

< 

Die erste der Gleichungen 4) kann auf folgende Form ge- 
bracht werden: 


7 ) 


ay 


b {x — a) 


b(x + a) ay 


•1 


und wenn man daher . 


\ 


* » i 1 


8) ; — a y __ b(x~a) 
b(x + a) t • ay . 


«‘i.i/* , 


setzt, so hat man die beiden folgenden Gleichungen: 

a » i 

9) ay~bzx=abz 6a: — azy — ab ; 

»i . • * 

aus denen sich ohne Schwierigkeit: 

mx „ I + 2 2 26 z 

1°) X = a _J_ 9 y 


1 -z 2 


* N M 

ergiebt. Führt man diese Werthe von x und y in die Gleichun® 
6) ein, so erhalt man nach einigen . leichten Reductionen die 
Gleichung: • » 


• * 9 \ « 


Tlicil VI. 


9 ?< 
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ii) r4_ri£+Ü a 3 + !i£_Ü,-i=o, 


oder, wenn der Kürze; wegen 


1-2) A = -'U£+1 2, B=^ll 


gesetzt wird, die Gleichung: 1 

O , t ■ , 

13) * 4 + Bz -1=0. 

' * \ 

Aus dieser Gleichung lassen sich nun durch ^anz gleiche Be- 
trachtungen wie bei der Ellipse, die wir hier nicht wiederholen 
wollen , ganz dieselben durch die Grossen A und B ausgedrückten 
Bedingungen wie dort für die Anzahl der Normalen , welche durch 
den Punkt (ocß) an die Hyperbel gezogen werden können , ahleiten. 
' Nach dem Obigen ist aber 

A + B 1 

4 “ h Aß’ . 

A — B_ f _ aa m 

4 h 6ß ’ 

also • \ 




oder 

ri+BM (a«) f -(6f3) ? -(e»)*> 

V - i~ ) ^ 4 ) + (6(3)1 * 

und an die Stelle der Bedingungen 


können folglich, weil (6ß) 3 eine positive Grösse ist, die Bedingungen 


(«a) ? -W)*-(e 2 ) S =0 

gesetzt werden. Daher erhalten wir endlich den folgenden be- 
merkenswerthen Satz : 

Aff die durch die Gleichung 

» • » * * 

charakfeiisrif te Hyperbel können durch einen gegjebe 
nen Punkt ( aß) zwei/ oder drei, oder vier Normalen 


Digitized by Google 


139 


gezogen werden, jenachdem, indem wie gewöhnlich 
+ = gesetzt wird. 


oder 


oder 


(aa) f -(6f3) ! -(eM f <0, 


<«a)*-(«P) ? -(«•)*= 0, 


(«<*)' -(6ß) ! -(e*)’>0 


ist 


Die Gleichung der Evolute der Hyperbel ist*) 

,1 


(<ur) ¥ -(%) 3 =(e2) ‘ 


oder 


(ax)* -(by)* —0, 

\ 

woraus sich leicht ableiten lässt,' dass die Evolute der Hyperbel 
aus vier gegen ihre Axen symmetrisch liegenden, sich in’s Un- 
endliche erstreckenden Zweigen besteht, welche gegen die Haupt 4 
axe der Hyperbel convex sind. Betrachten wir nun den zwischen 
diesen vier Zweigen liegenden (unendlichen), aus zwei ganz von 
einander getrennten Theilen bestehenden Kaum, welcher durch 
die Hauptaxe der Hyperbel halbirt wird, als den inneren, dagegen 
den zwischen den vier Zweigen liegenden (unendlichen) Raum, 
welcher durch die' Nebenaxe der Hyperbel halbirt wird, als den 
äusseren Raum der Evolute; so wird durch eine ganz einfache 
Betrachtung auf der Stelle erhellen, dass der Punkt (xy) ausser- 
halb, in oder innerhalb der Evolute liegt, jenachdem 


oder 

(a*) l -(4y )*-(«»)* = 0, 
oder 

■ (<w) l -(«y) , -(e*) , >0 • 

ist Vergleicht man dies aber mit dem Vorhergehenden, so ergiebt 
sich das folgende merkwürdige Theorem : 

Durch einen Punkt in der Ebene einer Hyperbel 
lassen sich an dieselbe zwei, oder drei, oder vier 
Normalen ziehen, jenachdem dieser Punkt ausser- 
halb, oder in, od er 1 nn er ha 1 b der Evolute der Hyper- 
bel liegt v 


*) M. •. meine Elemente der Differential - und Integralrechnung a. a. 0. 
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Dass 'dieser Satz mit dem oben von der Ellipse bewiesenen 
Satze ganz identisch ist, und daher von der Ellipse und Hyperbel 
gilt, fallt auf der Stelle in die Augen. 


III. 


Für eine Parabel, deren Parameter 2/? ist, müssen die Coor- 
dinaten x, y des Punktes, in welchem eine durch den Punkt (aß) 
gezogene Normale der Parabel auf demselben senkrecht steht, 
aus den beiden Gleichungen: 


1) iß—2px, ß —y — — lL(a — p) 


oder 


2) y*~2px, xy — (a—p)y—pß = 0 

bestimmt werden. Durch Elimination von x erhält man aber aus 
diesen beiden Gleichungen die Gleichung 


3) y 3 — 2p(a~ p)y — 2/>*ß=0, 

und gelangt nun hierdurch mit Hülfe der Theorie der cubischen 
Gleichungen*) sehr leicht zu dem folgenden Resultate: 

An die durch die Gleichung y^ — ^lpx charakteri- 
s sirte Parabel können durch einen gegebenen Punkt 
(aß) eine, oder zwei, oder drei Normalen, gezogen 
werden, j^nachdem 

V. 27pß2-8(a-p) 3 >0, • ' ' 

' oder 

27 pß* — 8 ( a — p ) 3 = 0, 

oder 

•27pß2-8(a-p)3<Q 

ist. , 

Die Gleichung der Evolute der Parabel ist**) 

27 py 2 — 8(x—p) 3 —0, 

woraus sich leichtableiten lässt, dass die Evolute aus zwei gegen 
die Axe der Parabel symmetrisch liegenden unendlichen Zweigen 
besteht, welche gegen die Axe convex sind. Betrachten wir nun 
den zwischen den beiden Zweigen auf deren convexen Seiten liegen- 
den unendlichen Raum als den innern, den auf den concaven 
Seiten der beiden Zweige liegenden unendlichen Raum dagegen 
als den äusseren Raum der Evolute , so wird leicht erhellen , dass 
der Punkt (xy) ausserhalb, in oder innerhalb der Evolute liegt, 
» jenachdem 


*) M. s. Archiv Thl. VI. S. 6. 

*’) M. s. meine Elemente der Differential* und Integralrechnung a. a. O. 


9 


- / 
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97;py*:-8(*-/»)*>0, '• ’ *• 

oder . • f ) • . » i 

%7py 2 —8(x— p) z — 0 ? • • • 

oder \ ' *’ ’ ' * •' • : ,; v. ' J H 

27/?y* --8(a?— p)$ <0 -■ . *.*• .! . 

ist, und wir erhalten daher das folgende Theorem : 

Durch einen Punkt in der Ebene eineT Parabel 
lassen sich an-dieselbe* eine,- oder zwei, oder drei 
Normalen ziehen, jenachdem dieser'Punkt ausser-, 
halb, oder iu, oder innerhalb der Evolute der Para- 
bel liegt ' 


f *' « 



i 



Nachträge zur Ausgleiclmngs- 

Reclmung. 

I ' . . ' , i r . 

*> . * * « t > 

. . Von dem ; 

*«# ! . . ' > , »I / •• 

■ r Herrn Professor Dr. Gerling • 

zu Marburg. \ 

• < •< i • t i * 

■ • i. - •• » ,• t • i .■ \ t 't.,, 

- ' " ■ • ’ > • •« : : . i. . i *s t r ' . 

\ ■ * 

. .* ’ • • * . * . ' , » « ’* i».<* » 

•* , . i.. ■» -• .•.** i • *’ * : 

»' ;••• •; • t 'i i ; i . ■ , Mi . *t . . '• 

ln der Vorrede zu meiner Ausgleichungs- Rechnung 
(S. XIII.) habe ich bereits die Erwartung angedeutet, dass sich 
bald Nachträge und Berichtigungen linden würden, wenn nur ver- 
ständige Practiker erst häutiger von der Ausgleichung Gebrauch 
machten. Diese Erwartung hat sich jetzt schon dadurch verwirk- 
licht, dass Herr Land- Messer € oester (dermalen bei der unter 
Leitung des Herrn O bristl ieutenant Wiegrehe vorgehenden 
topographischen Vermessung Kurhessens angestellt) mir kürzlich 
zwei wesentliche Umstände mittheilte, welche in meinem Buche 
berichtigend nachzutragen sind. 

Herr C oester ist nämlich beschäftigt mein grosses Triangel- 
System mit kleineren Dreiecken auszufüllen , besorgt dieses Gechäft 
mit eben so viel Eifer als Intelligenz unter dem Gesichtspunkt, dass 
seine Messungen uud Rechnungen mittelst der Ausgleichungen 
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überall den Prüfstein ihrer Richtigkeit in sich tragen, und hat da- 
durch eine Gelegenheit zu den reichsten Erfahrungen über die Ein- 
schaltungs - Methoden, welche mir bei den grossen Dreiecken 
nur ausnahmsweise vorkamen. Hierauf beziehen sich denn auch 
seine Mittheilungen. Ich kann dieselben nicht . besser verdanken , 
als indem ich, die Erlaubnis* ihres Urhebers benutzend, das We- 
sentliche davon hier selbstständig darstelle, und dadurch den 
Präctikern, weiche etwa ähnliche Geschäfte betreiben möchten, 
diese nützlichen Nachträge empfehlend bekannt mache. Diese wer- 
den sich das Einzelne leicht selbst weiter entwickeln. 

Ich setze dabei auch hier lauter ebene Figuren voraus , indem 
jedenfalls eine vorläufige Rechnung die etwa zu berücksichtigenden 
sphärischen Excesse liefert 


Erster Nachtrag. 

Für solche Fälle, wo ein einzelner Punkt zwischen meh- 
rere andere, als absolut genau betrachtete, einzuschalten ist, und 
bloss an ihm selbst Winkel gemessen sind,, und wo also we- 
nigstens vier gute Punkte angeschnitten sein müssen, wenn man 
überhaupt ausgleichen will , rieth ich (S. 303.) die Bestimmung der 

S egebenen Punkte auf rechtwinkllche Coordinaten zu reduciren, und 
ann nach der Methode der vermittelnden Beobachtungen zu ver- 
fahren, wie ohnehin für die Pothenotsche Aufgabe vorge- 
schrieben zu werden pflegt. Dieser Rath ist aber nicht allge- 
mein der zweckmässigste. 

Kommen nämlich Fälle vor, wo man zunächst die Distanzen 
des eiuzuschaltenden Punktes von den gegebenen sucht, und sind 
dann überdies alle Winkel und Seiten zwischen den gegebenen 
Punkten schon fertig berechnet (wie dies z. B. in meinem grossen 
System der Fall ist); so kann man ohne rechtwinkliche 
Coordinaten bequemer zum Ziel kommen, indem man die Auf- 
gabe als eine bedingte behandelt 

Man wird auch hier zuerst aus den Richtungen auf drei 
(zweckmässig gewählte) von den vorgegebenen Punkten den Orien- 
tirungs- Winkel einer Visirlinie gegen eine der gegebenen Verbin- 
dungslinien zu berechnen haben, und zwar aus Gründen, die sofort 
erhellen werden, in scharfer Rechnung. 

Hiezu würde ich vorschlagen, etwa auf folgende Weise zwei 
vorliegende Seiten und ihren eingeschlossenen Winkel zu benutzen. 
Bezeichnen wir den einzuschaltenden Punkt mit 0, die drei gege- 
benen mit 1; 2; 3; und suchen die Winkel un< ^ 

aus den gemessenen q und q ; so ist die Gleichung 


1.2 

0 • 2 • • • /I • 2 * \ 

(1) . . = TTi sm ( 0 +» ) 


sm 


o 


2.3 

. . * /2.3 . v 

2.3 ( 0 + r ) 

«• 0 


zu erfüllen Diese giebt zunächst 
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. ,2.3,\ 1.2 . 2.3 

sin ( q + r) sin 0 

(2) r~* ~2.3~T~1.2 = tew ^ *’ 

. . im 0 


Ä?7i 


wo der Hülfs - Winkel w also leicht berechnet wird. 

Daraus erhält man, weil nach der Voraussetzung 

(3) ,j'+r= 3 j 1 . - 

. * * 

gegeben ist , endlich 

(4) tangi {(V“V>+ ( 9 r >l = ta »0\ tang(tö‘- W ) 

und somit q und r. 

Ferner wird man nun die Gleichung aufzusuchen haben , wel- 
che zwischen den Richtungs- Verbesserungen ^jj^und 

der Verbesserung der berechneten Richtung 2 besteht. Da nun 

(?) = -(!}) und (r) = + (J) ist, so erhält man diese Gleichung 

und zugleich eine Prüfung fiir die vorige Rechnung, wenn man, 

mit Benutzung der logarithmischen Differenzen, die Gleichung (1) 

berechnet. Es muss dann nothwendig der log 0.2 auf beiden Sei- 

• • 

ten übereinstimmen, was zur Prüfung dient, überdies aber muss 
er einerseits ! die Correctionen andererseits die 

CorrectionenQ^ ; (q); ^ 9 ) niit sich führen, wodurch sich also 
die Gleichung 

0=0+0, (o)+^* Co) + fl,J Cö) +ff *C+) 

\ 

oder durch eine leichte Umgestaltung 

(5) , GD =Ai Co)+ / ' a (<D + A > Co) _ , . . ... . . 

ergiebt. Man hat also, sobald demnächst Co)’ Co) ^ e ^ ann ^ 

sind, auch schon den definitiven Werth von log 0.2, wenn man 
ihn durch Substitution zu linden vorzieht *• * • 

Wären nun die drei Punkte 1, 2, 3 allein angeschnitten , und 
also nichts auszugleichen, so würde die Rechnung doch eben so 
gemacht w erden müssen, wenn man den Einfluss zu wissen wünschte. 
Welchen die unvermeidlichen Fehler der Visiriinien auf die Orien- 
tirung ausübten. 

Sollen nun aber weiter die übrigen angeschnittenen -Punkte 
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zur Ausgleichung aller Visirlinien benutzt werden , so giebt jeder 
von ihnen eine Bedingungsgleichung dritter Klasse in der für Auf- 
findung der definitiven Distanzen bequemsten Form, wenn man eine 
weitere Distanz aus zwei Dreiecken berechnet, in welchen je eine 
Distanz zweier gegebenen Punkte vorkommt. Die Winkel dieser 
Dreiecke lassen sich nämlich durch die noch zu verbessernden 
Richtungen der Visirlinien , durch die gegebenen (als absolut genau 
betrachteten) Winkel zwischen den gegebenen Verbindungslinien 
und durch q (oder r) ausdrücken. Demnach hat man mit Hülfe 
der Gleichung (5) jedesmal eine Bedingungsgleichung zwischen 
lauter Richtung^ - Verbesserungen. 

Wäre z. B. ein Punkt 4 zwischen 2 und 3 und jenseits der Li- 

2 3 2 4 4 3 

nie * angeschnitten, so hätte man entweder * und ^ °^ er 

3.4 * t 2.4' ' * ' ’ 

und oder endlich beide Paare von Grössen zu benutzen, 

um entweder log 0.2 oder log 0.3 oder log 0.4 doppelt auszu- 
* # / * » » • • # • • • 

drücken. Man hat also die Wahl zwischen den drei endlichen 

Gleichungen • 

2.3 > ; ' , ; 2.4 1 , 

0.2 . . . ,2.3 , , ... ,2.4 ,4.3, x 

0 + r > = — 0 + 2 + r >’ 


sm 


0 


sin 


0 


, * 2.3 4.3 

0.31 ... ... 2.3 .2. 4,4. 3s 

sin r = j-jj sin (180° — 0 ~ r + 3 + q )* 


Stil 


2.3 


O 

;i> j * : 4.3 . ’ 

0 ’ 4 = ' ; sin A 3 + r) = ' ; sin (180" - 2 Ä 3 -r + 2 A 

“ • sin *ö ° 3 


sin 


o 


In allen drei Fällen erhalt man, wenn für ( r)= se * n Werth 
aus (5) eingeführt wird, eine Bedingungsgleichung von der Form 


i 


! 


0 = w, +o, (q) +« 2 (o) + «3 (Ö + «4 Ö). 

1 1 ' 

Sollte aber etwa 2.4 zufällig fehlen und statt dessen 1.4 bekannt 

• « • • 

sein, so beständen drei andere endliche Gleichungen zur Auswahl, 
die auf dieselbe Bedingungsgleichung führten. 

» : Man wird also unter den verschiedenen Wegen zu letzterer 
denjenigen wählen, welcher das grösste w 1 zu geben verspricht, 
oder wenn keiner sich hierin überwiegend vortheilhaft zeigt, den, 
welcher die bequemste Rechnung darbietet (vergl. S. 256.). 

Sind nun die n — 3 Bedingungsgleichungen, welche bei n vor- 
gegebenen Punkten sich offenbar finden müssen,, auf diese Weise 
aufgestellt, so wird endlich zu den Correlaten - Gleichungen und 
Normal - Gleichungen auf die bekannte Weise fortgeschritten. 
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\ , 


t < ' t 

Die ohnehin nothige Prüfungsrechnung giebt dann die deli 
nitiven Distanzen, so wie auch aus dem ausgeglichenen 


Winkel die defi nitiVen Azimut he des Punkts in 
gebenen Punkte (plgen. 


jedem ge- 


. .*t 


i 


Zweiter Nachtrag. 

Wenn auf einem einzuschaltenden einzelnen Punkte keine 
Winkel gemessen sind, sondern derselbe bloss von meh- 
reren gegebenen Punkten aus angeschnitten ist, deren also, 
wenn Ausgleichung statt finden soll, wenigstens drei sein müssen ; 
so kann es allerdings Vorkommen, dass man nur die Richtungen 
zwischen je zwei und zwei der gegebenen Punkte benutzen kann. 
Dieser mögliche Fall wird aber in der wirklichen Praxis nur höchst 
selten Vorkommen. Vielmehr wird man hier fast immer ein voll 
s t ä n d i g gegebenes System zum Grunde zu legen und mit Rück- 
sicht auf gegebene Richtungen und Seitenverhältnisse 
desselben auszugleichen haben. 

Es ist in dieser Beziehung also (zu S. 304.) nachzutragen, dass 
man höchtens ausnahmsweise sich mit einer solchen Bedingungs- 
gleichung wird begnügen dürfen, als welche in dem Rechnungs- 
Beispiel S. ‘202. vorkam, vielmehr in den regelmässig eintretenden 
Fällen nach derselben Weise einzuschalten hat, wie icn (Beiträge . 
S. 173.) den Frauenberg zwischen vier Hauptpunkte einschaltete. 

Vorausgesetzt also, dass eine beliebige Anzahl von Punkten 
in einem vollständigen System von Richtungen und Distanzen 
vorgegeben und nun ein einzelner bloss angeschnittener Punkt 0 
mit Ausgleichung einzuschalten sei ; kommt es zuerst auf A b z ä h- 
lung der Bediugungsgleichungen dritter Klasse an. 

Hier findet sich leicht , dass a 1 1 g e m e i n für n gegebene Punkte 
n — 2 unabhängige Bedingungsgleichungeu bestehen (wie auch bei- 
spielsweise Ausgl. R. S. 305. und Beiträge S. 173. und 174. vor- 
kommt).. Denkt man sich nämlich in dem gegebenen System dieje 
nigen Linien gezogen, welche zur Bestimmung desselben durch 
lauter Richtungen ausreichen (mit Weglassung der überschüssigen), 
so sind deren 2/i — 3. Hierzu kommen nun die n Anschnittsrichtun- 
gen; also hat man in n. 58. (S. 277.) zu setzen: l—3n — 3; 
p = n- f- 1 , und erhält also 

f 

z b 3 = /— '2p -f 3 = n — 2. 

i 

Dasselbe ergiebt sich, wenn man die Linienverbindung zw ischen 
zwei und zwei der gegebenen Punkte als Polygon betrachtet, in 
welchem alle Seiten und Winkel gemessen sind. Kommt dann der 
Punkt 0 mit seinen n Anschnitten hinzu, so hat man in n, 59 
(S. 320.) zu setzen l 0 = 2n; fa=n; p = n- fl; t=0 und erhält also 
zusammen n Bedingungsgleichungen, von welchen aber nach der- 
selben Formel (Iq=ti; l\—n\ p = n; t — 0 gesetzt) zwei dem 
gegebenen System angehörige als . erfüllt vorausgesetzt werden; so 
dass für die Einschaltung nur n — 2 übrig bleiben. 

/riieil VI. .10 
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Was nun die Aufsuchung und .Darstellung betrifft, so 
ist es auch hier wieder im Allgemeinen unter den obigen Umständen 
am bequemsten, von den (als absolut genau vorausgesetzten) Distan- 
zen der gegebenen Punkte von einander auszugehen, und die Loga- 
rithmen der Distanzen des einzuschaltenden Punkts von jenen zu 
suchen, um deren Differenzen für die Bedingungsgleichungen zu 
benutzen, wie dieses im Besonderen für drei gegebene Punkte 
(S. 305.) vorgeschrieben ist. 

Wäre also z. B. der Punkt 0 von fünf gegebenen Punkten an- 
geschnitten, so hätte man etwa die drei endlichen Gleichungen:. 


0.2 

1.2 . 2.0 

sin 1 
• • 1 . 

2.3 . 0.2 
sin « 

• • d ^ 

• • 

• /2 . 0 0 0 . 1 \ 

sin ( 1 + 2 ) 

— /3.0 , 0.2^ 

0.3_ 

2.3 . 3.0 
Sl?l 

• • ^ 

3.4 . 0.3 
sin a 

* * * . 1 

• * • 

• /3.0 . 0 . 2 x 
sin ( 2 + 3 ) 

• /4.0 1 0 . 3\ 
sin ( 3 + 4 ) 

ü.4_ 

3.4 . 4.0 
sm 0 

• • d 

4.5 . 0.4 
. .«» 5 

• • 

» 

tin ( 4 .;° + °- 3 ) 

•/*» 1 0.4\ 

* m ( 4 + 5 > 


(ogarithmisch auszuführen, und erhielte dadurch die drei Bedin 
gungsgleichungen 

i 

0 = w x -f «, » 

0 = w 2 + b 2 (2) + ^3 (j$) + 64 , 

0 =w B -f c a ( 3) + C 4 (4) + c s (jj). 

/ 

Es bedarf keiner Erinnerung, dass man eben so gut den doppelten 
Ausdruck von 0.2; 0.4; 0.1 oder jeder beliebigen Dreizahl von 

Anschnittslinien zum Grunde legen konnte ; und dass sich die Aus- 
wahl nach den bewussten practischen Rücksichten bestimmt. 
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XXII. 

Heber die Verwandlung der Quadrat- 
wurzeln in unendliche periodische 

Kettenbriiche. 


( Von dem 

Herrn Doctor O. Schlö milch, 

Privatdocenten an der Universität zu Jena. 


Es lässt sich bekanntlich jede Quadratwurzel aus einer posi- 
tiven ganzen Zahl in einen unendlichen und periodischen Ketten- 
bruch auflösen; die hierzu nöthigen Operationen sind leicht aus 
einem einzelnen Falle zu ersehen. Um z. ß. 1^28 in einen Ketten- 
bruch zu verwandeln, bemerke inan zuvörderst, dass V 28=5 plus 
einem Bruche sein müsse, und setze demnach 


\ 


woraus folgt: 


V28=5 + -, 


1 V28+5 

•'■"•fä-ä ~ 


wenn man Zähler und Nenner__mit V28-f-5 multiplicirt und im 
Nenner den Satz ß) r ä~+ß) — a — ß* anwendet. Da nun 

V^28—5 plus einem Bruche ist, so muss der Zähler V~28 -f 5 = 10 
plus einem Bruche, folglich der Quotient =3 plus einem solchen 
sein. Deshalb sei weiter 


x x 


c » , i 

3 + x 


woraus folgt: 

— * V28+4) V~28 -f-4 

2 ~ V2»~4 Ta = i * 


Da der Zähler hier =9 plus einem Bruche ist, so setzen wir 
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woraus folgt: 


.r,=^H =2+ '-, 

. 4 Xi 


„ 4 4(^2H + 4. V28-M 

•~3 = — 9 ' 

V 28 — 4 


12 * v 3 

Der fernere Gang der Rechnung ist jet2t: 

* i « 

t 

: — VäH-f-4 „ J 
** j— =3 + , 4 , 

1 V28+5 , ft , 1 

** -VäS-s i— =10+ i? 

1 . ' 


Hier ist aber x»> — x\, folglich wird hei weiterem Verlauf x 0 = x^. 
x T — x 3 , u. s. f. in inf. Substituiren wir jetzt von allen gefundenen 
Gleichungen : 


V 28=5 + 

1 

9 

X L 34 9 

^2 = 24 - — , 

✓ 

X\ 

X 2 

■ x z • 

# 3 = 34 - 

1 

» 

#4 = 10 -| — - , 1. 



X* 

Xi 

, x t 


jede in die vorhergehende, so erhalten wir, 


V28=5 + 


3 + 


2 + 


34 


104 


3 + 


24-.... 


also V28 in Form eines unendlichen periodischen Kettenbruches. 

So bekannt nun Dieses ist, so wenig scheint man sich um die 
Eigenschaften der einzelnen periodisch vorkommenden Nenner 
bekümmert zu haben. Eine nur flüchtige Untersuchung dieses 
Gegenstandes , welche für anderweite Zwecke unternommen wurde, 
gab folgende bemerkenswerthe Resultate. 

1) Ist die Periode zweigliedrig, also der Kettenbruch von der 
Form 


n 



l> 4 - 


«+ 


1 


h 4 • • « • 
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so ist b eine gerade Zahl und « ein Thciler von b, also — "an/, 
nie z. B. in • >* a ° ’ 


V‘M=5 + 


2 + 


10 + 


V 40=6 + — - — 
3+— 


2 + 


1 


12 + 


10 + .... 

2) Bei einer dreigliedrigen Periode wie 

\ *■ 

1 

, • t 

1 

1 


3 + 


12 +.... 


« + 


b + 


c + 


1 


a + .... 

« • ■ 

ist b=a , c gerade und zugleich 

(IC + 1 

•" S+l . 

eine ganze Zahl. Da hier wegen des geraden c der Zähler immer 
ungerade ist, so muss folglich a immer gerade sein, weil sonst 
der Nenner gerade würde. 

Beispiele : 


V 41 — 6+ 


1 


2 + 


V 1613=40 + 


2 + 


6 + 


12 + — - — 

2 + .... 


6+-J— 2 


80+ 


6+.... 


, 3) Ist die Periode viergliedrig, also der Kettenbruch von der 
Form: \ 


1 




1 


T 1 'i'jhi'i! * . : <♦ \ 

• . • \ lim i * •* • ».* 

. » . l)jiiO x) <2 + — r- 1 

•*: • . »• ' -a+...^ 

...» I . 

f * » n , , * ' « ' . ‘ ’ • t * 4 >, 

so ist e=a,. .ferner, r/ gerade und der Ausdruck 

\ nbd + b + d 

«*6 + 2 « 

eine ganze Zahl, wie z. B. in dem oben entwickelten Ketten* 
bmche für +28 und den folgenden: 
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^ _ . 1 


V 248=154 


1 + 


2 + 


V124«=35 + — t 

3 + — 

17 + 


1 


1 + 


3 + 


1 


30+ 


1 + — 


70 +. 


3 + .... 


4) Enthält die Periode fünf Glieder , steht also der Kettenbruch 
unter der Form; 


a + 


l 


A + 


* + 


d + 


e+ 


«+.... 

so ist e eine gerade Zähl, ferner: 

abc + a + c = bcd + b + d 

und 

% 

• bcde + bc + be + de + 1 

abvd + ab + ad + cd + 1 

eine ganze Zahl, was man z. B. an den Kettenbrüchen : 


^13=3+ 


1 + 


*"29=5+- 


1 +■ 


2 + 


1 + 


1 + 


1 


1 + 


"1 


1 + 


6+ 


2 + 


l | • • • • 


10 + 


2 +.. 


bestätigt finden wird. 

Ueberhaupt ist in jeder Periode der letzte Nenner das Doppelte 
der ganzen in der gesuchten Wurzel steckenden Zahl. Für die übri- 
gen Eigenschaften aber wollte sich auf dem Wege, welchen ich 
einschlug, kein allgemeines Gesetz entdecken lassen. 

Das Mitgetheilte reicht wohl hin, um zu zeigen, dass hier 
noch ein weites Feld zur Bearbeitung offen liegt, welches vielleicht 
auch für die Theorieder Zahlen manche Ausbeute gewähren konnte. 
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XXII f. 

, * * / 

Feber die im vorhergehenden Aufsätze 

aufgestellten Sätze. 

, • 

• , 

Von 

\ 

Herrn Richard Müller, 

Studirenden der Mathematik zu Jena. 


Die Periode eines periodischen Kettenbruches x sei figliedrig, 
q sei der letzte, p der vorletzte Nenner der Periode, so dass 


x — 


a + 


h -f* . . . • 


P + 




« + 




Da die Pefiodertzahl unendlich gross ist, so wird der Werth 
ton x nicht geändert, wenn wir die erste Periode ganz weglassen 
und den Kettenbruch erst mit der zweiten Periode beginnen; es 
ist mithin der Theil des Kettenbruchs , der nach dem ersten q 
noch folgt, selbst gleich x 9 und folglich 


x-= 


1 


«+ 


ft all« 


P + 


q + x. 


Auf diese Weise Ist es uns gelungen, den unendlichen Ketten« 
bruch in eine endliche Form zu bringen, in welcher es uns allein 
möglich wird, seine Eigenschaften zti untersuchen. 

Bezeichnen wir null die einzelnen NUherungsbriiche des Ketten- 


/ 
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P 

bruchs der Reihe nach mit 1 




,etc., so wird der Näherungsbrucb, 


p _ 

der zum Nenner p gehurt, durch ~ — 1 und der zu q gehörige durch 

Vn-1 

p 

— zu bezeichnen sein, da p der (w-— l)$te und q der wie Nenner 

des Kettenbruchs ist. Nun wissen wir aber mis der Lehre von den 
Kettenbrüchen, wie die einzelnen Näherungsbrüche mittelst der 

Partialnenner aus einander berechnet werden können, dass nämlich 

• * **• * * 1 ' 

Pn q • Pn — ■ 1 -| - Pn — 2 

Qn q • Qn —' 1 +.Qn-2 

4 

p ,* 

Dieser Näherungsbruch geht nun aber in den wahren Werth 

j Qn 

x des Kettenbruchs über, wenn wir q\x statt q setzen, und 
es ist also 

. r (y~h A ) Pn — ■ 1 -\- Pn— 2 

+ Qn-l^F Qn — 2’ 

► • ' * * p . « * • 

Qn— \ X?> \ ( qQn — 1 -f Qn — 2 ) X~P n — i X -|- q Pn — i + Pn— 2 > 

Qn — 1 Qn— l + Qn— 2 — Pn— l ) X=qP n — j -f- P n — 2 j 

T i i f 7 Qn— 1 "t" Qn — 2 P »— 1 ^ qPn— J + Pn — 2 

+ ^ o V*- Qn— - 


^ 2 + (? + 


Qn— l 

Qn- 2 -P„„ 


Qn— 1 


L ) 


P n 


Qn— 


c ' 

da bekantlich P n = qPn— i +Pn— 2 ist. Wir haben auf diese 
Weise eine quadratische Gleichung erhalten. Soll nun der frag- 
liche Kettenbruch einem Ausdrucke von der Form — u ±fv, WO 
u und v ganze positive Zahlen bedeuten , gleich sein , so muss der 
Coefficient von x ganz und gerade sein, weil in jeder quadratischen 
Gleichung der Coefflcient der ersten Potenz von x gleich der Summe 
der beiden Wurzeln, also hier gleich ~ 2 u ist. l)as Glied ohne x 

ist aber immer gleich dem Producte beider Wurzeln, also - - ” — 

_ Qn— 1 

= (-m + Vi;') = also eine ganze Zahl. Es 


muss also noch q -f- 


Qn— 2 — Pn — 


Qn— 


2 


ganz und gerade sein. Da nun 


Qn— 2 — Pn — 
Qn— 


ganz, sein; 


q schon ganz ist, so muss also auch 

es ist aber nothwendig Qn— 1 ^ Qn— 2 t also um so mehr 
Q n — 1 > Qn— 2 ~ Pn— 1 ,und es kann also der Bruch l 

nicht anders ganz werden, als indem der Zähler gleich \Null wird, 
also Q n — 2 — P*i— 1=0 oder Q„_ 2 — P«- 1* Da min aber der 
CoeflTicient von x auch gerade sein soll, so muss q gerade sein. 
Wir haben also die drei Haupteigenschaften gefunden : 
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I I'n 

1. -jz muss ganz , 

v n — 1 

II. P n -l — Qn-2 und 

III. q gerade sein. 

* - € 

Entwickeln - wir die ^Vsten Niiherungsbrüche für die Nenner 


a, J), Cs d , so finden w ir der Reihe nach 

•*S r- 


« 0 m 


•« 


g fl v > - kcd -f b 4^ d 


a a 6 “f-l > abc -|- a -f- c 9 abcd + (ul-{-cd + ab-\-\' 

/ 

Es muss also für Kettenbrüche mit zweigliedrigen Perioden - 

ganz, b gerade, also auch a gerade sein; für dreigliedrige’ Perio- 

den muss - ■ - ganz, b — a und c gerade sein; für viergliedrige 

üb -f 1 * * 

Perioden ^ ^ ^ ^ ganz, bc - fl = + l oder a=c und d ge- 

abc+a+c* ö 

rade sein u. s. w. 

Da nun nach den Gesetzen für die Kettenbrüche 

Pn— \ Qn —2 — Pn — 2 Qn — 1 “ dt 1 > 

l * 

» , * , I 

und da wir Q n — 2 — Pn—\ gefunden haben, so muss 

. , dt 1 , 

1 a-i = v/»,_ a q~! ±1 

sein; es muss also dieses Kreuzproduct P n — 2 Qn— 1 immer 
um die Einheit grfisser oder kleiner sein als eine Quadratzahl. 

’ . . Pn 

Da P n und Q n relative Primzahlen sein müssen und- -- — 

Qn- 1 

ganz ,.äso müssen auch- Q n und 1 Q n — 1 relative Primzahlen sein; 
ebenso müssen Q n -\ und Qn— 2 essein, da Q n — 2~Pn — \ und 
P n — 1 prim zu Qn— 1 sein muss. 

i ' - * * ’ }'./!« . 

,( • i. ] * < } . • ,d-\ • » 1 


/ 1 . * 

• j . . > 


i* 1 •• • ”*.» 

*' V ' 


1 ’ 

* 1 . 
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Auflösung der Gleichung 00*= y* in 

reellen Zahlen. 

• « 

* » • * 

\ 

. ■ Von . 

* * 

Herrn T. Witt st ein 

1 t ^ » » 

zu Hannover. 


Unter den drei directen Operationen der Arithmetik zeichnet 
.sich das Potenziren durch die Eigentümlichkeit aus, dass man 
die beiden gegebenen Zahlen, mit denen die Operation vollzogen 
werden soll, nämlich Basis und Exponent, ment allgemein ver- 
tauschen darf, ohne zugleich die Potenz zu ändern. Diese für 
die genetische Entwickelung der elementaren Arithmetik so wich- 
tige Thatsache führt aber zu der Frage, ob sich nicht wenigstens 
isolirte Zahlenpaare angeben lassen, welche der Gleichung 

arö = y x .... (1.) 


Genüge leisten, und schiiesst man dabei, 

, « 

xr=zy.... ( 2 .) 


wie billig , die' Auflösung 


aus, so führt schon ein Durchsuchen der ersten Zahlen der natür- 
lichen Zahlenreihe zu dem Resultate 


* 


*)4 —12 

- — TT t * • • 



Ob dieses Resultat das einzige ist, sei es dass man sich auf 
positive ganze Zahlen beschranken oder dass man auch negative 
Zahlen, Brüche und Irrationalzahlen zuziehen will; oder wie. 


wenn es nicht das einzige ist, man allgemein solche Zahlenpaare 
angeben kann, welche der Gleichung (1.) genügen: das zu unter- 
suchen ist hier die Absicht. Zunächst soll von positiven Zahlen 
allein die Rede sein. 

Aus der Gleichung (1.) folgt unmittelbar 


y (4 ) 

x~ logx C ’ 


t 


V 


i 
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Man setze 3L=l-f a , denn der Werth von muss nothwendig 

x x 

von Eins verschieden sein, weil die Auflösung (2.) ausgeschlossen 
bleibt; und ausserdem wird die Allgemeinheit nicht beschränkt, 
wenn man gnt^r a eine positive Zahl versteht, denn dadurch wird 
mir die Bestimmung eingeführt, es solle von den beiden positiven 
Zahlen # und x jene die grössere sein. Man hat also aus (4.) 

= 1 + a, wotaus # = #( 1-fa); 
x 


|°^ y = l-fa, woraus y = x 1+«; 
log x ' 


folglich 


•*» •* 


/ 

i l +« 

a:=(l + a) a » #=(l-f - a ) — ~ 


.... ( 5 .) 


Diese beiden Gleichungen enthalten die vollständige Auflösung, 
und lässt man darin a alle Werthe von a = 0 bis a = ao durch- 
laufen , so erhält man alle positiven reellen Werthe von x und y , 
welche der Gleichung (1.) Genüge leisten. 

Für a=0 feduciren sich die Werthe von x und# nach einem 

bekannten Satze beide auf die Zahl e — 2,718 welcher Fall 

mithin, als der Gleichung (2.) angehörig, ausgeschlossen wer- 
den muss. 

Für jeden andern Werth von a hat man 

l-f-a^c a — 1-f-a-f- j— ^ + ••••> 

. « ■ i 

# < e 

und ‘ ' ’ * , ’ 

«<(l + <*)log(l-fa) = a-f n ? - r» + ••••> 

1+a (1+a) 

e tt <(l+a) 1+a » K(l+oc) « , y>e 


Ferner ist für a=ao 


lim ( log x)~ lim = lim ( — \=0, lim x — 1 
' a + ay 


und 


•i 


lim (log y ) = lim ( 1 +«) l °g( 1 + tt ) = |i m $ 1 + log ( 1 + a ) ? =»,' 

• 1 t « t 


lim# — ac . 


Folglich liegen alle Werthe von x , welche in den Gleichungen 
(5.) enthalten sind, zwischen 1 und e, alle Werthe von y dagegen ' 
zwischen e und x; oder mit andern Worten, jeder Zahl cor- 


10 2 * 


1S6 


respondirt eine andere <e und >1, die mit ihr verbunden eine 
Auflösung der Gleichung (1.) liefert.' 

Eine Folge hieraus ist, dass zu keiner Zahl und >0 eine 
correspondirende positive Zahl angegeben werden kann, die mit 
ihr dm Gleichung (I.) löst; man überzeugt: sich davon t aber auch 
leicht unmittelbar, denn bedeuten x und y zwei Zahle#,, die > 1 
sind* so hat die Gleichung, . .. .... . i,.... ^ . 




unmittelbar zur Folge 




welches absurd ist, wenn x und y verschieden von einander sein 
sollen. 

• . • * 

2 . 

Soll die Auflösung der Gleichung (I.) auf rationale positive 
Werthe von x und y neschränkt bleiben, so wird auch die Hülfs- 
zalil a, ihrer Definition gemäss, nur rational gewählt werden 
dürfen. Es sei deshalb, * . *. ** 




n 


i • 


l f ■ 


i i 

wo in und n von Eins verschieden und ausserdem relative Prim- 
zahlen sein mögen, so erhält man aus (5.) 





und sollen diese Werthe rational werden , so müssen , wenn man 


i JL 


setzt, p und q ganze Zahlen sein. Nimmt m/in ferner p — q—r, 
so sina mithin q und r an die Bedingung gebunden : 


( 7 +0 m — q m —in , 

.mim— 1) ‘ A _ 

• mq m ~l r -J -j— ^ — - q m ~ 2 r i 2 


welcher Gleichung augenscheinlich durch positive ganze Werthe 
von q und r nicht Genüge geleistet werden kann. Die Annahme 

a = — liefert mithin keine rationalen Werthe von x und u. 
n * 

Es sei ferner 


. > 



*57 


\ 

wo «: eine beliebige ganze Zahl bedeuten mag; so hat mau aus 
(5.) jetzt • i \ ■*"'/.• .f-‘ W.Tr i * ! 

i • f <• : : i • » • • » ,\«, r* » ,•»,.!»/ «. * ;»• • 

•• x =\.— J t .KS>r*.<P-h tv» 


,M i- .«'• ! St! »>. 


'I . 


welche Werthe unmittelbar rational sind, und deshalb Auflösungen 
der gegebenen Aufgabe enthalten. Man hat z. B. 


< A • i ) 


l 


> 


71 = 1 , 2 , 3 , 4 , . . . ; 

» ai.n '.i «w.;*. \> ‘ . ui t. oh . i:o>ö| rr v „ 

y 64 uio • - - - 


ar=2, 


4’ 27 ’ 256 




ih>i 


_ t 27 256 3125 ' 

f ’ 8 ’ 81 : 1024’ *).*.• •• i :j ’i 1 ! ’ > . •; i'. iii 

Man bemerkt leicht, dass alle diese. Werthe von x und y 
mischen den Zahlen 2 und 4 liegen. 

Es sei endlich ' ' ■ ■ ■ p ' • " • \ '• '■> '< 

• •'»!» \. * ». / - .* . ’ '• *'• • lli ‘t‘1 

’ »* 3 4 ' •’* ‘ '3) a = 7 n *• <•'*» r 1> : i 


i* n* 


und m eine beliebige ganze Zahl, so wird 




1 . 1.+ » ■ •• V' 

ar=(l+m)m, y = (l-| : m) m ....(9.) 

' 1 ' . ~ \ 


/ “ *.»%}♦»« t . »7 

* '* f 


und damit diese Werthe rational werden, muss eine 

ganze Zahl sein. Aber zwischen 1 lind e, in welchem Inter- 

. : \ - .i : . ii \ . ; . t . or« .'ft 

valle alle Werthe von (1+m)»» enthalten sind* liegt nur die ein- 
zige ganze Zahl 2, und ihr entspricht der Werth ?» = 1, folglich 

ist 4 % *' » i ' V. '*• - 


i - 5 


a?==2, y — 4 * 


ti >> *. » 


* •'!>. . 


die einzige rationale Auflösung unter der Voraussetzung a = m. . 

Dieselbe fand sich aber auch schon vorhin für a— !. 

n 

Fasst man die Vorstehenden Entwickelungen' zusammen, so 
findet man, dass in der That die Gleichung (3.) die einzige mög- 
liche Auflösung von (1.) in positiven ganzen Zafilen enthalt,' wäh- 
rend der Auflösungen in rationalen Brüchen beliebig viele möglich 
sind, die durch die Gleichungen (8.) gegeben werden. 

Nebenbei kann man noch bemerken, dass die Werthe : 'in (3.) 
zugleich die Eigenschaft v haben , dass für sie auch die Potenz 
xy oder y x rational ausfällt*' welches für alle andern aus (8.) ge- 
zogenen Werthe von x und y nicht der Fall ist. 


i > 


» i » 


■if 


3. 


- * ' 


Um jetzt die Auflösung der Gleichung (1.) auch auf negative 
Werthe der Unbekannten auszudehnen, darf zunächst die Bemer- 
kung nicht übersehen werden^ dass man mit einer Potenz einer 
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/ 


negativen Zahl nur dann eine bestimmte Bedeutung verbinden 
kann, wenn der Exponent rational ist, während bei irrationalem 
Exponenten das Vorzeichen der Potenz durchaus unbestimmbar 
bleibt. Aus diesem Grunde wird hier, wo es sich um die Gleich- 
heit solcher Potenzen handelt^ nur von rationalen Zahlen die 
Hede sein können. 

Es sei nun zuerst die Gleichung » - .* • 

. • « i • i « • . • « 


(-*)-» = (-y)-*.... (10.) 


zu lösen, wo x und y positiv sein sollen, so hat man daraus so- 
gleich 

l 

welche Gleichung in die beiden : 


und <-l)ifs= ( — 1)» r. <! 

* » « 

• * 

zerfallt. Die erste dieser beiden Gleichungen wird aber nur durch 
die in (8.) gegebenen rationalen Werthe von x und y aufgelöst, 
- und da dieselben Werthe auch der zweiten Gleichung Genüge 
leisten, so enthalten sie mithin, wenn man ihnen das Minuszeichen 
vorsetzt, die vollständige Auflösung der Gleichung (1.) in negativen 
rationalen Zahlen. 

Es sei zweitens die Gleichung 

1 * 1 f • ' 

(-x)y = y~*.... (U.) ' 

gegeben, wo wiederum x und y positive Zahlen bedeuten, so be 
merke man, dass hier nicht x—y sein kann. Ferner ist zur Reali- 
sirung dieser Gleichung nothwendig und hinreichend, dass 

. » '* 5 . ; . \ ; : f ■> . \ 1 * 

xy — y ~ x ‘- und ( — 1 )» = 1 

sei. Aus der ersten dieser Gleichungen zieht man sogleich 


. . . 

X log X 9 

2L = 

X 

sein muss, so hat man 

« 

y—x^i, 

folglich 


und setzt man wo /u. positiv und von Eins verschieden 

x 


y=x~f*; 


•• - x—(a y — pW* l . . (12.) 

• * * t • ** » 

Sollen nun x und y rational werden, so muss auch /ll rational 
sein. Man setze deshalb 


/ \ , 


w 

. . n 


♦ t 


wo m und n ganze Zahlen sind, jedoch weder gleichzeitig =1 


\ 
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sein, noch einen >on Eins verschiedenen gemeinschaftlichen Divi- 
sor besitzen sollen. ‘Die Werthe <12.) verwandeln sich dadurch 
in folgende: 


fi i V . .f wy m . 

» « .* i . X ^ V — 7W+«) ’ ■ V — V — > '* u o.:*'... 

'• n ' . • . ' I • ’ » ‘ . 1 . ■ -- I ' r ■ • • * / . • ' , . . J 1 1 < . . I . .v 


und damit diese rational werden, müssen 

* 4 . 1 * • J * #'•»{ 4 .. 

1 


i » 


» «i'k ' 


/«m + n =/? undw*» ±n—q 


» • » . *, 

• : *; t >-* 

•i’ • .'ii * * 

> - 1 s • » - •,!> 

* * t * * 

* i X . w 4 »*t * * I » 


% * ; 

ganze Zahlen sein. Ist nun m>w. (die Annahme n^>m ändert 
hieran nichts Wesentliches, weil durch eine Vertauschung von m 
und n zugleich x und y vertauscht w erden ) , und folglich p > q, 
und setzt man p — q — r, so sind q und r an die Gleichung ge 1 - 
bunden: v Tf- - j. i?T jM 


(q-\-r) m -*- n + c/ m + n =m-\-n, 

%q m + n +(m-\-ri)q m + tt - 1 r gm+n- 2r*-f ..-f r m+n =m+h 

1 ♦ Jd 

\ . 

•H - . ^ # 

welche Gleichung durch keine positive ganze Zahlen für q und r 
aufgelöst werden kann. Mithin ist die Gleichung (11.) in rationalen 
Zahlen nicht lösbar, oder die Gleichung (1.) ist nicht lösbar durch 
solche Paare rationaler Zahlen, von denen die eine positiv, die 
andere negativ ist. Beiläufig kann man aus dieser Entwickelung 
noch schliessen, dass die Gleichung 

i ■ *i » • 

xv . >y x = 1 


nur die eine Auflösung x=y — 1 in positiven rationalen Zahlen 
zulässt. - ‘ '■ v ‘ * 


* i 


* .4. 

. . t* : ■' -tiU 

Durch geometrische Betrachtungen kann man sich auf mehr 
als eine Art die vorstehenden Resultate zur Veranschaulichung 
bringen. Nur kann dabei keine Unterscheidung der rationalen von 
den irrationalen Werthen stattfinden, aus welchem Grunde hier 
auch negative Werthe unberücksichtigt bleiben müssen. 

Es sei ein Werth y = a gegeben , und man sucht ,den zuge- 
hörigen Werth von x aus der Gleichung 


Man betrachte 


x a — a*..'. (13.) 


— x a und z' — a*.... (14.) 


' ♦ \ . 


als Ördinäten zweier Curven für einerlei Absciss^ x % . sö : werden 
die Dhrchschnittspunkte dieser Curven, in denen z = z' ist, die 1 Auf- 
lösungen der Gleichung (13.) enthälten. 


. ’il?"’’. ’ 1- 1ILJ II. 1 > / 'lin ' ’l. ri~ • 4' j i. i ii. f\ J. * *t ; ' ) / * X ’ •< f ;! * 

Es sei nun zuerst a<l, so ist für .r=0 . 

, IrotijgiTflff ^ i ; >f: -j > > V:> ‘ n:. , ■,<•>; w/ 

• r ’ L- ! i 


Z<2 


.1 nl tr 
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r • » 


yijj u>di, !'V' • L <■*• / :i .‘»ti 

dagegen für. #==ao wird lim *-7=^00 , folglich N 

' " z * ' , . . 

. ‘l* »* . M t » *i 

mithin müssen sich die beiden Curven in einer ungeraden An- 
zahl von Punkten, also wenigstens einmal schneiden. Dieses ge- 
schieht aber augenschninlich in dem Punkte x—a, und da die 
Curven vor diesem Punkte einander lhre' convexen Seiten, nach 
demselben aber ihre concaven Seiten zuwenden (wie man leicht 
aus der Entwickelung des zweiten Differentialquotienten findet), so 
können, sie keinen ;?w eiten; Punkt mit einander gemein haben* 

Es fijei ferner a==l, so werden beide Curven in gerade Linien 
übergehen > die gleichfalls einen Durchschnittspunkt haben, näm- 
M fM'irsaa. ‘ , 

Es sei endlich a > 1 , so ist für x = 0 

- :*•<** • .. 1 , , 

• | » * • * « . t 1' * 

und für x=.<x> wird lim ^ = 0, folglich , . 

1 c . • * 


v i x't'* \> i f 1 | 


2< 




mithin muss die Anzahl der Durchschnittsjmnkte, wenn es deren 
giebt, gerade sein. Nun aber haben beide Curven wieder den 
Punkt x ~a mit einander gemein, und aus der Betrachtung der 
iJifferentialquotienten # t t > 7 / t 


dz .. dz _ . 

— — a:c a i , — — ~a x log a 
, dx \ dx * 


geht hervor , dass beide sich nur dann für x — a auf einerlei, Werth 
redueiren, wenn log a = l'oder a — e ist. Folglich wird der; Punkt 
x—a ein Berührungspunkt werden, wenn‘a=e ist, dagegen ein 
Durchschnittspunkt, wenn a von e verschieden ist, mithin muss 
es im letzten Falle noch einen zweiten Durchschnittspunkt geben ; 
tind zwar , weil für x~=£a f: * 

jhii’ *•» : ... . i>.n„r->7 lux ’ : ! . - s.i / * *. .* . * 


PW 1.' 

I / * * 1 4 ii * < 


* !c 


«/j < . • (’. ■ • ■'• '■‘■■dz dz* ‘ • 1 • 1 "* •' J 

• • ■' Äx' > lLr’ 

■ !• Ii: l!\ **.!.’ . • •• 

V tt 1 ■ » * 1 * M 1 * • 

. • . i . r ,/i T 

dz ^ dz' 

,\ . 

' d * 4 /M ^ // OA 


wenn lög ’a^l also «<t», dagegen 

♦ * I ; 1 

<h M 
dx S dx ’ 


t 

wenn a^>e wird, so muss fiir a<^e der zweite Durchschnitts* 
punkt einer Abscisse x*> a, und für derselbe einer Abscisse 

entsprechen. 

Fügt man diesem letzten Resultate nun noch hinzu, dass 
wegen der Symmetrie der Gleichung (13.) in Bezug auf x und a 
auch für x<,e, und für x^>e, a<^x sein muss, so folgte 

dass der zweite Durchschnittspunkt der Curven für einer 

Abscisse und fiir o>e einer Abscisse x<e entsprechen 

wird. 


t 

4/ ' 


* 
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Aus diesen Entwickelungen wird man Schliessung dass die 
beiden Curven (14.) immer einen Durchschnittspunkt besitzen, der 
zu der Abscisse x=a gehört; dass sie aber pur dann einen zwei- 
ten Durchschnittspunkt, dessen Abscisse x von a verschieden ist, 
besitzen werden , wenn a zwischen 1 und e , oder zwischen e und 
liegt, und zwar wird im ersten Falle diese Abscisse zwischen 
e und oo, im zweiten Falle zwischen 1 und e liegen: überein- 
stimmend mit 6. 1. • ii • 

i » ' * 

. ’ ; • » i. .< *s.\ .» . < * . - * , . 

5. 

* • * : . • » 

. '1 T 9 * • » ' ' » *”' 4 » *‘1 * ^ • * ' 

Eine andere geometrische Darstellung der in Rede stehenden 
Aufgabe ergiebt sich, wenn man die Gleichung (1.) in die Form 

bri “8* ■ ; '••• , . . i , . 

.... . . » ’ * 

1 I 

x*=yy .... (15.). 

» t . > . • ' - l i * ;» « 


Man setze 


tt=ar*,....( 16 .) 

% 

und betrachte diese Gleichung als Gleichung einer Curve, dereu 
Abscissen x und deren Ordinaten u sind. I)er Differential quotient 
derselben 

k N 

• » i 

i 

S • ' 

* . i , • < • i : 

wird in dem Intervalle von # = 0 bis x = cc einmal Null, nämlich 
für x = e, wobei er aus dem Positiven ins Negative übergeht; 
folglich wächst u von x = 0 bis x — e, und nimmt ab von x = e 
bis # = oc,und hat ein Maximum 


du i— 2 ,- . ‘ 

di~ x * < 1 — *®g ^ ) 


*• » » ♦ » • 

u=e e für x~e. 

Ferner ist lim tt=0 für x—0 und lim u — 1 für x = <x>, mit- 
hin wiederholen sich nach dem Maximum, nämlich von x = e bis 
ar=ao, alle die Ordinaten wieder, welche vor dem Maximum von 
1 bis x=e dagewesen sind, dagegen diejenigen Ordinaten, 
welche den Abscissen von #==0 bis x = l entsprechen, kommen 
in der Curve nur einmal vor. . 

Betrachtet man nun x als Unbekannte in der Gleichung (16.), 
so ergibt sich zunächst, dass die Auflösung nur möglich ist für 

Werthe von u zwischen « = 0 und u—e*. Dabei hat für alle 
Werthe von u , welche zwischen «==0 und u~ 1 liegen, die Glei- 
chung nur eine Wurzel , und diese liegt gleichfalls zwischen 0 und 1; 

desgleichen für, u — e* nur eine • Wurzel = e. Dagegen für alle 

Werthe von u zwischen w = l und u=e e besitzt die; Gleichung 
zwei von einander verschiedene Wurzeln,.) von denen.,. die eine 
zwischen 1 und e , die andere zwischen e und oo liegt ; ; und hiemit 
sind in derThat wiederum die Ergebnisse des §. 1. zuin Vorschein 
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gekommen , da offenbar die Auflösung der Gleichung (16.) identisch 
ist mit der ' Aufsuchung derjenige# ‘ zusammengehörigen * Werthe 
von x und y,” welche der Gleichung (15.) oder (1.) Genüge leisten. 

i * i ' i *'■ • m t \ '» r.i.’ > _ si v i'*f *i 

• , -\ i • .« * • i • r ; , :i 1 i ; • \ '* ,« *° 

>;i . <Was nun endlich die Aufgabe betrifft, zu einem gegebenen 
Werthe 1 der Gleichung (1.) den zugehörigen Werth von x zu 
finden, so gelangt man dazu durch Auflösung der Gleichung (16.) 

i 

für x, indem man u~yy als bekannt ansehen hann. Man findet 
nämlich leicht vermittelst der Reihe ton Lagrange; . , 

m * ' k ’ » 1 ' , 

* i » « ♦ , * J ^ • • • * , ' , ( « ♦« *•> 

* • » j i # «» ' • ;» • • » 4 « 


X=l-hlog M-t 


3 

1.2 


(logtt) a 


4 a 

+073 ( Iog “)*+•• 


(w-f 1) ”-1 

1 . 2 ...» 


(log«)» + 


• 0 * 


Dividirt man den wtcn durch den (n — l)icn Coefficienten , um über 
die Convergenz der Reihe urtheilen zu können, so hat man 

m - 1 ' 

• • * * f i 

I* • ^ !•* 't * * . • 1 M. * * • •• i 

und da für n—oö •, j • „ <•.. je,»- '* 

,im (^)” -, = iin, ( i+ D nl=e ’ ■ 


. . 

, i**' •• 

• 5 


. * •*! 


I 


so convergirt mithin die gegebene Reihe für alle Werthe ton 
log u zwischen i.- », 


t | 

logtt = Undlog?4=i-' ’* 

° P c e * : .< . 


f ;» 


oder für alle Werthe von n zwischen 

, ...» * \* 

4 

l ± 

. ; .. . . u*= t . ?undu^ee, . ; ... 

1*1 , * i # * 

• . . .. 'i . * . * . » ’ » 

und da für die- vorliegende Aufgabe,,» nur zwischen 14=1 und 

u — ce fallen kann, so convergirt die Reihe in der That in allen 
vorkommenden Fällen. Aber sie liefert ton den beiden Wurzeln, 
welche die Gleichung (16.) in dem gegenwärtigen Falle besitzt, nur 
eine, nämlich die kleinere, wie man daraus ersieht, dass die 
Summe der Reihe zugleich mit w gegen 1 convergirt, und sie 
löst mithin mir die Aufgabe: Zu einem gegebenen Werthe 
den zugehörigen Werth zu finden; nicht aber die umgekehrte. 

Anmerkung. Die vorstehenden Entwickelungen , so einfach 
sie sind , schienen mir der Beachtung nicht unwerth zu sein , theils 
weil die erörterte Frage an sich von Interesse ist, theils aber 

auch, weil dadurch der Werth (l + a) a und seine Gränze, die 
Zahl e, in einen so nahen und innigen Zusammenhang mit der 
ejementaren Theorie der Potenzen treten, dass* ihrer schon auf 
einer viel frühem Uoterrichtsstufe, als es gewöhnlich der Fall ist, 

• .. <" 
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Erwähnung geschehen kann. Diese letztere Bemerkung soll haupt- 
sächlich Pädagogen gesagt seiu , für welche ich wohl nicht hin- 
zuzufugen brauche, dass für die Stufe, welche ich andeutete, eine 
viel mehr elementare Darstellung des Gegenstandes nöthig sein 
wird, als ich hier gegeben habe. 

lmo*> i.J f» ~ luid'iu» » j:l *)iuunol ; »b n« I irt 
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Auszug aus einem Briefe 

; i . ■» : • • des 

• • • 

Herrn Professor St eichen 

% 

an der £cele railitaire Belgique au Brüssel 

• » 

an den 


\ v .. 


. • I 

i 

ii- •• * 
.*» :* ••• 


••» . 


• • Heraasgeber, • 

: et ! }• • 


}• • iC t;.< *. 
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• \ 


«Tai rhonneur de vous communiquer quelques observations , 
concernant certains passages da la theorie analytique du Systeme 
du monde parMr. de Pontecoulant. Je ne saurais admettre la compa- 
raison que Ton etablit habituellement entre le mouvement sur un arc 
elliptique et le mouvement d’un mobile qui oscille lineairement de 
part et d’autre d’un centre fixe qui attire avec une energie inver- 
sement proportion nelle au quarre de la distance, et j’admettrai 
encore moins les conclusions que les auteurs en deduisent par le 
moven du beau theoreme d’Euler et de Lambert qui fait connaitre 
la auree du mouvement en fonction de la corde et des rayons vec- 
teurs extremes (voir l’ouvrage citd. p. 277. et p. 291. (h).). Pour 
justifier mon opinion, je resoudrai directement la (juestion suivante : 
Un corps ou un simple point materiel dabord au re* 
posvient ä 4tre attire par un centre fixe de masse /u. 
Ob de man de d’ ex am in er lescirconstances du mouve* 
ment dans Thypotb ese. que cette masse ju laisse au 
mobile un libre passage et que I’attraction soit en 
r a i 8 o n inversedu quarre des distances. ’ 

Solution. Soit k' 2 l’acceleration de Turnte de masse ä Tunite 
de distance; /nk' 2 exprimera donc Tacceleration du centre donne C 
ä Tunite de distance. Considerons le mouvement pendant Tinstant 
dt, qui succede au temps t dejä ecoule depuis le point de depart 
A du mobile qui est parvenu apres t en un point M intermediaire 
entre A et C. Enposant MC—z , MA — x, AC—Ri, on obtient 
Tequation diflfer. seconde: 


d 2 x 

HÜ 2 


ou 


d 2 z _ k' 2 iu 
~di 2 ~~ z 2 


>1 


11* 
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Cette equation etant intdgree une premiere fois nous donnera* 


dz 2 r , , 1 , 

—— = Const. + k * . in . — —c-\ 

dt 1 % • z 


dz 


SS Fon determine la constante d'apr£s la condition de et 

de z=jK 1 , il viendra: 

dz 2 R 1 —z _,__ ± , dz 

dt* 


R x 


* partant — ^ = k’ jj- * V ^* 2 Z • • • • (^)- 

' r * 

dz 


, On prend dans cette equation — avec le signe — , parcequ© les 

„ + €LL 

Elements dt varient en sens contraire Tun de l’autre; si l’on * 

pose encore pour simplifier k! V£ = H, Fequation trouvee devient: 

< * 

* * * * • • 

H.dt=z /ax 

. I * 

Si l’on intägre et que Fon nomme c' la constante amende par 
cette op&ation, on obtient; 


H.t = c’-\-^R ^+Ä l .arc(tang=V r ^); 

> ........ t , * « 

et comme en comptant le temps des Finstant du depart en A on 

doit avoir ä la fois t— 0, z = R l} il vient — 0 et 

, / * * # 

. • H.t^>T R x z— x* + R X . arc(tang = (A). 

••»’;••• . > i z y 

De lä on conclut facilement pour la durde du mouvement de 
chüte de A jusqu’en C la valeur: 

__ ä R t 1 i? r ^ 

T_ 2 - jy~2 ‘ eT'T?'"' ®" 

* i t 

Dans des cas d’attraction analogues a celui que l’on examine 
Sei de certains auteurs ont conclu que le mobile ne saurait jamais 
descendre au dessous du centre C, parqeque alors les quantites 
R lt z devenant negatives, Fexpression de la vitesse au dessous du 
centre, donnee par l’äqiiation (2), devenait selop eux imaginaire. 
Mr. de Pontecoulant a admis avec raison quil doit y avoir un mouve- 
ment oscillatoire egal de part et d’autre du centre d’attraction ; en 
effet non seulement les quantites R x et z doivent changer de signe 
au dessous ,de C; mais il faut affuter du meine changement la 



»pulsive. Ör en faisant ce changement complet 
de signes, la formule (2) reste ce qu’elle est, et eile donnera pour 

— ~ une valeur reelle dans Fun et Fautre cas. Mais Ferreur 
dt ' « 
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qu’on vient de si^naler est d’autant plus diflficile ä eviter que dans 
les notations ordinaires on prend pour unite la quantite que nous 
nommons k'ty ce qui cevient eti quelque sorte a effacer la tTace 
d’une quantite qui doit changerde signe. Au Teste cette observation, 
de notre j>art ä iaqueile nous avons ete natureliement; amene par 
notre Systeme de notations dans le mouvement elliptique des pla- 
nete« * a ete deja presentee sous une forme differente par d’Alem- 
bert dans ses opuscutes. Mais celui - ci n’a pas resolu toutes les 
difficultes de la question, et nous nous proposons, d’y revenir plus 
tard et de les dclaircir le plus que possible. Pour mieux dviter 
tout embarras nommonS 2 ? la distance du mobile au point C, quatid 
il s’en dcarte en dessous; on aura donc en observant que x' aug- 
iuente avec le temps, et par I’equation (2): >. 


irhi.i 


JS1& > ♦ i « » | f t 


z'te 


u<fct* 


!. ) -i 

'l-J ) ■ )1 


Y Ä.j'-i'* 


5 jj...- (“0- 


/ 


Celle «ci donnera donc par l’integration , en nommant c‘ la con- 
stante:. * i* 

H.t' =c' — V Ü x z f —z'* — R x . arc(tang = V — 1 (A r ) 

z 

f • 1 1 » * " f « g • * ♦ 

Or pour l’instant du passage par le centre les equations (A, A') 

doivent subsister a la fois: mais alors onaz'=0, x= 0, t'~t=z r 7 ; 

> * qs 

partant: U.t— c'—R x .arc(tang=ao) = c'-^fr. R x , ... . 

I 

Substituant dans cette derqjdre la valeur de r fournie par l’egalite 
(3), on obtient c' = x.R t , et(A') deviendra par Substitution : 

- R , . arc ( tang= V ^r^) - • •(»)• 

> ‘ • , • • ; . * / 

9 « 

Ainsi il est demontre 1) que le mobile oscille de part et d’autre 
du centre et que ses excursions extremes de ce point sont egales 
entr’elles ; 2) que la duree d’une oscillation entiere qu’on 
deduit de (2?) en posant : — R x a la valeur: 


7 ' ==3C *^ i 

4 




qu elle vaut par consequent le double de la duree de chüte de A 
vers C, partant que les durdes des demi - oscillations ascendantes 
et descendantes sont isochrones. 

Les resultats prdcedents etant une fois trouvds, nous sommes 
en etat d’apprdcier le plus ou le moins de validite des assertions 
de Mr. de Pontdcoulant. L’auteur affirme d’apres Laplace “qu’une 
planete apres avoir atteint l’extremite du grand . axe revient au 
point d’ou eile etait partie; que dans le mouvement rcctiligne au 
contraire le corps parvenu au loyer d’attraction passe au deld et 

S u’il s’en ecarte ä une distance egale h celle dont il est d’abord 
escendu; desorte que ce n’est qu’apres deux revolutions de la pla* 
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net© qui’l se retrouve aü menie point de depart avec eile“. Cette 
derniere proposition est inexacte :• car en supposant a l’orbite de la 
planete un demi-grand axe a, et une /excentricite e,\ et faisant 
partir ä la fois la planete et le mobile du pdrihdlie , la lc™ avec 
sa vitesse /propre, et l’autre avec u»e vitesse nulle, la planete y 

r * i , . *3. 

’ '' 5 ‘ 9 -jr n* ' ' 

reviendra par ce qu’on sait apres un teraps — — taodisque le 

.j. .. M 

-I, j.r fl V/1 * 

mobile n’y reviendra qu’aprds un temps l *. Cette derniere 

durde vaudra seul erneut la duree de dgux revolutions de la planete dans 

le cas particulier ou Ton aurait (l~e*)*=2, equation absurde pour tons 
les cas imaginables du mouvement elliptique ; mais la planete et le 
mobile se retrouveront au meine point de depart commun apres une 
revolution et une double oscillation dans le cas particulier de e=0, 
car alors les durees de mouvement deviennent egales. On n’echappera 
pas a tios objections en pretendant qu’il faut faire partir le mobile 
d’une distance 2a du centre; car alors la duree d’une double oscil* 

2.2a _2 a, fondisque ce Ued’une double revo- 


lation du mobile sera % . 

UV 

lution de la planete reste D’ailleurs les mobiles auraient dans 


UV 




ce cas des points de ddpart et de retour diffdrents. En faisant 
partir le mobile d’une distance 2a l’auteurcite (p.294.) prend la duree 
de chüte sur 2a ou de A vers C egale ä n aV a : UV /u , , tandisque 

la formule (3) donne pour cette '»durde la valeur *•? . ^&V ___ 

; • i »•»•■*' i . « • -v . \ UV /ii 

* . öV-2 : k' VJi. M ais puisque ces conclusions sont inexactes, il 
importe d’assigner la source premiere d’ou eiles decoulent. Or en 
considerant avec 1 auteur la chilte rectiligne d’un corps attire par 
le centre fixe et parta.it d’une distance 2a, on trouve selon lui que 
la duree du mouvement sur un espace Q* — q ’ est exprimee par la 
. formule (p. 293): . 1 

t '~ t= T^' Vx-* a-sin^f, +sin 2 a )....(C) 
k y (x •* . 

t 4 # ' 

dans laquelle on fait pour abreger: 


*« i • 


i < i • 


a < a< • 1 ■ ; » 1 •s< - ' * 

. • • i . ‘ . - ’ •.»*•••• *- > . 1 

11 nous reste donc k verifier si eo effet cette formule est 
identique ä celle que yeut fournir notre equation (A) ou ( B ). Dans 

(A) faisons d’abord — — = tang 2 9 , ce qui donne z = R. cos *9 

z ■ • 

=2a.cos *c p, et R t 2 * = 4ö 2 .sin " 9 , partant: 

' * { * ♦ ► * » * 4 ' 1 * • . 

, Zf. 2 a. sin 9 cos 9 2 a.q> = a( 2 <p + sin 2 <p). 


1 
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Concevons une steconde di.itance t, niais comprise entreOet 2u # 
ft soit t* !e temps que le mobile emploie ä ddcrire 2« — Xi ; on 

* *• •*» - . -< .1» ot> Vn.-'t •* >' > 

aura en Dosant encore une Ibis — i — X==tang*9 :j; H ; o - i 1 j; | 


aura en posant encore une Ibis , 

** <;i iii>" ■ “tt ‘>1 * nt) ' i ‘1 : m*> 1 


m' i i : • ’ ;vi * tu- Ho- *i *f i 


«o 


‘ ? // . fi==a( %p f + sin 29' ), 
partant: jy(^-^l)==a(2(p , ~29+sin29 / T -sin29), , t .« . 

ou en remettant pour H sa valeur: 


t' — t= . ( 2cp' — 29+sin 29'— sin 29) . . . ( D ) 
h! V /LI 

Or jamais cette formule ne saurait etre identifiee dans le sens de 
faateur a la formule (C), qui donne la duree du mouvement sur un 
arc elliptique par la corde et les rayons vecteurs extremes: 1) par- 
ceque rirrationnel entre daus le second membre de ( D ); et 2) 
parceque les sinus sin 29V siu2cp out des signes contraires ä ceux 
«es quantites sinz',, sin z a de la formule (Ü) de Lambert; ainsi la 
formule (C) applicable ä l’evaluatiou de la duree du mouvement 
sur Farc d’eltipse n’est pas exacte pour representer la duree du 
mouvement rectHigne sur une etendue z— z, , c’est ce qu’on peut 
aussi demontrer plus directement * Posons en effet pour R t — 2a : 


n — 
a 


■*’ 1 


= COS€* , 


a — z 
a 


— cos e ; 


» » N 

<1 


la formule (A) deviendra: 

/ft=a.sine + 2a^-~\ 

/f.t / = a.sin£ / + 2aQ — 40; 


partant H(1? — /) = a.(sin z* — sine-f £ — &')> " 

< . * , . *» 1 ; • 1 - • . . .) » *. ; 

‘ s « • . w " aV2a , / . . , . . \ 

.• , etr— ~(s~ e -f sint' — sine). 

' T' ’ • * k'Vu ‘ J 


sd 


t« • 


'I /| 


I , 


/ * 4 * 1 . l * * 

f | • .» ^1 r * , j l _ 

Ot dans cette nouvelle transformation les angles s, e ' sonf preei- 



differe de son correspoudant dans ( C) dans le rapport de V2:l. Je 
termine, par Findication de quelques autres legeres erreurs que 
l’auteur corrige au teste dans le courant du calcuJ , mais qui ue lais- 
sent pas jque d’embarrassef le lecteur : X) Le 3ieme terme du (leve- 

| k r | M * j 4 * » ^ » 

loppement de - , p. 262. , doit etre pris avec le sienc 4-. * 2 ) Les 

n \ a .• m . 1 ' . - ^ 1 • ‘ . ' « 

coefficients de taug »9* iang ^9.... dans le developpemeut de d 
(derniere formule i de la p* 26U.) doivent aussi etre corriges. 
3) p. *273. le terrae;, multiplicateur ( 1 — e) tang % \v doit itre 
(bange en { 1 #) tang \ v;< cette laute • ne se reproduit pas 
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plus .loins. 4) 11 est vrai que la direction.de la vitesse initiale 
dun corps laoce dans l'espace n’influe pas sur l’espece de la section 
conique (p. 286.); mais il n’est pas exact de dire (p. 287.) que si 
la vitesse initiale est perpendicnlaire au rayon vecteur, l’orbite 
decrite soit un cercle; il faut encore que le mobile soit lance avec 
une vitesse convenable que Ton determinera facilement. Du reste 
cette observation a ete deja faite icx, mais je ne saurais me rappeier 
ni le nom de l’auteur ni le receuil ou je crois l’avoir lue. 





\ 
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Bemerkungen über die bei dem Mecha- 
nismus der Gegenlenkung an Dampf- 
i. maschinell beschriebenen Curven. 


, Von dem 

4 ’ \ 

Herrn Dr. Haedenkamp, . 

Oberlehrer am Gymnasium zu Hamm in Westphalen. 

* ! : * - » H » 


Um die Kolbenstangen bei Dampfcylindern oder auch bei ge- 
wöhnlichen Pumpen während der auf> und niedergehenden Be- 
wegung in senkrechter Richtung der Bewegung zu erhalten, dient 
bekanntlich der Mechanismus der Gegenlenkung. Es soll durch 
denselben zugleich die schädliche, die Dichtung vermindernde 
Reibung der Kolbenstangen in der Stopfbüchse und des Kolbens 
im Cylmder so viel als möglich beseitigt werden. Es hat also, ein 
praktisches Interesse zu wissen, in wie weit der beabsichtigte 
Zweck durch diese Vorrichtung der Gegenleukung erreicht werden 
kann. Von Praktikern veranlasst habe ich daher die für den Ma- 
schinenbau nicht unwichtige Curve untersucht, die der Einhänge- 
punkt der Kolbenstange bei der Gegenlenkung während der auf- 
und niedergehenden Bewegung beschreibt, und tbeile deren Glei- 
chung hier mit. Die gewöhnlichen Vorrichtungen sind folgende. Um 
den festliegenden Punkt E (Taf.llI.Fig. 1.) dreht sich der Hebelarm 
ED des Balanciere , mit dessen Endpunkt D das Querstück BD be- 
weglich verbunden ist. Mit dem andern Ende desselben wird ein zwei- 
ter Hebel, der Gegenlenker genannt, der seinen festen Drehpunkt in 
A hat, in Verbindung gebracht, ln der Mitte C wird die Kolben- 
stange eingehängt Dieser Punkt beschreibt in allen seinen mög- 
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lieben Lagen ehje Curve , die wir hier untersuchen wollen. Eine 
andere Gegenlenkung ist unter dem Namen Parallelogramm bekannt 
und wird in der llegel bei doppeltwirkenden Dampfmaschinen 
angewandt. Bei' dieser "Vorrichtung ist'än dem Arm Bu (Taf. III. 
Fig. 2.) ,des Balancier« das in seinen Ecken bewegliche Parallelo- 
gramm CD EjF' angebracht. Der Eckpunkt E, in welchem hier 
die 'Kolbenstange aufgehängt ist, besenreibt wahrend seiner, auf- 
und niedergehenden Bewegung vermittelst des Lenkers AF, der 
seinen festen Drehpunkt in Ä hat,, die krumme Linie, die nähe- 
rungsweise, so weit sich der Endpunkt der Kolbenstange in dieser 
bewegt , eine gerade Linie sein muss , wenn der durch die Gegen- 
lenkung beabsichtigte Zweck erreicht werden soll. 

Es sei AE (Taf. III. (Flg. 1.) die Axe der x und F , die 
Mitte von AE, der Anfang .der Coordinaten. Seien die Coor- 
dinaten des Punktes B:x x , ?/, ; von C:x , y; von D:x 2 ,y 2 ; die 
Cogstanteo AK pw 2c/, AB BD~2n, DE = p. . Man "bat züT 
Bestimmung der CurVe, die der Punkt C beschreibt, folgende Glei- 
chungen \> j«i*/ v r > M *• i»’*» r *i s\ '• r ,:il 


Jn 


-uv*. 


.!■ 


.j rfxznxf+xz, %y~y\+V'i- 


l*.,*!* 

M 9 » 1 


\ 1* . i 


\ jv><m 


Durch Elimination von xi^x^, ^i,y 2 erhalt man zuerst diese beiden 

Gleichungen : . , . - , 

•»fu»; v" , . *,i* * •• •{ •• . *,* ... • 1 ■ i- i » 

A *di •> ! i 


r »• i » • 


;t i ti” 


a ( x cos ty—y sin il>) — dx , 


L< * *‘I i.'oji g? fl 2 d ^ — i>dr?^os t|T; . ‘ ’ u 

.»v/. iv>f 5 >mN* 2 •*. v. :* > • • ;'*j 

Worin t|>=CGF. 

• 1 ' » ‘ • I I # ^ . I . « V \ • 


t : u 


Hietatis erhält irfan, wenn noch 


. -n 


t . 


, _ 

'■Tar -- 


A 4 ,- 


• f • - * ,1 

r 2 - f p 2 


•»! 

> -*07 
’ 

.> '» ..vi'.iOt imv.ö 


« # 

V t . *1 


.-2 


V. 


77t 2 

VV, 


f i ' . 


- *\ 
•1 


gesetzt .wird, für die gesuchte Curve folgende Gleichung: \ 


\\ -i i 


fit . w 2 [«* — 7Ä* + (a-Fd) 2 ][ttl^~ 77t 2 >f(«^-c/) 2 ] '!• 1 * 

-4rf* •*• { w 2 -* tu* ) + 4c/ a A 4 - 4c/:r A 2 (w* - rit* + a 2 ^ c/ 2 ) ! \ ^ 

Diese Gleichung vom ö'fn Grade lässt sich nur unter besonderq 
Bedingungen in zwei Factoren vom 2tcn und 4w» Grade zerlegen. Es 
ist nidit ^5weckj die mannigfachen Formen der in dieser Gleichung 
enthaltenen Curven hier genauer zu untersuchen. Es genügt hier 
die allgemeine Gleichung mitgetheilt zu haben. Der Endpunkt der 
Kolbenstange beschreibt während seiner auf- und niedergehenden 
Bewegung ein Stück dieser Curve, .welches um den Durcnschmtts- 
punkt derselben mit der Achse liegt. Dass der Weg der Kolben- 
stange kein gerader sein kann, ergiebt sich aus der gefundenen 
Gleichung. Für gegebene Constanten lässt sich die Abweichung 
der Tangente von der Curve in jedem beliebigen Punkte berechnen, 
und somit die zulässige Höhe des Kolbenhubs bestimmen, Aw*** 

11 « 
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Setzt man in der Gleichung (1) r = p, so erhält sie eine etwas 
einfachere Form: ■/ 1 1 ' •'* ; 

(2) w 2[«^ W 2 +.(« tf)a] ** ( w 2-^»t 2 ). 

In diesem Falle schneidet die Curve die Linie ^ J£ im Punkte F , 
der Mitte von AE, und die auf beiden Seiten der Achse der y lie- 
genden Arme der Curve sind auch congruent. 

Die Tangente,, im Punkte JPan die Curre gelegt, bestimmt die 
Richtung der Bewegung der Kolbenstange gegen die Achse AE. 
Nennt man cp den Neigungswinkel , den diese Tangente mit AE 
macht, so findet man leicht: 


\ 

- - V 


cos 


„2 _ [r»-(q-rf)»1.[(a + rf)*-r«l 
T 4,4 <p ! ^ 


Hieraus sieht man , dass die beiden in F sich schneidenden Tan- 
genten gleiche Neigung gegen die Achse A E haben. Construirt 
man aus er, d, r ein Dreieck, so ist der von d und i'eiöge- 
. schlossene Winkel das Complement von cp, wonach die Tangenten 
leicht gezeichnet werden können. Setzt man in der Gleichung (1) 
noch d—r und d=a, so lasst sie sich in zwtei Factoren 

f » 

w 2 [w 2 — w ft -f(«-f-df) a ],==44 a ^ ' 

zerlegen ; der eine stellt die Gleichung eines Kreises , der andere 
die Fusspunktencurven einer Hyperbel dar. In diesem Falle ist 

. r • '* v 

amv= ü’ 

Um die Curve, die bei i- her .Vorrichtung mit dem Parallelo- 
gramm von dem Endpunkte der Kolbenstange beschrieben wird, zu 
finden, seien (Taf. III. Fig. 2) die (Koordinaten des Punktes F:x{,y x ; 
von C:x 2 ,y 2 ; von D:x 3 ,y 3 und von E:x, y ; ferner die Constanten: 
AF=r, AB = 2d, CD = b. Zur Bestimmung, der Curve dienen 
dann folgende Gleichungen: 

(x—xi)*+(y—y l )*=b*, (x 2 — x 3 )* + (y. 2 -y 3 )*=b* , 
{x x — x 2 )* + (yi—y 2 y i = a*, (x — x z )* + (y—y 3 ) 2 = « 2 , 
(M - )* +yi *= (b + q )h x x » + y :=r 2 , (2 d -x 2 )*+ y** == * 2 , 

Hieraus . erhält man zuerst, wenn A ‘als Anfangspunkt der 
Coordinaten und AB als Achse der x genommen, ÄJE^=tu . und 
AGF= ip gesetzt wird, folgende Gleichungen: 

b (a*— - r 2 — d 2 — p 2 — 2 bp) — q ( r 2 — 6 2 — w 2 ) + 2 bdx = — .2 bd (6-f-e) cos ju 
r*~b 2 -j-oj*-l-2bto(xcosty — yfiini!>);' - . . 

und hieraus 1 

-f (üf-f- JVoS+Rx )*«,* 1 "*'• ) 


26 

. I 

• i i 


!*♦ li. . 


-vh rgf^»+ ir«* + b * 

gesetzt »st. ”• ■ *'* *' * > \ • i \ i 


' 1 1 


.1 f j....* ; 
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Setzt man in dieser Gleichung vom 6 tcn Grade 6 = r, so 
geht ein Zweig dieser Curve durch den Anfang der Coordinaten , 
welcher zur senkrechten Bewegung der Kolbenstange dient. Um 
die Tangente in diesem Punkte und somit die Richtung der Bewe- 
gung der Kolbenstange zu erhalten, setze man in der vorhergehen- 
den Gleichung w und y unendlich klein), und man erhält zur Be- 
stimmung des iVeiguugswinkels 9 der Tangente gegen die Achse 

der x die folgende Gleichung,: 

- • «yf’ .***:•* cd ’? i* * 1 ! / £ . • v 

• 2 [a* — d 2 — (r + p ) 2 ] 2 

> S Id* (r -fc ») 2 

Setzt man r — Q und: ar^d, so lässt sich die Gleichung (3) in diese 

beiden Factoren zerlegen: 

j* -I it , t •iuiur’.l 1. . !• i * . ' : • «.• •• • •«*. 

=(£+?)*> - • 
(ft- g) 2 2(e — b) ari lby* . 

dr I” r ’ 


[(f>+e) 2 -<"' 


1 r «* 2 I ('>- e ) 2 

J *L d** r 2 


wovon die eine die Gleichung eines Kreises darstellt; die andere 
Curve schneidet die Aehf« der x in einem Punkte, der vou A um 

— (r — 6 y entfernt ist; ' Verlegt man den Anfangspunkt der Coordi- 

r ’i »!) «!.» .'!*!'»(’. '* . / : . 

' i • j 

Daten io diesen Punkt, indem x—-(r—b)-{-x i gesetzt wird, so wird 

' ‘ . T •• - x*t i 


N ’ii * 


•• v* { ( ff *f r ) 2 -y 2 - ( r - ff )+x ,)*] = — - y 5 


4 bd* 




Im Anfangspunkte der Coordinaten erhält man für die Richtung der 
Taogente: 


r V/ » . v* d z 


8in<pl = 4rf i 6t (6 + r)1_ 7 i(r ~ 6)11 ' • "• 

• . • , * 9 

Ist noch r = 6 , so wird die vorhergehende Gleichung diese: 

w* (4r 2 — * w t ) = 4 d z y r . 1 , 

!.f< r 


n* . m*' ’■ r ■ •» /. 

Hier ist sin 9 — T • 

'• * • ~ d *• 1 ; •• • 




9 * i 


*. I 




11 ! * . » § 

: • ’ » * ' v 


■ 1 . .• • » » 




•; l*. . 


* ** r.l * 
\ . 


« 1 v < n 




r* • > . 


♦ 


I ‘ . . . ').t • 


‘ 11 * 
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>».v * , 

Berechnung der Cteschwfndi gfceit der 
Iiocomo tiven auf i^eSroMeC 


t Von dem 




■i 1 * ■ * 


Herrn Dr. Haedenkatnp 


i 


* : . i 


!♦ 


tc“ «»•':* *< 1 *'• 

Oberlehrer am Gymnasium zu Hamm in Westphalen. 

i i A > ’ ‘ < ■ 


- — r-fV} 1 > ;• . . 

' 1 i . ■ I 

t. I * 

X * 1 


! * _ , • % 

Wenn hei einer Locömotive die Kraft % der Ma^qhine und der 
Widerstand, den die bewegten Massen der Bewegung' entgegen 
stellen, bekannt $ind, so katm, man auch bßi diesen ' 'Mascfainen 
für jede Zeit die Geschwindigkeit und den von der Maschine zu- 
rückgeiegten, Raup* berechnen. Wir wollen hjef versuchen, unter 
der Voraussetzung, dass alle auf die Bewegung der Locoraotive 
Einfluss übenden Kräfte bekannt sind, die Geschwindigkeit der 
Locomotivp mit den daran gehängten Wögen zu bestimmen. 

Die Widerstände in der Bewegung auf gerader Bahn, die wir 
hier allein betrachte», sind: 

1 Die gleitende Reibung ön den Wagenachsen. « 

2. Die wälzende Reibung der Radfelgen an den Schienen. 

3. Der Widerstand der Ruft auf die in Bewegung begriffeoen 

Wagen des Convois. ‘ ' . | A,J . - ;i 

4. Auf einer Schiefenöbene das relative * Gewicht der Massen, 

welches subtractiv ode^ additiv ist, jenacjidpra der Cpnvoi auf der 
Schiefedebene herunter oder 'herauf £eht. l> ' '**' • ' 1 

Nennt man den Reibungscoefficienten der Reibung der Räder 
an der Achse die Halbmesser der Achse und des Rades r und R 
und das Gewicht der Wagen und Ladung ohne das der Räder .11? 
so ist der auf den Umfang der Räder übergetragene Widerstand der 

Reibung — ^ , Der Coeftieient /ll hängt noch von dem guten Zu 

stände der Achsen und der Achsenbüehsen ab und ist insofern veräo 
derlich. Bei richtig abgedrehten und gut geschmierten Achsen kann 

fx bis zu ~ heruntergehen. In flep Regel wird /uzuO,l gerechnet 

Bezeichnet fx’ den Reibungscoefficienten der w älzenden Reibung am 
Radumfange und m das Gewicht der Räder, so wird dieselbe, 
weil sie im umgekehrten Verhältnisse der Grösse der Radhalb- 
messer steht, durch — aus g e ^rückt. Diese Reibuug id 

im Allgemeinen auf Schienen im Verhältnisse zur Achsen - Reibuns 
sehr gering , und kann in den meisten Fällen vernachlässigt werden 
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Einer Reibung des Spurkranzes an den Bahn schienen soll zwar da- 
durch vorgebeugt werden , dass man dem Rade eilte coniäche 'Form 
giebt und ausserdem den Rädern auf jeder Seite der Bahn eiben 
gewissen Spielraum lässt, kann aber dennoch durch zufälligen 
Seitendruck , z. B. durch Wind und dadurch, dass die Schienen 
nicht in horizontaler Ebene liegen, beträchtlich werden. Wir ver- 
nachlässigen diese Art Reibung hier. Um den Ausdruck für deir 
Widerstand der Luft zu erhalten, setze man die ganze wider- 
stehende Fläche des ConvOrs $, und die Geschwindigkeit dessel- 
ben v; so wird dieser Widerstand bekanntlich durch ev 2 s ausge- 
druckt, wo £ der auf die Flächeneinheit ausgeübte Widerstand ist. 
Fasst man diese drei Widerstände zusammen so erhält man für dete 
Gesanimtwiderstand diesen Ausdruck: ' u! "■ ■ ,! « *■» un il 

\< 


tt ~ + TT. + 


£SV‘ 


V* ’ ^ * • k \ 

auf einer horizontalen Bahn. Auf einer unter dem Winkel ij» ge- 
neigten Ebene geht dieser ÄUSdrttek ' tfüt' den • Widerstand’ dm fol- 
genden über: " !* ” » * *b »**‘17. 


i \ 


*•> 


AI ' n 

cos\p4:(flf-{-m) sin tp -f- ftv 2 . 
Jt 


, Hr{ Zfir Berechnung jder bewegenden Kraft der Maschine bezeichne 
man den wirl^pa^gn Druck des Dampfes auf den Kolben mit dem 
Durchiuesser.^ tpnjf die Flqgbeneiuheit durch p , nach Abj$ug des 
Luftdrucks und aller Reibungen der Maschine von der Bodepfläche 
des Dampfcy linders bis fsur Kurhel. Der Druck auf die ganze KbJ- 

benfläche Wird ddrch ausgedrückt.!' Dass bei Expnnsionsma- 

\\ '* 4 ?i . •!* * n»; . i ,• ii 

schinen ;# nicht* eonstant sein kann, versteht sich .von selbst, Audi 
bei Maschinen ohne Expansion kann p .■während der- Dauer, eines 
Kolben 1 au fes »nicht genau , constant» sein , und dem Drucke >des 
Dampfes im Kessel nicht entsprechen ,, da der Dampf durch-, die 
Dampfleitu ngsrbliren nicht momentan aus dem Kessel in den Kolbeu 
eißdringen kann, auch Wärme beim Uebergange des Dampfes ver- 



gleich. Ln Ermangelung genauerer Versuche, und weil immer der 
Unterschied unbeträchtlich, dehnten wir hei Maschinen ohne Epatf^ 
sion pu constaut Uni bei Expansionsmaschinen; don Druck des 
Dampfes im Cyfmder nach der Absperrung desselben durch eine 
Formel aus/udf Ücken , benutzen wir die vom Grafen de Pambour 
in seinem Werke über. Danmfmaschineni mitgetheilten', aus den 
Navierschen V ferst 1 eben abgeleiteten Formeln. -Sei iV dfcs .Ycdpmen 
des Dampfes im Gelinder im Augenblicke der* A bspe Wuu g *i welcher 
sich unter dem : Drucke p aus deniVolimien A Wasser gebildet 
hat; so ist nach Kavier» Versuchen i <*•. *»». »'«n.;b r, {> hm. 

M<-. , ii j i •* #«-#<* (»i 

(I j.. ! ... . Al » l 


* >.lt» *i 


-- * •» .»*t iw.: 


»d • *, i dr"» •' *<> 1 




"id *- - ” .1 i\A v»b lA i '» , u*#!‘ - >m onu 

wo i’und P Constaiiteii! 1 " 1 '"' 1 ' ' ' ; /' 


/ 


m 


Ferner *jei, 4p, ; dqs V olupnen Dan^fes, welches sich unter dem 
Drucke // pacp der Absperrung aus demselben Volumen jS'VVassjpr 


\ «■» *? 




gebildet h*t, ««, «iN.: t.p -i 

*• l! * 'l'l* »K jm 

• ■ ~s ^ a+ßp-‘ ■ . 


» ■ • . 

* 

I t . * * * 


«I«' 


I'», 

i“ * 1 ■ 


\ ff • * I 1 .! 

Hieraus erhalt man , i; 


J » 
i 1 


V.- \ * l , 1 1 j ? i dHlhini . I... i^JL I’- * i> #/ . 

.' i Ist nun / die ganze Lange des Kolbenlaidsimd V die Lauge 
desselben bis zur Absperrung des * Dampfes, ,'uqd y d$r schädliche 
Raum, dann ist für den um x: vorgerückten , Kolben . 

M—d % Tx.{$+y), üf 

, j / j , . l + y\x a-fß » , . x 

• ’j *'i I 4«i* ./ *. • t. / '/.T.i f i ' •! , 

; i Hieraus erhält man für ideu Druck auf den Kolben nach der 
Absperrung des Dampfes i , 

Da bekanntlich .die Locomotive so eingerichtet ist, dass der 
Dampf, nachdem er seine Wirkung gethan, durch eine Röhre von 
geringeih Durchmesser, das Blasrohr genannt,. durch den Schorn- 
stein, in die Luft entweicht, wodurch ein künstlicher Luftstrom 
erzeugt wird, der zur lebhaften Verbrennung ib der Esse durchaus 
nothwendig ist: so kann dieser Dampf nicht augenblicklich ent 
weichen und muss daher während des Ausströmens noch einen 
Druck gegen den Kolben ausüben, der dem Drucke p entgegenge- 
setzt ist. Aus ängestellten Versuchen , die • Pambour in seinem 
Werke über Dampfwagen mitgetheilt hat, hat sich herausgestellt , 
dass dieser Widerstand bei derselben Oeflhung des Blasrohres 
nahe der Geschwindigkeit der Locomotive proportional gesetzt 
werden > könne. 'Diesen Widerstand bezeichnen wir- durch 

~~~qv. j Die bewegende auf den Kolben wirkende Kraft der Ma- 
' schine wird demnach durch (p.r-qv) hei Maschinen ohne Ex- 

V» » •» • • • , * . , • • C * , . • . , * 

pansion ausgedrückt. Bei Maschinen mit Expansion ist vor der 
Absperrung des Dampfes die Kraft auch:* (p — qv) und nach 

• *‘ r AbspeWg/^f (?+», 

Diese Kraft des Dampfes wird durch die Kolbenstange , die 
immer ein und dieselbe Richtung beibehält , und durch die mit der- 
selben verbundene Leitstance zur Kurbel fortgepflanzt , setzt diese 
und das damit verbundene Triebrad und so die Maschine und den 
angehängten Wagen in Bewegung. Bei dieser Einrichtung kann 
die Dampfkraft nicht senkrecht auf den Kurbelhalbmesser wirken 
und muss daher io den verschiedenen Lagen der Kurbel verschie- 
dene Werthe annehmen. Um dies deutlich zu machen und die auf 


St 
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den Umfang Übergetragene Krall des Dampfes zu berechnen, sei 
in Taf. IlI.Fig. 3. da ein Stück der Kolbenstange , ac^=t die Leit- 

stange und bc = ^ der Halbmesser des Knimmzapfens. Nennt man 

1 — . V • ' 

nun die in der Richtung da wirkende unmittelbare Kraft des 
Dampfes P und die in c übergetragene auf bc senkrechte Kraft Q, 
so findet man leicht 


« A 


g-\ „sin bra „ • I « . 

Q = P 1 — = /*8incpl lf 


k COS <p | 

k* sin *cp-f 


n::\ 


cos bac 

l 


: , ;Vi~ 


l 


• > . 


wo Winkel tba—cp, ~ rf - =/'ist. j 

’ ,T7 2t ! • . . \y » 

Für die Kraft des Dampfes im zweiten Cylindci auf den an 
dem Kurbelarm, der senkrecht auf dem ersten "angenommen wird, 
bat man* * * ’• . * i .* i . 


*»l» * 


*'M . t 


q=Pcob 9 [i- :. Asin -^1 
• ' L • Y 1— A-* cos a 9 -* 


. i. ! 


Hl 


COS a (p- 


1*1. 


Trägt man diese Kräfte auf den Umfang des Triebrades über, so 
wird für den einen Kolben die Kraft: v ’ i . « • 

* y. 1 ■ i 

d % l , x . r\ . ä cos qp “1 


und für den andern: 
d*l 


■ \ « 


2Z> 


(p-qv)cos(p |^1 


k sin cp 


— k 2 cos * 


<pJ 


i; ' 


wo D der Durchmesser des Triebrades. 

Für beide Kräfte zusammen setzen wir der Kürze wegen: 

■jrrSp — qv)Fcp. Diese Ausdrücke gelten für Maschinen ohne 

LU ' v 

Expansion ; für Expansionsmaschinen gelten vor der Absperrung 
dieselben Formeln, und nach der Absperrung muss man darin für 
p den obigen Werth p' setzen. Demnach wird die Kraft, welche 
die fortschreitende Bewegung des Convoi’s auf horizontaler Bahn 
bewirkt , diese : » * ’ i * » 


' d 2 ml ( \m m \ Mp" 

-öTT (/>~yv)F(9) ir- 


£SV‘ 


2 D v/ ' R 

\ • * 

' / r « * « 

I ' 

und für die beschleunigende Kraft erhält man den Ausdruck: 

, , * . :• . . * i * • ' 




m i 


m . ~-*' m r -r *>. ■ 


,M 1 

* 4 »5 

a 

• .1 


R* 


>< | f ** ' * 4 . * 

wo g den Fallraum in der ersten Sekunde und v\A % das Moment der 


;t7|6 


;Tjägheit der Rüdet bezeichnet. Hieraus erhält ro?ui endlich nach 
de» bekannten Gesetze u der Bewegung zur Bestimmung der Ge- 
schwindigkeit des ganzen Wagenzugs folgende Gleichung: 

t *|.i t • i'i hd >”«*; •• , •<(> *%.\ I . j - . : i 

* * 

">!> flip/i •' ’ . .V. ■ * ! i _ ' ^ * l ( v — r/v ) j ?( T ) • .. 

^ IV y . R |4I . .. 

Rclcp L , mA' 1 ' •i" 1 r* J cd *■». 


df -j- 7» -f 


- *•<»*. \ 


R l 

* r m 


* ; 1 1 1 • : --j • , ' . v. 

Die Integration dieser Gleichung giebt die Geschwindigkeit für 
jeden Stand des Kolbens inT Cylinder und in jedem Punkte der 
Bahn, und so die vollständige Lösung unserer Aufgabe. Indess 
ist von dieser Gleichung das Integral in endlicher Porm nicht zu 
erhalten.) Um Hier Reihenentwickeiuugen zu vermeiden, beschränken 
Wir uns auf Annäherungen« Zu diesem Ende setzen wir/? und jF(<p) 
constant, und zwar i^(qj) = l, d. h. wir betrachten die durch die 
Kolben - und Leitstange fortgepflanzte Kraft des Dampfes als auf 
den Kurbelarm senkrecht wirkend. -Unter dieser Voraussetzung 
wird die Gleichung (1) , wenn 4 wir doch der Kürze w egen 

•m ,*n. ■ u.ub cgm n> • 1 

2 D(M+m+~) ■■ 2D(M+m+ T !£) ' 


I 


i • 


es 


t 


'> 4 


‘in(M+7n+ r ^) 


= C a 


R * 

\ r \\ 


R* 


: ui*». > i v, * » . 'ii I»; <* 


* ill« 


i . • . r • > ' i 


setzen, folgende: 

* . . 

2) ^’ = ‘2 9 U-2Bv^Cv*). f 

(Lt !r;;. ♦ " 1 ... r.n;< . - 

• . ,* »■»% ; . t; . ; ’• *:•: * V Ml f. 1*4 V ’ •• . 

Nimmt mau von dieser Gleichung das Integral und setzt für x — 0 
atifeh 's© 'wird* f ‘ <K ‘ * ' >»«! \ y — • , 

\rv,u< : \%J Xv-vJ . . vT’ 

1 ‘ i > V. t.; J Lüj_' ' •" -l> 1 , • ■ 1 •** il* 

W0 ^A 1± B L -B = l V A *+B* \ B _J, , 

V .. , C 


ni 




B 




X A*+B* 


{ 1 , l k i i 

m r — 1 




V A* + B* 


» * 


* 5 .! , n. 't 


x der von der Locomotive durchlaufene Raum und t die zu ac ee 
hörige Zeit is)t. '* • .* 

AVolite man den vom Blasrohre herrührenden Widerstand ver - 
nachlässigen, so würde die Gleichung (3) diese: 


ei - y 2= Ci • e ~* ci ' gx oder v =jf 

. .. »«, r-4i.) > .»vT,;»:/ '»nii’M »*<1 a*it »'> iVb 'if /.•** :».i: 1 ii'] 


ib 


V. « 


Digltized by Google 


I 


177 


und 


Für ein un endlich grosses x wird die Geschwindigkeit constant 

Obgleich dieser Zustand genau ge* 


V -L‘ — + b *+ /i 


nonimen nie Statt findet, so tritt er doch in der Wirklichkeit an- 
nähernd bald ein. 

Die hier gegebenen für eine horizontale Bahn geltenden For- 
meln gelten auch für geneigte Ebenen, wenn man in (2) für A 2 
diesen Werth setzt: 


A 2 ~ 


d*lp Mp" 
ID R 


cos - (j>/+ 7 / 1 ) sin x'> 


M\ 711 I 


inA 


R l 


Um zu berechnen, wie weit ein Wagenzug sich noch fortbe- 
wegt, wenn bei einer bestimmten Geschwindigkeit die Dämpfe zu 
wirken aufhören, muss man die Gleichung (*2), nachdem darin p 
und o=0 gesetzt, so integriren, dass für #=0, meinen bestimm- 
ten Werth v‘ hat. Man erhält dann 

% 

Al 

— e—± c *e x . 


A 2 - C 2 v'* 


Um steilere Ebenen ohne stehende Dampfmaschinen mit Dampf- ' 
wagen noch hinanzusteigen , bedient man sich zweier Züge. Man 
lässt nemlich einen Zug auf der schiefen Ebene heruntergehen , wäh- 
rend der andere, der mit dem ersten durch ein auf Rollen liegendes 
Seil verbunden ist, auf einer zweiten parallelen Ebeneherauf geht. 
Dass ein solcher Betrieb noch einfach und sicher, wenn die Ebene 
nicht zu steil ist, ausgeführt werden kann, hat die Elberfelder 
Bahn bewiesen. Wir wollen für diesen Fall noch die Geschwindig- 
keit berechnen, womit ein Zug eine solche Ebene noch hinangeht:. 

Zu diesem Ende w ollen wir', * der Einfachheit w egen , die beiden 
Zuge in allen Theilen gleich setzen. Es hindert aber nichts diese 
Rechnungen auf ganz verschiedene Züge auszudehnen. Das Seil, 
welches die beiden Züge verbindet, habe bei der Länge /"das Ge- 
wicht G ; die Halbmesser der Rollen und deren Achsen seien q, 
der Reibun^scoeflficient an der Achse der Rollen sei p m . Ist nun 
die Geschwindigkeit der Züge v , und x der von denselben durch- 
laufene Weg von dem Kopfe der schiefen Ebene angerechnet: 
daun ist der Widerstand des hinaufgehenden Zuges mit Beibe- 
haltung der früheren Bezeichnungen : 


/ . / X yi Q /ff*. . . • . / -mm . ■ / X 

(~p- -f —jn- • G ~ M ) cos f (Mi m -f 


/" 


. 6r)sint}/, 


und des heruntergehenden: 


x 


(^7T €r^/u w )co*4> — (M+m+^j .G)simJj-f-rn;*; 

der Widerstand von beiden Zügen ist also: 

2 + G Sl M " ) cos t|> + 6'sin4> + 2 esv\ 

Ko. * 

Tliell VI. r 12 
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\ 

Hierbei ist der aus der Steifigkeit des Seils der grossen Seilrollen 
hervorgehende Widerstand ausser Rechnung gelassen. 

Setzt man die Kraft der beiden Maschinen auch gleich und 


j 2 ; 

jede wie früher: ( -j- (p — <p),dann ist die beschleunigende Kraft: 


II) 


dH 


Mp" 






TD G—p'") eostf>— • O sint»» 


~ , Ml'.//'* 

2M+-2m + — gj— + — 5- 


1 


wo m! das Gewicht der Rollen und m'A'* das Moment der Träg 
heit bedeutet. Hieraus erhalt man zur Bestimmung der Geschwin- 
digkeit wie in (1) folgende Gleichung: 


\ 


vdv 

dx 


— AgR, 


deren Integral die Abhängigkeit von x giebt. 

Numerische aus Versuchen entnommene Details werde ich 
an einem andern Orte mittheilen. 


XXVIII. 

Auflösung der Aufgabe: 

In ein gegebenes Viereck ein Quadrat 
zu beschreiben; nebst einigen Sätzen, 
welche zu beweisen sind. 

I 

V o n 

Herrn Pr. Seydewitz, 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 


A. Trigonometrische Behandlung. 

Analysis. 

Es seien in einer Ebene (Taf. III. Fig. 4.) die Geraden A, A x i 
B >B X als die Gegenseiten eines einfachen Vierecks gegeben, und 
P y }/ 1 t , s, f 9 g der Reihe nach die Durchschnitte von A,JS ; 
B f A x ; A lf B t ; B x , A; A, A x ; B, B x ; man denke sich ein 
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Quadrat aba x b x9 dessen Gegenecken a, a x ; 6 , b x auf jenen Ge- 
raden liegen; es werde die Länge von fg mit a, die Seite des 
Quadrates mit </,.die Winkel, welche Ä, A x und ab mit der 
Richtung von f nach g bilden, mit a, u x und 9 , und die Winkel, 
welche 2? , B x mit der Richtung von g nach f bilden , mit [3t 
bezeichnet. Diess vorausgesetzt, so hat man folgende Relationen: 


1) = - 

\ 

s sin ß 

fp — a r * 


sin(«-f /?) ’ 


99=* 
ÜP — a 


sin o. 


ß| n (ß +ä, ) * 
sin « 


sin(/? + «) 


aicn pf — ^ sin («-f-/?)sin/g T —sin («-f ß x )s\nß sin a sin (ß x —ß) 


sin (a+£)sin (« + /?,) 


a 


sin(a-j-/?) sin (< *+ßiY 


__ ß a ) «in<*i — sin(/?-f«,)sinoc _ sin ß sin («,—•«) 

“ sin(^-f a)sin (/S-f a x ) . ~ ö sin (/?+«) sin (^-f- ai)‘ 

sin(£ — y) , sin(a-fy) 

2) p^— Y^ > 


sin(« + /5) 

COS ( ß x — y ) 


■ n /,_-- C08(«i+y) . 
*sin(a, +£)’ 


also nr — |. r sin (i*-y) s ' in (< , i + «H cos(f?i - ff)«in(« + f) . 
P 9 ’ s’>n (« +(? ) sin ( «+/?,) 

sin (ct-f y) sin cos(a l -|-y) sin((9-f'o) 


pq-q 


sin ( a -f ß ) sin (ß-\-a x ) 


Aus 1) und 2) ergibt sich: 

^ sin ( ß — <p ) sin ( ß x -f « ) -f cos ( ß x — y ) sin ( a -f ß ) 
sin(a-f y j gin cos (a x -|- y ) sin (a -j -ß)~~ 

(sin^coty — cosß) sin ( ß L + a)+ (cosß t cot y-f sin^) sin (« -f ß) 
(sinocoty -f-cosa) sin(a L -l-/?) -f (cosa t coty — sinc^) sin (a + /?) ~~ 

4^sjn ( ^-,*>. a I S0 . 

sin ß sin ( a x — a) 

[ sin/? sin («, — a) [cos/? sin (ß x -f a) — sin/?! sin (a + £)]~l 
-f-sin « sin(/?, — ß) [cos a sin (« t +ß) ~ s,n «1 sin Z 


rotf— 


E sin/?sin(a 1 — ^[cos^ sin (a4-/?)-f-sin/?sin(/? 1 -f a)]"! ^ 

— sin a sin ( ß x — ß) [cos a x sin (« -f ß) + sin « sin (®rf ß)] J 

Endlich ergibt sich nun aus 2) und 3): 

^ pa sin {8— y) __ sin ß cot y— cosß __ Z s in ß — - N cos ß Z , 

pb sin (a-fy) sin a cot y-f cos« Z sin a -f- Neos a A T , 

Z, = — sin/?siu(«, — «)sin(a-f ß) | cos/? cos/?! -f sin/? sin ß x J 

12* 
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, • ./* _ ^ fsin(« l + /9) (sin/9cosa + cos/Ssin«)rT|. 

+ « (ßi ß |_-fsin(a-f-/9)(cos/?cosa l — sin/Jsince^J * 

— rsinasin<ft-0(cos( Äl +fl +sin(a l + /?))"l. 

, L — sin/?sin (a t — a)cos(ß L — ß) . J 

jr.=i «n(«+ ( 5)p in/?sIn ( V? <*"&+«)+ sln ^+“>n ; 

' y L — sin asin(^ l — /?) gos(«|— o) J 

folglich 

sin a sin (ß\ —ß) [cos («i -§-/?) -f- sin (g t -f £)] — sin ß sin (« t —«) cos (ß,—ß) 
sin ß sin (a t — a) [cos (ßy -f- °) + sin (ßy -f- «)] — sin a sin (ßy — ß) cos (ay—a) 

Konstruktion. 


1 ) Aus irgend einem der vier Punkte p, q, r, s, z. B. aus p, 
dem Durchschnitte von A, B , fälle man auf Ay eine Senkrechte 
pc, nehme auf A L die Strecke cd— cp und ziehe pd. Sodann 
errichte man in p auf B eine Senkrechte, fälle vom Punkte e, 
wo letztere die By schneidet, eine Senkrechte eiaufpd, welche A l 
in h (undpcinw) schneidet, und lege durch h voXtpc eine Parallele; so 
erhält man , als Durchschnitt dieser letzteren mit A , einen Punkt k. 

2) Auf dieselbe Weise, indem man nur die Geraden A und B, 
Ay und B y mit einander vertauscht, suche man die den Punkten 
c, d, e, h, k entsprechenden Punkte c v d y , e X9 h v k v 

3) Jetzt verbinde man die Punkte k und k x mit einander durch 
eine Gerade, welche A x in v, By in io schneidet, beschreibe über 
kk v als Diagonale, ein Quadrat kak K [ 3. und über vw, als Diagonale, 
ein zweites vywfi, und verbinde die Punkte a und [3 mit p durch 
zwei Gerade, und y und 6 mit r durch zwei andere; so ist einer 
der Punkte, in welchen letztere die beiden ersteren schneiden, 
aber auch nur einer, z. B. m , der Mittelpunkt eines Quadrates 
«6«^, dessen Ecken a, a t ; 6, b . auf A, A t ; B, By liegen; 
und zwar sind die Diagonalen desselben den Seiten, und die Sei- 
ten den Diagonalen der beiden vorigen parallel. Errichtet man in 
k (oder k t ) auf kki eine Senkrechte, welche B v (oder A t ) in k 2 
schneidet, beschreibt über kk* , als Diagonale, ein. Quadrat, und 
verbindet die beiden neuen Ecken desselben mit 5 (oder q) durch 
zwei Gerade , so geht eine von diesen ebenfalls durch den Punkt in, 
so dass also über diesen Punkt keine Ungewissheit weiter bleibt. 


Beweis ' ,j 

1) W. pfr — cty — «, W. pgr—ßy — ß, W. pqr = a t +ß , W. 
psr = ßy- f «; pc—pf. sin (ay — a), fc—pf. cos (o-y — «), pe=py • 
tang (ß x — ß), qd=qc+pc—pq. (cos (« t -f /?) + sin(*i-f ß)) m > P c i 
=pg. sin (ß t — ß), gci=pg.cos (ßy — ß), pey=pf.tzne;(a l — a), 

sd y — SCy -\-pCy =ps. ( COS (&' + « ) !+ SIB (ßy + <* ) ) • ^ = ^£. 

VQ olil CC 

Da W. pcq = epq = R , so ist W. pqd=W.epn f und da W. 
rip= W. pcq = R, so ist W. pdq— W. pne=: W. dpc= W. nhc 
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— iß, also &fiqdod \pm , nc = hc, um! pq:pe~dq:pn; dem- 
nach pu =pe . =pg . tang ( ft - ß) (cos ( «, + p) + sin ( a, + ? )) , und 

hc = nc=pn-pc=pg • tang (/»,-£ ) (cos («,+ /»)+ sin («, + fl)) 

— pfs in (a t — a). ' 

Ebenso ist 


' . , . > , ' 

k l e i = Pf' * an 8( “i — “) ( cos (?i + « ) + sin (/?i + a)) —pjr. sin ((?,—/*). 
2) Da hk\\pc, hJkiWpCy, also ; 


pf:pk—cf:ch , pg:pk i = c l g:c l h L ; so ist 

P k —hrM:k .. e f — he - C0S (ft-/) — 
pu ' 11 pf~K°\. - cos («.-«)“ 

■*V* * - ff 


P 9 sin 0*1 —•/?) (coa (« t + /?) + si» K -f £) )— p/’s ln(ce t — «) eog(/?, -/?) 
^/•sin («,—«) (cos ( ß v + « ) + sin (ß t -f- « )) — pg sin (ß-ß) cos ( « l - 

3) Zieht man durch einen beliebigen Punkt m der Linie 
pa mit ka und k v a die Parallelen ma und mb, welche von A und 
B begrenzt werden, so ist ma:mb=ka:k l a = \ : 1, also W. mab 
z=mba—^R=V?.akk i ', folglich ab || kk v 

Denkt man sich in k auf kk t eine Senkrechte errichtet, welche 
B v in k 2 schneidet, sodann über kk 2 , als Diagonale, ein Quadrat 
beschrieben, und die neuen Ecken desselben mit s durch zwei 
Gerade verbunden, so werden die Seiten dieses Quadrates mit 
denen des kakji - einerlei Richtung haben, und eine dieser zwei 
Geraden wird nie pa in einem Punkte u schneiden, welcher in der 
Richtung von ka und h\a sowohl von A und JB , als auch von A 
und B v gleichweit absteht, d. h. ua 0 =uß 0 = uß , 09 wenn die Punkte 
««>, ßo> ß'o auf A, B, By liegen, und ß 0 uß' 0 || k^a, ua 0 || ka ist. 
Denkt man sich nun wa 0 um ua' 0 =na verlängert, so ist ^oßo^oß'o 
ein Quadrat; und es ist zu zeigen, dass die Ecke a' 0 auf A 1 liegt, 
und dass die Punkte u und m identisch sind. 

Man denke sich durch a ' 0 mit A x eine Parallele A 2 gelegt, 
welche A in schneiden möge, so sind die Winkel, welche A 2 
mit A, B bildet, — — •«,, und es mögen die Winkel, 

welche A und B mit j y g bilden , a 2 und ß 2 heissen. Wird nun 
die in der Analvsis gegebene Entwickelung in Ansehung der Ge- 
raden A , B , A*, B. und des Qudrates »oßo^oßo wiederholt, so 
findet man : • 

••••■. • i . . , < . 

/?g 0 _ sing a sin(fg,— ^^)(cos(ct L -f^)-fsin(ft l -f/g))— sin/? 2 sin(« L — a)co$(ß k — ß) 
pßo~ sin£ a si«^— «XcosG^+aHsin^-f«))— sinftasin^^cos ( ai — a)’ 


vergleicht man aber diesen Ausdruck mit dem für in 2) gefun- 

, 1 \ t ' pk i 

denen und bedenkt, dass kk. II a () ß t) , also , und dass 

pk i pß o 

sin « 2 : sin ß 2 =pp : pfy ist, so überzeugt man sich, dass pf\—pf 
sein , also A 2 mit Ä zusammenfallen muss. 

Und da nun vn\ —uß\ , also der Punkt u auch auf der Ge- 
raden rS (oder ry) liegen muss, so sind die ‘Punkte u und w, 
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und somit auch das Quadrat « 0 ß 0 *' 0 ß' 0 mit dem durch die Kou 
struktiou erhaltenen Viereck aba L b L identisch. 

f * \ 


Determination. 


Da zwei Quadrate mit parallelen Seiten ähnliche und ähnlich 
liegende Figuren sind, also die Geraden A, A t , B , B y , welche 
ihre Ecken paarweise verbinden, in einerlei Punkte convergiren, 
so kann es für die gefundene Richtung kk. nur einen einzigen Punkt 
in geben. Da aber die Punkte d und a L ein jeder resp. sowohl 
auf der einen als auf der andern Seite von pc und pc t liegen kann, 
man also zwei Punkte k und zwei Punkte k y erhält, so scheint es, 
dass die Aufgabe im Allgemeinen einer Anzahl von vier Auflösun- 
gen fähig ist. Hierüber wird die folgende Untersuchung ein be 
stimmteres Urtheil gewähren. 

Anm. Ist A\\A V und B\\B {y so ist sin «i sin ß—pg’ßj 
= 1 , cosfctj — a) = cos (ßi — ß) = 1, sin (aj — «) : sin(/? l — ^) = 


^ sin ( « \ß ) : s in (<* ß) — pq : ps , wodurch sich die obige Kon 

struktiou sehr vereinfacht. 


/ 


B. Mittels projektivisclier Gebilde. 

Analysis. 

Der Mittelpunkt des gesuchten Quadrates ist der Mittelpunkt 
der Hypotenusen zweier gleichschenkliger rechtwinkliger Dreiecke, 
deren jedes einem von zwei gegebenen Dreiecken eingeschrieben 
ist, also der Durchschnitt der geometrischen Oerter dieses Mittel 
punktes für die zwei gegebenen Dreiecke. 

Es sei (Taf. III. Fig. 5.) npq irgend ein gleichschenkliges, bei 
p rechtwinkliges Dreieck, dessen Ecken n, q, p auf drei der 
Lage nach gegebenen Geraden A, A L , A 2 liegen, in sei der Mit- 
telpunkt von nq , also mn = mp=mi p und W. qmp=R. Es seien 
B , B v die Durchschnitte von A 2 mit A, A., durch B mit pq die 
Parallele a ! , welche A L in a t schneidet, und durch B t mit pn die 
Parallele a\, welche A in a schneidet, gezogen; ferner seien Bo, 
und B v a oder a" und a!\ parallel mit pm , und der Punkt in mit B 
und B. durch zwei Gerade a, a t verbunden, welche resp. die a\ 
und «" in « und a schneiden. Diess vorausgesetzt, so ist 
\ Baytt. oo Apqm und ^B^oaco^pnm, W. qpm=^> 

aBya~Yf.npm — ^R und Ba v : Bby = pinipq=pm:pn = B v a:Bfl 

= 1 : V 2* # # # 

. Die Geraden a!, a\ sind, ebensowie pq, pn, rechtwinklig zu 
einander; denkt man sich also das Dreieck npq fortwährend unter 
denselben Bedingungen variirt, und die den Linien a , a t , a ', a' v 
a", a". entsprechenden Linien der Reihe nach mit b, b v h\ b\, 
b H , b'\; c, c t ; c', c\, c", c'\ ; d, d x , d' , d\, d", d" x .... , und die 
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den Punkten a, a ( , a, a t entsprechenden Punkte mit b, 6|, 8, ß K ; . 
c, C|, y, y t ; b, b., d, 8 X , .... bezeichnet, so liegen die Durchschnitte 
je zweier Geraaen a 7 , a\; & 7 , //.; c 7 , c\; d' , d‘ .... auf einer 
Kreislinie, dereu Durchmesser Bn v ist; und da W. 

= v'iPjj = .... = aB { a = bB.ß = cP l y=b75 l ^ .... = iR , und 

Bayi ■ Pfli —Bßyi /?b,= B )\ : 2?c t = : Z?b ( . . . -=B v a : 2? t fl = : Z? t b 

= Z?ij': P l c = P|^:P l b. .. = 1:^2 ist, und da sämmtliche Punkte 
a t , b,, C|, b t .... auf einer Geraden A t , und sämmtliche Punkte fl, b, 
t, b , . . . auf einer Geraden A liegen , so müssen , nach einem be- 
kannten Lokaltheorem, auch die Punkte a., ß i9 y v ....alle auf 
einer, und die Punkte «, /?, y , S... alle aul einer anderen Geraden 
liegen. Bedenkt man endlich, dass sowohl die Geraden a l , b ‘ , c', 
d ! ... und a", b" , c", d !' ..., als auch die Geraden a 7 ,, e 7 ^ rf 7 ^.. 

und a 7/ !, Z/^, c /7 „ d'\.... zwei concentrische projectivisch - gleiche 
Strahlbüscnel bilden, so kann man der Reihe nach setzen: 


B ( a, b, c, d . . . ) = B x ( a"„ b'\ 9 c'\, d'\ . . . ) = ( a\, b\ 9 c\, d\...) 

— B (« 7 , b', c 1 , d 1 ...) = B(a",b",c", d 1 '.. . )~B v (a v , b v c v d l ,..); 

• • 

also ist B(a, 6, c, d. . .)=B l (a, f b v c., d x ...). 

Da je zwei Strahlen a", a". parallel sind; so müssen sich 
irgend zwei derselben, und folglich auch zwei der Strahlen a, a x ; 
0, b x ... längs der Geraden BB t vereinigen, also ist 


B ( ci , 6 , c , d . . . ) — jB x ( ^ , cZ| . . . ) , d. h. 

• 

die Durchschnitte sämmtlicher Strahlenpaare a, a t ; b , b v ; c> 
d, d x ..., oder sämmtliche Punkte 7«, liegen in einer Geraden S. 

Macht man Vf. BB v g = B v Bh = ];R und Bi=hi, B.k 
= gk 9 so sind offenbar auch i, k zwei solche Punkte m , also üie 
Gerade S durch diese zwei Punkte leicht zu konstruiren. 

Jeder Punkt m dieser Geraden hat also die Eigenschaft, dass 
wenn man durch ihn eine Gerade nq legt, welche von A , A v be- 
grenzt und in m gehälftet wird, una in m auf nq eine Senkrechte 
mp errichtet, welche von A 2 begrenzt wird, jedesmal mp — mn 
-~mq sein muss. Uebrigens gibt es allemal zwei Gerade S, 
und nur w’enn A\\ A l9 fallen beide in eine zusammen. Sie schnei- 
den sich auf A 2 ; und je zwei denselben entsprechende Dreiecke • 
npqundntfyqy (wo 7iundw t auf A, q undy t auf A x liegen) haben eine 
solche Lage zu einander, dass wenn durch blosse Verschie- 
bung des einen n t p L q L in der Ebene die Punkte n, n t 
vereinigt werden, und die Gerade n t q t in die Richtung 
voiiTznach^gelegt wird^diePunkte/?,/?! auf verschie- 
dene Seiten ron nq fallen. 


\ 


s 


Konstruktion. 

Sollen (Taf. III. Fig. 6.) die Gegenecken des gesuchten Quadrates 
paarweise auf den gegebenen Geraden A , A L und B, B x liegen, 
und sind p 9 q, r, s die Durchschnitte von A, B; B, A t ; A lf B ti 
JB y , A, so beschreibe man über irgend zwei der vier Strecken pq, 
rjr f rs,sp , z. B. über pq und r$, als Diagonalen, zwei Quadrate. Zwei 
anstossende , von p und q ausgehende Seiten des einen mögen die • 


/* 
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A x und A in den Punkten p t und q x , die beiden anderen Seiten 
dieselben Geraden »n p„ und q„ schneiden, und auf ähnliche Weise 
seien durch die* Seiten des anderen Quadrates die Punkte s , und r v 
s„ und r n bestimmt. Man verbinde die Mittelpunkte der Strecken 
pp { und qq t mit einander durch eine Gerade S, und ebenso die 
Mittelpunkte der Strecken pp n und qq„, ss, und rr, 9 ss„ und rr„ 
durch die Geraden S l9 S 29 S 3 . Die Geraden S, S t schneiden die 
Geraden S 29 S 3 in vier Punkten in, m [9 m 2 , m 3 . Legt man durch 
irgend einen dieser Punkte, z. B. durch m 9 eine Gerade aa x , 
welche von A , A t (oder B , B t ) begrenzt und in in gehälftet wird, 
und errichtet in m auf aa x eine Senkrechte, welche B , B x in b, b x 
schneidet, so ist mb=ina=ma x — mb l ; aber in zwei Fällen fallen 
die Punkte b, b x mit dem Durchschnitte von B und B x zusammen, 
und nur in den neiden andern bilden die Punkte a 9 b 9 a if b t ein 
Quadrat. 

4 

/ \ 

. | i 

ß e w e rs. 

Da der Punkt in zur Geraden S gehört, so folgt aus der Ana- 
lysis, dass mb = ma—ma x , und da er auch zur Geraden ge- 
hört, so ist auch mb L =mu~ ma l9 also sind a, a x und . 6 , b i9 wo- 
fern nicht b und b x zusammenfallen , die Gegenecken eines Qua- 
drates. Da nun mb — ma ~inb l9 so muss der Punkt m auch auf 
einer der beiden Geraden liegen, welehe man ebenso wie S 9 S x 
findet, indem man A , A , mit 2?, B x und B mit A vertauscht u. s. w. 
Welcher zwei der vier Strecken pq, qr, rs, sp man sich also auch 
zur Konstruktion der Punkte m,m {9 m 2 , m 9 bedienen mag, allemal 
werden dieselben Punkte sich darunter befinden, welche in irgend 
einem Falle Quadrate liefern. 


Determination. 

% 

.. Nennt man irgend zwei Dreiecke npq und n*p x qy\ (Taf.lll. Fig.5.) 
welche zu zwei der vier Geraden S, S i9 S t , S 3 (Taf. III. Fig. 6.) 
gehören, gleichliegend oder ungleichliegend, jenachdem die Punkte 
p, p l auf einerlei oder auf verschiedene Seiten von nq fallen, 
wenn das eine Dreieck auf die in der Analysis angegebene Weise 
verschoben wird, und sind m, m x z. B. die Punkte, w>o S z von und 
S x geschnitten wird , so lässt sich folgendermassen urtheilen. Ist 
irgend eines der Dreiecke, welche zu S 2 gehören, mit irgend 
einem der zu S gehörigen gleichliegend, so müssen, weil alle 
Dreiecke, welche zu einer und derselben Geraden gehören, gleich- 
liegend sind, je zwei Dreiecke, welche zu S und S 2 gehören, 
gleichliegend sein , und da je zwei zu S und S x gehörige Dreiecke 
ungleichliegend sind, so müssen auch je zwei zu S 2 und 5, ge- 
hörige ungleichliegend sein, und umgekehrt. Gesetzt also, es 
fielen die durch m erhaltenen Punkte b, b x zusammen, so wären 
die Dreiecke aba x und ab x a x , deren eines zu S, das andere zu S 2 
gehört, gleichliegend; folglich würden die beiden durch den Punkt 
m x erhaltenen , zu S. und S. gehörigen Dreiecke ungleichliegend 
sein, also ein Quaarat bilden, und umgekehrt. Hieraus folgt, 
dass allemal zwei, aber auch nur zwei der vier (Punkte m, 
in i, m 2 , m 3 Quadrate liefern. . « 
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Uebrigens • geht die Unmöglichkeit, dass die Aufgabe vier 
Auflösungen habe, noch einfacher schon daraus hervor. Weil einer 
jeden der Strecken jtq , qr, rs, sp ein Paar Gerade S, S, ent- 
sprechen, und eine jede von diesen acht Geraden zwei der Funkte 
m , m v m % , m 3 verbinden müsste, was unmöglich ist, wenn nicht 
zwei derselben mit zwei anderen zusammenfallen sollen. 

: Anm. Ist A j| A t und B\\B V , so fallen alle vier Punkte, pi 
mit dem Mittelpunkte des Parallelogramms zusammen, und dann 
wird die zuletzt gegebene Auflösung illusorisch, weshalb man in 
diesem Falle die in der vorigen Anmerkung angedeutete oder auch 
die, 'in Diesterwegs G eometr ischen Aufgaben nach 
der Methode der Griechen 8. 166 mitgetheilte Auflösung 
zu wählen hat. 


Zu b e we i s e n d e Sä t z e. 

«• ♦ . * * , . . , $* • 

i 

* . - • i •j'utM'jr.it *> ..> 'si'-i . , i 

1. Bildet man aus einer beliebigen Anzahl n Tangenten eines 
Kegelschnittes, dereu Berührungspunkte alle auf einerlei Seite der 
Hauptachse liegen, irgend ein einfaches n -Eck, so ist die Summe 
der Winkel, unter welchen der Abstand der Brennpunkte von ein- 
ander von den Ecken aus gesehen wird, eben so gross als die 
Summe der Winkel, unter welchen derselbe Abstand von den Be- 
rührungspunkten aus erscheint , und ist daher für alle so möglichen 
3.4.5 einfachen ?i-Ecke von gleicher Grösse. . 


2. Haben eine Schaar von Kegelschnitten, welche 


eine reelle oder ideale Sekante 
gemein haben, mit einem und 
demselben Kegelschnitte eine re- 
elle oder ideale doppelte Berüh- 
rung einerlei Art: a) so Hegen 
auf jeder T angente des letzteren 
zwei projektivische Gerade, deren 
entsprechende Punktenpaare auf 
jenen . ersteren Kegelschnitten 
i I liegen , und zwar sind allemal im 
Berührungspunkte und auf der 
gern. Sekante entsprechende 
j Punkte vereinigt; b) und je zwei 
Tangenten des letzten Kegel- 
schnittes sind auf zweifache Weise 
in Ansehung der Punktenpaare, 
in denen sie von den ersteren 
geschnitten werden , perspekti- 
visch ; und zwar liegen die beiden 
Projektionspunkte auf der gern, 
Sekante; c) dagegen sind die- 
selben in Ansehung der, auf die 
beiden noch übrigen Weisen 
combinirten Punktenpaare zwar 
projektivisch , aber schiefliegend. 


einen reellen oder idealen Tan- 
gentendurchschnitt gemein haben, 
mit einem und demselben Kegel- 
schnitte eine reelle oder ideale 
doppelte Berührung einerlei Art: 
o) so ist jeder Punkt des letzteren 
der Mittelpunkt zweier projekti- 
vischer Strahlbüschel , deren 
entsprechende Strahlenpaare die 
von demselben an die ersteren 
gehenden Tangentenpaare sind; ' 
und zwar sind iängs der Tangente 
des letzten Kegelschnittes und in 
der Richtung ngch dem gern. Tan- 
gentendurchschnitte entsprechen- 
de Strahlen vereinigt ; b) und jeder 
dieser beiden Taugentenbüschel 
ist mit einem der beiden, welche 
irgend einen anderenPunkt dessel- 
ben Kegelschnittes zum Mittel- 
punkt haben, perspectiviscb ; und 
zwar gehen die beiden perspec- 
tivischen Durchschnitte nach dem 
gern. Tangentendurchschnitte ; e) 
dagegen ist derselbe mit dem 
jedesmaligen anderen zwar pro- 
jektivisch, aber schiefliegena. 
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, . 3. Habeu eine Schaar von Kegelschnitten , welche 


eine reelle oder ideale Sekante 
gemein haben, mit einem und 
demselben Kegelschnitte eine re- 
elle oder ideale doppelte Berüh- 
mt)" einerlei Art: «) so liegen 
die Berührungspunkte aller Tan- 
genten , welche von irgend einem 
Funkte der gern. Sekante an jene 
' Kegelschnitte gezogen werden, 
auf dem Umfange eines neuen 
Kegelschnittes , welcher den letz- 
teren ebenfalls, und zwar unter 
jenem Punkte (als Berührungs- 
pole) doppelt berührt, und wel- 
cher mit denjenigen Kegelschnit- 
ten, die die harmonischen Pole 
je einer beliebigen Geraden in 
Bezug auf die erste Schaar ent- 
• halten—, einerlei Sekante gemein 
hat b) Alle mittels der einzel- 
nen Punkte der gern. Sekante je- 
ner Schaar so erzeugten Kegel- 
schnitte bilden eine zweite Schaar, 
welche eine Sekante gemein und 
mit demselben Kegelschnitte als 
die erste Schaar eine doppelte 
Berührung einerlei Art naben. 
e ) Diese beiden Schaaren von 
Kegelschnitten stehen in voll- 
kommener Wechselbeziehung zu 
einander, d. h. die erste kann 
aus der zweiten ebenso, wie diese 
aus jener, erzeugt werden u. s.w. 


einen reellen oder idealen Tan- 
gentendurchschnitt gemein haben, 
mit einem und demselben Kegel- 
schnitte eine reelle oder ideale 
doppelte Berührung einerlei Art: 
a ) so umhüllen alle Tangenten der- 
selben , deren Berührungspunkte 
mit dem gern. Taneentendurch- 
schnitte in gerader Linie liegen, 
* einen neuen Kegelschnitt, welcher 
den letzteren ebenfalls, und zwar 
längs dieser geraden Linie, dop- 
pelt berührt, und welcher mit den- 
jenigen Kegelschnitten, die von 
den harmonischen Polaren je eines 
beliebigen Punktes in Bezug auf 
die erste Schaar umhüllet wer- 
den — , einerlei Tangentendurch- 
schnitt gemein hat. b) Alle mittels 
der einzelnen Strahlen des gern. 
Tangentendurchschnittes jener 
Schaar so erzeugten Kegelschnit- 
te bilden eine zweite Schaar, wel- 
che einen Tangentendurcbschoitt 
gemein und mit demselben Kegel- 
schnitte als die erste Schaar eine 


doppelte Berührung einerlei Art 
haben, c ) Diese beiden Schaaren 


von Kegelschnitten stehen in voll- 
kommener Wechselbeziehung zu 
einander, d. h. die erste kann aus 
der zweiten ebenso, wie diese 
aus jener, erzeugt werden o.s.w. 


4. Die Seiten sämmtlicher Dreiecke , welche einem gegebenen 
Dreiecke eingeschrieben und einem anderen gegebenen Dreiecke 
ähnlich sind, sind die Tangenten dreier Kegelschnitte , deren jeder 
zwei Seiten des ersteren Dreiecks berührt. 

Dieser letztere Satz führt zu einer ziemlich einfachen Lösung 


der Aufgabe: In ein gegebenes Dreieck ein zweites zu beschreiben, 
welches einem gegebenen dritten ähnlich sei und dessen eioe 


Seite durch einen gegebenen Punkt gehe. 





i 
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Heber bestimmte Integrale und Sum< 
mirung einiger Reihen. 


Von 

Herrn P. Arndt, 

* * / ♦ 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich vorzüglich mit 
dir Entwickelung des bestimmten Integrals 


f *™ 71 9 log si 

. J 0 


sinquftp , 


welches von Hill zuerst angegeben und von Clausen in Crelle’» 
Journal Band VII. S. 309 . besonders untersucht worden ist. 

Beide Geometer erhalten — A w 2 7t* log 2 als Werth des obi- 
gen Integrals. Die Clausenscbe Entwickelung ist sehr einfach. 
Sie geht von der bekannten Gleichung aus : 

log sin 9 = — log 2 — cos *29 — £ cos 49 — \ cos 69 — etc. 

Multiplicirt man nämlich auf beiden Seiten mit 9</9 , und integrirt 

zwischen den Grenzen 0 und im , so ergiebt sich, da / ”^9 cos 

t/ 0 , 

verschwindet, auf der Stelle der augezeigte Werth. 

Indem ich mich nun bei anderen Untersuchungen des Werths 
jenes Integrals bediente, gerieth ich auf einen Widerspruch, der 
mich veranlagte, die obige Entwickelung einmal genau durch zu 
nehmen, und bald entdeckte ich, dass in ihr ein Fehlschluss ob- 
walte. Dieser liegt in der Annahme der obigen Gleichung, welche 
aufhört richtig zu sein, sobald sin 9 negativ, oder log sin 9 imagi- 
när wird. Dieser Fall tritt nun wirklich ein , wenn n grösser als 
die Einheit ist , indem dann der Bogen 9 wegen der Integration« 
grenzen durch den dritten und vierten Quadranten geht, wo sein 
kinus negativ wird, und somit gelangte ich zu der Ueberzeugung, 
da«« Hill einen unrichtigen Werth angegeben hatte, welches sich 

\ 12 * ’ 
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durch meine eigene Entwickelung in der That bestätigt hat. Zu- 
gleich ist log sin cp selbst unbestimmt, indem ein Logarithmus be- 
kanntlich unendlich viele Werthe zulässt, weswegen angegeben 
werden muss , welchen dieser Werthe man verstanden wissen will. 

Meine Entwickelung weicht nun von der Clausenschen nicht 
nur ab, sondern sie leitet mich zugleich auf die Summation von 
Reihen, die ich der Mittheilung nicht ganz unwerth halte. End- 
lich reiht sich die Untersuchung des einfachem Integrals 


fr 


log sin cpf/cp 


.r 


M . * 

K 




an. 


Nach diesen Bemerkungen schreite ich zur Sache , und erinnere 
nicksichtlich der vielfachen Werthe eines Logarithmus, und der 
Bedeutung des Logarithmus einer negativen Grösse an die aus 
Cauchy’s Cours d’analyse de l’ecole royale polyt. be- 
kannten Gleichungen 

( log q ) — 1, (log - «) = log « + (2A + 1) * V=1 , 

wo loga den reellen Werth des Logarithmus der positiven Grösse a, 
dagegen die Grössen auf der Linken den Complex aller Werthe 
des Logarithmus bedeuten sollen ; k und X sind positive oder ne 
gative, beliebige ganze Zahlen. 

Dieses Resultat ergiebt sich leicht, wenn man dig imaginäre 
Exponentialgrüsse so delinirt, dass sie aus der für & be 

kannten unendlichen Reihe hervorgeht, wenn yV^T an die Stelle 
von y gesetzt wird. Dadurch erhält man definitiv >^=7 = cos 5 
-f-y^T.siny. Ist also x-{-yY - T der Logarithmus der beliebigen 
Grösse a , so hat man a — e x \ cos y -f V—T . sin y ) , weshalb sin y = 0 
und e x co»y = a. W r egen der ersteren dieser Relationen is ty = kx 
cosy = (— 1)*, (— l) k e x = a. Ist daher a positiv, so muss k ge- 
rade und eP — a (d. h. ar^loga) sein; wenn aber« negativ ist, so 
ist nothwendig k ungerade und e x — — a (d. h. x ■= log — ä). Folglicli 
wird x+y -U^i=log!a-f , oder = log — a + 

jenachdem a positiv oder negativ ist, was oben behauptet wurde. 

Demnach ist jeder heliepige Werth von log sin 9 Begriffen i 
den Formeln 


ID 


D 


( log sin 9 ) = log sin 9 -f 2 A*ä V— 1 > 

( log sin 9 ) = log — sin 9 -f ( 2A -f 1 ) «V — 1 ; 


1 

indem die erste, oder die zweite verstanden wird, jenachdem 9 im 
ersten und zweiten, oder im dritten und vierten Quadranten endigt. 

Ich nehme endlich an, dass in dem Integral / ”^9 log sii^d*, 

. 1/ 0 

lür alle Bogen 9, die im ersten und zweiten, oder im dntten und 
\ierten Quadranten endigen , resp. k und X einen unveränderlichen 
Werth behalten. 


1 


I 
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I. Das 


» .. ; 

bestimmte Integral / log sin 9^9, in welchem n 

• J o . * . 

eine positive ganze Zahl anzeigt. 1 


Führt man für sin 9 den gleichbedeutenden Ausdruck +V I— cosq)* 
ein, indem das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je- 
nachdem der Bogen 9 resp. im ersten und zweiten , oder im dritten 
nnd vierten Quadranten endigt, und entwickelt den Logarithmus 
in eine unendliche (wegen cos<p a <l convergirende) Reihe, so 
erhalt man nach eitler von selbst verständlichen Bezeichnungsart: 

..'n x 1 < : i .*•>.! » : . i! i >i •; t ii'd’/n 

y , v f ( 2OT+1 >’ r 9 | 0 gsin<prf<p 


— i 9 co S9 2a,/ 9+ ‘2 k«irpnf i ‘ lm * 1 >T v d v , 

mm** w 1 1 • . * l — >• •. v - 

/»2m:r 

3 ) ' I v 9 log sin mrfcp 

J ö : ™ Y 

, p=& 1 O ^rtm />2mJT 

* P i'i 


<vx 


t'll * • i > 1 ) ■ < 1 1 , 1 ' J {; 

1 ]• i 


\ ~ 


wo vi eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Wendet man nun auf das erste Integral zur Rechten die allge- 
meinste Reductionsformel an, indem man cos cp‘ 2 p dq> zerlegt in 
cos<p2p— 1 cos 9^9, und den letztem Factor integnrt, so erhält man 
den Ausdruck 


» » 
1 


<pcos9 2 P^ 1 8*109+^-0089^ +(*2p— 1 ) /cos9‘ 2 p — 2 sin9 2 ^9* 

' , J , 

Zerlegt man aber das letzte Integral dadurch, dass man I — co^cpi* 
für sin q>* nimmt, so entsteht nach der Zusammenziehung 

. I . 2 p/ 9 coS 92 l>rf 9 , . 

a . ^ ( < ■ 

= 9C0S9 2 P*~ 1 sin9 + ^-cos9 2y + (2p — 1) / 9C0S9* I ’“* 2 cZ9. 
Bezeichnen demnach m und n zw’ei positive ganze Zahlet» so wird 



THt 


9 COS 9 ap v • 900s 9 2 t"^ ® £&p. 

mV &P «y mH 


Diese Reductionsformel kann nun auf das Integral zur Rechten 
von Neuem angewandt werden u. s. f. , da es aus dem zur Linken 
beryorgeht, wenn in diesem p — 1 statt p gesetzt wird. Auf diese 
Weise kommt durch gehörige Substitution .. „ , 

V.»* 9COS<p (n m 

führt man diesen Werth in 2 ) und 3 ) ein, so wird,). (n 


# 
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0) # 9 log sin 9(19 

t j 2®^ 


• ^; S 6 ;.! V +*»• v («■*»>■ 

6) C ‘* nCt «plogsincprfcp 

= - i ** ( 4m - 1 ) * 1 ' *1 . a'f 'g' ^Op^ I ^x'f -I ■ ( ‘*«-4 

Es liegt uos oun ob, die hierin enthaltene Summe von unendlich 
vielen Gliedern zu bestimmen. Zu dem Ende versuche ich die 
Summation der allgemeinen Reihe , deren allgemeines Glied 

— • - ? - ?*!?"* ^ ^ . xv ist, welche für jeden Werth von x, dessen 

p ,2.4.6 — 2p • J 

absoluter Werth kleiner als die Einheit ist, convergirt, wovon 
man sich durch den einfachsten Satz von der Convergenz der 
Reihen sogleich überzeugt. Die Summation gelingt mittelst der 
bekannten Binoraialreihe : 

P — 2 2 . 4.6 2p 

Denn dividirt man mit x und multiplicirt mit dx , so entsteht durch 
Integration 


Const + 


/- 


(1 -x)~k- 1 


dx 


p =1 p 2 . 4 . 6 — 2 p 


Hiernach ist das Integral auf der Linken zu bestimmen, und 
zwar so, dass es für ar=0 verschwindet 

P dx A p — dx 
lVlan zerlegt es aber in die beiden I ~\ r f == x UDa t J — x — * 

von denen das letztere unmittelbar bekannt ist. indem es den 
Werth — log# hat Was das erste betrifft, so wird es rational 

durch die Substitution \ 1 — x = y* nämlich C — — welches 


letztere 


lie Substitution \ \ — x =y , nämlich C y ■ > 

wieder zerlegt wird in j* ~ ^ JL , also df 


den Werth 


log | — U. hat. Führt man für y seinen Werth ein, so wird 

i+y 


.1 


/ 




dx — Const. — 2 log ( 1 -f V| — x), 

» • • 1 • • • 


und wenn man es für ,r = 0 verschwinden lässt: 


/: 




Demnach ist 
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7) *f m * M - ° • • c» . -f> & M , 
p — ip *2.4.6 2p - ' ** * 


i 1 


■ L j I* . , , * < 

für jedes #, dessen absoluter Werth kleiner als die Einheit ist. 

» Hier ist jetzt x=l zu setzen; allein es muss zuvor untersucht 
werden, ob die Summe auf der Linken noch für diesen Werth 
convergirt. Dass dies wirklich statt finde , erhellet aus einem Theo? 
rem von Raabe*), welches uns auf die Grenze des absoluten 


Werths von (— — 1) n binweist, wo u n das allgemeine Glied 


M «+l 


ist* Ist diese Grenze grösser als die Einheit, so findet Convergenz 
statt. Unsere Reihe entspricht nun in der T hat dieser Bedingung, 


da man leicht findet (- 


Un 


3 + 


«n + l 

✓ 

% 

Setzen wir also in 7) x — \, so wird 


— 1 ) n — l!,welches | zur Grenze hat. 

■. » 


7*) *5® - i-3.5..(*2p— i) __.~ 
p' 2.4.6.... 2p .. . 

- « f ,, 

Deshalb ist nach 5) und 6 ) 


21 off 2. 




• • . . n#. 

... • x 


8 ) / > ( am “ , ' 1 ) ;,r <p| 0 g S *, n( p < / ( p_ ; _i Ä *i 0 g2(4 ? /i-fl)-|-A'3t 8 V’ — 1. (4m-f-I), 

i/ 2m7T 


9 ) C * 9 log sincpcfcp = — i«*log2(4m— . (4m— lj 

Setzt man in der ersten dieser Relationen mt-1 für m, und 
addirt dann 8 ) und 9), so entsteht 


e/( 


2m7T 


( 2 m— 2 ^ 

= — I ** log2(2m)*-f- A tt 3 V — 1 . (4 m— 3) -f } 


cp log sin cpdcp • ■ ( 

2A+1 *n r =I. (477.-1). 


» I 


Nimmt man nun für m nach und nach die Zahlen 1, 2, 3 ,...m 
und addirt alle dadurch entstandenen Integrale, so wird 


cp log sin cpdcp 


y * 2m7T 

o 

= — 4x*l«g2(2m) s -f7t . ( 2m - 1 ) m + *» VIj . (2 tt. +1)tb, 

, \ ä 


oder 


*) Zeitschrift für Physik und Mathematik von Baumgartner und 

v. Ettingshausen. Wien 1831. 
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# • 

. ’ ' 10 ) C ^^(plogsincprfcp 

J 0 

= 1 «* (2m)‘ [ log 2 - . * 1^=1 . (1- ± , ^=1 . (i + _L }J 

1* * * . • * • . ’ ; 

I 

Addirt man hiezu das Integral 8) , so ergiebt sich nach leichten 
Reductionen : * 


•» >. 


• • • 


.. 11) ^cplogsinqxfcp 


i > 


=-!** (2m+l)’[ logi-feV^I arf ^ ^ -1 • fl+ 

• • 

Daher ist jetzt . / t , •* ’ , \ ... i 

12 ) P 9 log sin 9^9 

u $ '.s . : • .. •• ~ , 

= - 4 «V[log2 - MT-Im ,* ) ~ ^ V=I . (1+ _L-)], 

•• > •- * . ' • 

. i , , 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen, 1 und a = 0 oder = l 
zu setzen ist, jenachdem n gerade oder ungerade ist. 

Ist n— 1, so wird — — unendlich, allein die ganze Betrach- 

n — a 

\ - cvi • | ■ . | *, 

tung lehrt, dass dann —^—^^^1.(1+ -) ganz zu veruachläs- 

z n — (i » 

sigen ist, indem der Logarithmus für diese Integrationsgrenzen 
nicht imaginär wird. Daher ist für n = 1 \ 

* * 

•, 13) / >7r 9logäiri<^rf9=~I Tr* flogS-r-S^^—l]» ! 

J o ... .; •• i .. •* 

welche Formel als Ausnahmefall von 12) zu betrachten ist. 

Versteht man in dieser Gleichung unter log sin 9 nur die 
reellen Werthe, welche es zwischen 9==0 und 9 = n jedesmal 

erlangt, fco verschwindet k und es wird 9 log sin q>dcp = 

— * Tr 2 log 2. Dann ist der von Hill angegebene Werth richtig, in 
allen andern Fällen ist er falsch. . < ! .. 1 n* ;•< . 

• 1 \» 

I t. 1» *. . • : 1; 1 " « { • ••• , , • 


.1 • • 


’ 1 * . .1 


‘ ' * « . 


• «I ‘ 




O ' 


IL l Das bestimmte Integral log sin cptUp , in welchem 
» eine positive ganze Zahl anzeigt. 

1 

Der Werth dieses Integrals zwischen den Grenzen 0 und 
wird am leichtesten durch das Integral W log sin 9^9 bestimmt 


Digitized by Google 


193 


I 


penn zerlegt mau das letztere von cp~ 0 bis (p — jjt, und von cp — 
bis cp — 7t, und transformirt den zweiten Theil durch die Sub- 
stitution cp — ix -cp', so lindet man sogleich f** log sin cpdcp = 

1 Pn . 'S 0 

- / cp log sin 9rZcp. Also ist nach 13) 

^tJ o 

14 ) log s>n c pdcp = — 2 7t ( log 2 — 2 kn ^~l). 

% 

„ Da nun nach dem Begriffe eines bestimmten Integrals als der 
Grenze einer Summe von unendlich vielen Elementen offenbar 

y^logsin^^^logsincpdcp ist, so ist ferner 

15) f” log sin cptkp = ■ — « ( log 2 — Z/cxV^-l), 

Ganz nach derselben Ansicht isty 27r Iog — ; sm<pd<p=j' n [o% sip qjrfcp. 
Da nun log- sincp= log sin <p.+(2A + so ist f * logsinqxftp 

= J n logsin cpdcp + (2A+1) *fr]/ rfip, folglich 

fr***-/; log sin 9^9 — (2X -fl )ix 2 ^~ZIf > 

also 

y Ä7r log sin cpdcp — —2 n [log 2 — 

o . . 2 

Dieselben Werthe haben die Integrale von 2?r bis 4tt, von 4?r bis • 
Ott u. s. f.; demnach hat man allgemein 

16 ) C lm7r log sin 9^9 = — 2nt7t [ log2 — '2knY~\ __ 2A-fl ^ 

J o 2 

Nun zerfalle man / > ^ 2m+1 ^ 7r log sin 9^9 von cp — 0 bis cp — 2mn, 

und von9=2wi7rbis9=(2«i+l)«r,so erhält man,da 2m+ 1 ^logsinqräp 

y -> kJ 2 mJT 

log sin cpdcp ist, nach 16) und 15) 

0 




2m-*- 1 




log sin 9^9 


= - (2m +;1 )ä [ log 2 - 2*wV - 1 - ( 2A + 1 ) * ^-11. 

2m -fl J 

Folglich ist allgemein 

18 ) f * n7t iog sin cpdcp 

Jo 

= - »te [ log 2 - '2/cnV ^T- Mi n, 

2 71 _ 4 

Tlieü VI. 13 
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indem man n=~ö oder 
oder ungerade ist. 


1 zu setzen hat, jenaehdem n gerade 


III. Snmmirung einer Reihe mittelst Transformation des 

Integrals 14). 

Macht man in dem Integral J= / ^logsiotpcfcp die Substitu- 

tion sin 9 = ar., so gellt es über in / Da nun nach dem 

t J 0 » J. — ic* 

on— i t P==* 1 .3.5.. (2/>— I) 9 

binomischen Lehrsätze (1 —.r-) * — 1 — 2 . 4.6 2 p ’ 

n\ ■ ^ 1 /M, ? , r= x i.3.5..(2/> — 1) 0 _ 

so •.st/ 1 l O g^[a-^)- i -l]^/ 0 l °S- ,Y %i 1 2,4.0.-2 P - T2r - 

Es ist aber pc*r\ogxdx= fol 8 nctl > ,,a n,a " 

sich leicht versichert, dass logA für a=0 verschwindet, 

P 1 x 2P\o^rdx =- ^ ^ 5 . Daher wird^ 1 log^d.r[(l-a 4 )— i-l] 

_°_ I ’^ cc \ 1 JL5..(2/?-l)_ WeU en( j Kc h -C 1 log;reJ.r=l, 

„=1 (’2// + l)‘ 2 2.4.6 — 2p J 0 ^ 

r • p 1 log xdx , J 1 — ® 1 1 . 3 . . . ( 2p — 1) , 

so hat many o ?==- P - 1 ( 2 p + l)*' 2.4.... 2 p ’ 

oder nach 14) 


Jh=— 00 

19) 1+ 2 


1 1-3. 5.. (2p — 1) _ j | 0 2. *) . 

■ 1 \ö O A A On * 5 y 


v = x (2p + l) z '2.4.6.... 2p 


T t» , . j>=*l.S.5..(2p-l) a.2p+l 

IV. Bekanntlich .st Are ■»*=*+ ^ 2 . 4 . 6 .... 2 p ^+T’ 


folglich 


oder 


20) 

J 0 x ' . < '«/ 0 T 1 — 


21 ) Z* 1 Aro »i n xd x __ | og 2 . 

1/ 0 x 


C 1 

♦) Der Factor 2 /t 7 rV^j"tnuss liier verschwinden, da 0 n,,r anter 

der Voraussetzung den Werth — (2^T-I-~Ö* d* 188 un * er l°o x der re- 

elle Werth verstanden wird. . 
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Heber eine geometrische Aufgabe. 

V o n 

* » % « , 

dein Herausgeber. 



In der von Herrn Directör K (Imker zu Hamburg herausge- 
gebenen trefflichen vierten Auflage des Handbuchs der. Schiff- 
fahrt s - K u n d e. Hamburg. 1844. , welche so eben erschienen ist , 
hat Herr Hofräth Gauss S. 81. — S. 84. eine schone Auflösung der 
folgenden, auch von Herrn Directör Kümker S. 72. aufgelösten 
Aufgabe gegeben: 

Aus drei in einer und derselben' geraden Linie 
liegenden Punkten Jlf, ill,, 31 deren Entfernungen von 
einander bekannt sind, w erden zwei andere m i t j e n e n 
drei Punkten in einer Ebene liegende Punkte S und 
, deren E n t f er u u n g v o n e i u a n d e r g 1 e i c h fa 1 1 s bekannt 
ist, gesehen, und in den Punkten 31 , M , , M z die 180* 
nicht ü b e r t s e i g e n d e n Winkel SMS X , S31 t S x , S31 i S ) , 
welche die v o Deinem jeden derPunkte 31, 31 x , M % n a c h 
und S x g e z o g e n en Gesichtslinien mit einander ein- ' 
s c hl iessen, gemessen. Man soll die gegenseitige Lage 
der fünf Punkte 71/, 31 , , 31 ^ und *S, S x bestimmen. 

Ich hoflTe die von Herrn Hotrath Gauss gegebene Auflösung den 
Lesern des Archivs, denen wohl nicht allen das Handbuch der Schiff- 
fahrts-Kunde zu Gesicht kommen dürfte, in einem spateren Hefte mit- 
th eilen zu können, und will hier nur in der Kürze zeigen, wie sich 
vier verschiedene Auflösungen des vorliegenden Problems aus den 
hei Gelegenheit einer andern Aufgabe in der Abhandlung Arphiv. 
thl.IV.ISr. XLlt. von mir entwickelten Gleichungen ableiten lassen. 

Ich nehme wie a. a. O. die gerade Linie, in welcher die drei 
Punkte 31, 31 x , d/ 2 liegen, als die Abscissenaxe eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems an, und bezeichne die bekannten Coordi- 
naten der Punkte 31 , 3I X , 3I 2 respective durch 

ö, 0; , 0, fl a , 0; 

die unbekannten Coordinaten der Punkte X und <8, durch x,y und 
.r, , y . Ferner bezeichne ich die 180° nicht übersteigenden Winkel 

S3JS X , S3J X S X , S3J^S X 

selbst oder deren Ergänzungen zu 180" , jeuachdem mau sich , um 
respective von dem Punkte 

' - . \ * 31, 3I X , 3Ij, 
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durch den Punkt S zu dem Punkte Si zu gelangen , nach derselben 
Richtung, nach welcher man sich bewegen muss, um von dem 

E ositiven Theile der Axe der x durch den rechten Winkel ( xu ) 
indurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen , oder^ 
nach der entgegengesetzten Richtung hin bewegen muss, durch 

die bekannte Entfernung SS t durch 2c, und setze wie a. a. O. 

I) x+x t = 2 u, y+yi— 2c; ar— ^=2*^, y—y v — 

also 

2) x=u^u t , y=v + v l ; x v =u—u it y^v — v v 

Rann habe ich wie a. a. O. S. 393. Nr. 35) zwischen den Grössen 
u , v , w t , v v die drei folgenden Gleichungen: 

! w 2 -f- 0 2 — u*— » l 2 -f-2cota. (uv L — vu v ) — 2om — 2acota. — a % , 

w t a — c l *+2cota l . (uv v — vu t ) — 2 a\n — 2a l cota l . v t — — af, 
w*+t) a — u^— u l 2 +2cota 2 . («r t — cwj — 2a t u— 2a a cota a . »p-oj; 

zu denen nun wegen der bekannten Entfernung 2e der Punkte S 
und S { von einander die vierte Gleichung 

4) u*-\-v*=-e 2 

kommt. 

Mittelst der drei ersten Gleichungen , welche in Beziehung auf 
die unbekannten Grössen 

u 1 -f~ ® 2 — ?/ t 2 — j uv i — ru t , n , 

vom ersten Grade sind, kann man auf dem Wege gewöhnlicher 
algebraischer Elimination jede drei dieser vier Grössen durch die 
vierte in linearer Form darstellen, so dass man entweder 

5) — M t a — vf=A+Bu, uv^—vu^Ay^ByU, 

oder 

>* 

6) w 2 -f ü 2 — -M t 2 — vf—A'+B'vx* uv v — vu{=A\-\-B\v if u—A\-\-B' 

i » 

oder, wenn der Kürze wegen 

7) — 

* 

gesetzt wird, 

8) uv y — vu { — A" + B" t, u=A'\-\-B’\t, v i —A"t+B'\t', 
oder endlich, wenn der Kürze wegen 

9 ) uv v — vu l = w 

gesetzt wird , ' . 

10) «* + *,*- u * ^ v?^A! n \ B'"tc, u=A , \+B"' x w i v l =A , \+B , " t # 


J 
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* * 

erhält, wo die sämratlichen durch die Symbole A und B bezeich- 
ueten Coefficienten als bekannt zu betrachten sirjd. » 

Was nun zuvorderst die erste dieser vier Auflösungen betrifft, 
so erhält man aus den drei Gleichungen 5) mit Hülfe der Glei- 
chung 4) leicht die Gleichung 

u ( A 2 -f- B a u ) — u^f e* -f- A B u — - m 4 ~A t + B x u t 

also 

“ l ~ Ye' + A'+Bu-u* 
und folglich vermöge der Gleichung 4): 

ID ha *, | * +(Aj+BiU) . =eK 

Wie man, wenn man mittelst dieser Gleichung, welche, ge- 
hörig entwickelt, vom dritten Grade ist, u bestimmt hat, mit Hülfe 
der Gleichungen 4) und 5) auch v, w, , v x , und dann mittest der 
Gleichungen 2) auch x s y; x x , y { bestimmen kann, unterliegt 
keinem Zweifel. 

Ferner ersieht sich aus den Gleichungen 6) mit Hülfe der 
Gleichung 4) die Gleichung 

(A\ + B' 2 v,) - u,Y e 1 + A' + B‘ Vl ~ (A’. 2 + ß Vj* = A\ + ß> t , 
also 

_ + — (^i + ^'^i) 

Y e i + A ' B'v- (A' 2 +B‘ 2 v t p ’ 

und folglich wegen der Gleichung 4): 

; et+A' + BX-iA't + B'zvj* + 1 “ ’ 

«» 

w'oraus sich nach gehöriger Entwickelung zur Bestimmung von v( 
wieder eine Gleichung des dritten Grads ergiebt. Hat man mit- 
telst dieser Gleichung gefunden, so lassen sich dann mittelst der 
Gleichungen 4), 6) und 2) auch leicht die Grössen u, v, u v und 
x, y; x t , y x bestimmen. 

Aus den Gleichungen 8) und 4) ergiebt sich, 

(A\+ B\t ) ( A% -f B\ t ) - v*f e*-(Ä\+B"< L t)*=: A" + B"t , 

also ' ' ' 

(A , \+B'\t)(A". 2 + B". i t)-(A u + B , 't) 
c_ . Ye-‘-(A" 2 +B". 1 tyt 

Fuhrt man nun diesen Werth von v und den. Werth 

/ - ’ • 

u = A\ + B\t 


Digitized by Google 


198 


in die Gleichung 7) ein, so erhält man mit Hälfe der Gleichung 
4) die Gleichung 


13) (A\+ ßV) 2 + 




welche, gehörig entwickelt, wieder zu einer Gleichung des dritten 
Grades führt. Hat inan aber mittelst dieser Gleichung t gefunden, 
so können mittelst der aus dem Obigen bekannten Formeln auch 
die übrigen unbekannten Grössen ohne Schwierigkeit bestimmt 
werden. • 

Endlich erhält man aus den Gleichungen 9), 10) und 4) die 
Gleichung 


= ( A‘\ + B'\ io ) ( A'\ + B'\ xc ) 

-V $ + B m ^w )' 1 ^ + A M + B"'to - (Ä\ + B ,f '<w)‘* ^ 

oder 


14) ^ w-(A'\ + ß'\™){A'\ + B'\ic) \ 2 

= ^e*-{A'\+B , \\w)*\ \e* + A"’-\-B"'w- (A'\+B m l w)*\, 

welche, gehörig entwickelt, wieder zu einer Gleichung des dritten 
Grades führt. 

Von diesen vier Auflösungen wollen wir nun bloss die erste 
etwas weiter entwickeln. Wenn man mittelst der Gleichungen 3) 
die Grössen 

\ , 

i 

uv^—vu^ 

sämmtlich durch die Grösse u ausdrückt, und der Kürze wegen 

15) iV = 2(a— aJcotacota^SC«!— a 2 )cota l cota 2 -f 2(a a — a) cot « 2 cotc, 

Z- — 2a? (a — a, )cotacota L 

— 2 a 2 ( a t — a 2 ) cota t cota 2 — 2a? ( a* — a) cota 2 cota , 

• 

3 = 4a a ( a - a v ) cot « cot « L 

-k 4a (a t — a 2 ) cot cot a 2 + 4a t ( a 2 — a ) cot <x. 2 cot a , 


Z t — — a ( a t — a 2 ) (a^ -f- a 2 ) cot« , 

— ai(a 2 — a)(a 2 -f a)cota L — a 2 (a — a t ) (a-fa^ cot ct 2 , 

3 t = 2a ( a t — ö 2 ) cot « -f 2a! ( a z — n ) cot + 2 u 2 (a — a t ) cot « z , 

Z2 = -(a l -a 2 )(ff l + «z) c ot« 

— ( « a — a ) ( a 2 -f- a) cot a t — ( a — a t ) ( a -f- ) cot a 2 , 

i 

3 2 — 2(a l — a 2 )cota + 2<a 2 *-a) cota t -k2 (a — a, ) cot« 2 
setzt, so ist 


/ 
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**+•*—*,* — »i 8 = j|+ + r,= ^+^a; 


im Obigen also 


16) A = J, Ä=J; .4,=^, A = ^ = 


._ 3 

iV ; 


— r 3i . 

A T 


N 


_3 * 

“iV 


•> - , . 

n setzen. " •. • ' ... 

Entwickelt man alter die Gleichung 11) gehörig, so erhalt man: 

17) 0= A 2 -(e 2 + A)(e 2 -A' i ) 

+ l2(e*+A)A,B t ~(e*-A')ß-2A l (A,-ß l )lu 
+ | e* + B, 2 + (e* + J)B\ - 2(zl,Ä,+zl 4 Ä t )+2^ | a“ 

+(Bß,-2B l )B t v>. 

Die weitere Entnickelung des Vorliergehenden , insbesondere 
auch der drei übrigen obigen Auflösungen, überlasse ich den 
Lesern, und bemerke nur noch, dass, nenn auch allerdings im 
Vorhergehenden, da die gerade Linie, in welcher die Punkte M, 
M { , A/ 2 liegen, als Abscissenaxe angenommen worden ist, die 
Lage der Punkte £ und S, gegen diese Linie und die Punkte 
M, M lt Mo bestimmt Worden ist, daraus natürlich immer auch 
leicht eine llestimmung der Lage der Punkte M, M { , M. 2 und 
der geraden Linie, in welcher dieselben liegen, gegen die Linie 
SS, und die Punkte S und S t abgeleitet werden kann, was hier 
nicht weiter erläutert zu werden braucht. 

Zum Schluss erlaube ich mir endlich noch an diejenigen Leser, 
«eiche in der SchiflTahrts* Kunde erfahrener und bewanderter als 
ich sind, die Frage zu richten, ob nicht ebenso wie die vorher- 
gehende Aufgabe auch das in der Abhandlung Tbl. IV. Nr. XLIL 
von mir aufgelöste Problem bei der Schifffahrt nützliche Anwen- 
dung finden kann. Wenigstens scheint mir diese letztere Aufgabe 
den besonderen V ortheil darzubieten, dass man bei derselben die 
Entfernung der Punkte S und S. von einander, überhaupt deren 
Lage, gar nicht zu kennen braucht. Wenn also ein Schiff bei un- 
verändertem Ctirs in vier Punkten , deren Entfernungen von ein- 
ander durch die bekannten , auf der See gebräuchlichen Mittel be- 
stimmt worden sind, die Gesichtswinkel zwischen zwei ihrer Lage 
nach ganz unbekannten Landmarken gemessen hat, so lässt sich 
aus diesen Datis mit Hülfe der in Rede stehenden Aufgabe immer 
die gegenseitige Lage dieser beiden Landmarken und der vier 
Oerter des Schiffs bestimmen. 

. ' * i 
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lieber einige Integrale, welche gonio- 
metrische Functionen involviren. 

/ 

Von dem 

Herrn Doctor O. Schlomilch, 

Privatdocenten an der Universität zu Jena. 


Durch (ft — l)malige Differenziation der bekannten Gleichungen 


/: 


e-^ Cos b xd x — 


a 


cos ( Arctan -) 
« 


a 2 + b* ( a 2+b*)* 


y ^co 
0 


er-** sin hx dx — 


sin ( Arctan -) 
' a 


a‘ 2 + b' 2 (a*+62) i 


nach a als unabhängiger Veränderlichen hat man folgende beiden 
Integrale gefunden *) : 


/* 

J o 


x iir- 1 e — ax CO g bx fix ; 


1.2.3 (n — 1) cos ( n Arctan -) 


a 




'/ , O0 

Jo - 


— 1 e ~ax s j n bx dx — 


1.2.3.... ( n — 1 ) sin ( n Arctan ?) 
~~ («* + &*) in 


welche auch allgemeiner für jedes gebrochene 7i gelten, wenn man 
statt 1.2. 3. ...(n — 1) die Gammafunction /’(?*) setzt. 

Es ist dann für jedes beliebige p : 


*) M. s. hierüber einen Aufsatz des Herrn Herausgebers in Crelle’s 
Journal. Tbl. VIII. S. 146. 

i ' 
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y >x> r(p)co8 (p Arctan-) 

xP—i e“" cos bxdx ~ — c . . . . ( 1 ) . 


/: 


f 

t rP“l e“ ajr sin Ä.r dx 


(fl 2 +6»)* *P 

r(jp)sin (/> Arctan-) 


(« 2 -f Ä 2 )*P 




Von diesen Gleichungen lassen sich einige sehr wichtige Anwen- 
dungen zur Entdeckung anderweiter Integrale machen. Von denen 
nur einige specielle Fälle bekannt sind. 


M. 

Wir erinnern zuvörderst an die folgenden beiden bekannten 
Integrale: 


yr 

/. 


co sx 


Tt 


dx — - 

0 . -r(p) Cos \/LlTZ 


*sin x 


Tt 


dx — 

o x>* 2r(/u) sin 1/a-x 


, 1>^>0....(3) 


welche man leicht aus den ersten Eigenschaften der Gammafunctio- 
nen an leitet ). hetztman x=kt wo t die neue Veränderliche, 
'* eine wulkuhrliche Constante bedeutet, so ergiebt sich leicht: 


T. 


' x cos kt 


V 1 


dt- 


itk^-l 


2 r(f.i) cos i/Lin 1 




y >cc sin£t , n _ ,. v 

0 0* ‘ ~ sin ’ 2 ><“> 0 ---( 6 ) 

< 

von welchen Formeln wir sogleich Gebrauch machen werden. 

Wird in der Gleichung (1) t für b gesetzt, beiderseits mit 

— multiplicirt und darauf nach t zwischen den Gränzen fc=0, t=o o 

integrirt, so wird 


r*dt r* 

! o kJ 0 


xf — 1 c~ ax cos ixdx — 




cos ( p Arctan -) 




j —•■•■( 7 ). 


\ 

Man hat hier aul der linken Seite einen von den glücklichen Fäl- 
len, in welchen man beide Integrationen ausführen kann, wenn 
man die Ordnung derselben umkehrt. Integrirt mau nämlich zuerst 
nach t , so ist das Doppelintegral links gleich dem folgenden: 


* » 

*) M. s. den dritten Abschnitt meiner „ Beiträge zur Theorie bestimm- 
ter Integrale.^ . . 

Theil VI. 


13 a 
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:vP — 1 e—^dx 


r f'tocosxt 

J o t q 


dl y 


in welchem sich die Integration nach t mit Hülfe der Gleichung 
(5) für k — x und u=o bewerkstelligen lässt. Es ergiebt sich 
nämlich . 


X 


'2r(q) cos* qx 


/■»OO 

— / a 


xr—le— ax dx.xQ~'i, 1> <y>0. ...(8) 


Hier kann wieder nach x integrirt werden, wenn man sich an die 
Formel * 


xu - 1 er-**dx — 

J O 


eriunert und q — 1 setzt. 

Das Integral (8), d. h. die linke Seite der Gleichung (7) , gebt 
jetzt in das folgende über: 


n 


2r(q) cos 7t av 


x> >0 

iu/7t aP + 9— 1 


und es ist folglich mit Hülfe der Gleichung (7) nach beiderseitiger 
Division mit r(p ) : 

7 . cos (p Arctan-) . , 

^dt 1 a _ r(p -f q — 1) n 

o * ' (n ! + < 2 )iP r(p)lXq) ' ‘2aj>+?-l'cos^ 

1>?>0 

Hier lässt sich nun das Integral links in eine andere, viel beque- 
mere Form bringen , wenn man nämlich 


Arctan - = x 
a 


setzt. Es folgt hieraus 


f=atan.r, dt — 
>lan hat aber auch unmittelbar 


adx 
cos* x 


v • 

mithin 


d (Arctan -) = - - = dx , 


dx 


« a -f t* adV 

• •# 

♦ * .• 

oder wenn man für dt den oben gefundenen Werth setzt: 


I 
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•» * 

S 

1 ’,__C0S 2 ^ ' 

<i 8 + 1* “ a* 

i 

Ferner wird für i— oe, »r = Arctan c©= ^ und für t = 0, .r= 

2t 

Arctan 0=0. Durch Substitution aller dieser Werthe verschwindet 
die Constante a von selbst und man findet; 


A cos»-* J? . ) 

,/ O tan ix r(p)r(q) . 2 cos i JVC f (10) 

1>j>0 ( 

ein sehr hemerkenswerthes Resultat, dessen Allgemeinheit man- 
cherlei Folgerungen zulässt. 


§. 11 . 


Durch ein ganz gleiches Verfahren kann man aus der Glei-. 
chung (2) ein analoges Resultat ziehen. Setzt man auch hier t für 

6 , multiplicirt mit ~ und integrirt für das Intervall t = 0 bis 

t = oo, so wird: 

/.*./, P x pxdt *ä"Ö»A*dw4 • • • • 

j xT— 1 e~ ax sin txdx^=J'(p)J — • — — — — ....(11) 

♦ * 

Durch Umkehrung der lntegrationsordnung wird die linke Seite 

— xt- 1 e~ ax tlxf‘ g C j-P— 1 c—^dx.xi— i 

Jo J 0 « 2/ (j)sinijr J 0 

2>j>0, 

I * 

wobei die Formel (6) für k=x f ß = q in Anwendung gebracht 
worden ist. Die noch übrige Integration lässt sich wieder wie 
vorhin ausführen, und man erhält für die linke Seite der Gleichung 
(11) den Ausdruck 


71 




2j V{rj) si n * q^x «P+9— 1 

mithin nach beiderseitiger Division mit r(qt) die Gleichung 


J o » 


sin (y Arctan-) , 

1 \i> + q - 1) 


IX 


{a 1 -f t*)*P r (p) l X<[) 1 sin £*/* 

*2>f/>0. 

. . • > . ’ . • . 

Setzt man hier wieder ; 

13 * * 


i 
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Arctan -= x , 
a 


so erhält man durch ganz die nämlichen Reductionen wie in §. 1., 
das Resultat 

* 

Ate cos p-2 xdx = . ^L— , 2> y> 0. . ..(M) 

J 0 tan qx r (p)l\.q) 2 sin \qn 

welches dem in (10) gefundenen analog ist. Bemerkenswerthe spe- 
cielle Fälle der beiden Gleichungen (10) und 12) sind folgende. 

1) Für j)=z 2 steht rechts der Quotient 1 welcher 

r&)r(q)’ m 

durch die Bemerkung, dass r(q + \) — qlXq) und r(2)=:l ist, sich 
auf q reducirt. Man hat also; 

y % cot 9 x cos 2xdx — , 1 > q > 0 . . . . ( 13) 
o 2cos hqn 7 


f; 


cot ?x sin 2 xdx 


qn 


2 sin £ qn 


, 2>?>0....(14) 


2) Nimmt man in (10) und (12) p = 1, und bemerkt, dass 
^(1) = 1 ist, so reduciren sich beide Formeln auf ein gemeinschaft- 
liches Resultat, nämlich: 


f: 


n 


2 cot ^xdx—^r , 

0 2 cos £ qn 


, 1>?>0....(15) 


woraus man dadurch, dass man ‘ — x für x substituirt, auch noch 
das folgende ableitet; 


f. 


7t 


Itan vxdx=^ 
o zcosljyjr 


, l>#y>0 — (|16) 


3) Fürp=2-y erhält man rechts den Quotienten 


r(l) _ 


l 


’ n^-q) l\q) ” (l-qW-qMq)' 


bekanntlich ist aber r(q)r(l—q) 


71 


sin qn 


führen wir diese Werthe 


ein und bemerken , dass sin ^7r=^:2sin \qn cos \qn ist, so finden wir 
/V eo-s (2 - 9 ).v dxz= grnjgg 1>*> 0 ....(17) 

/ ymp-?)x d3 _ co&lq* -2 > « > 0. . . . (18) 

J o Sin 9x 1 — q 


Digitized by Google 


205 


( 


4) Setzt man in Formel (12) q=l, wa s in (10) nicht ge- 
schehen darf, so ergiebt sich für jedes von Null verschiedene p : 


f. 


'rsmpx 


co8P-*l xdx . (19) 
sin x 2 


wie auf anderem Wege auch Liouville in Crelle’s Journal, ßd. 13. 
S. 232. gefunden hat. 


t 



leb er eine für den Elementar-Unter« 
rieht in der Trigonometrie vorzüglich 
geeignete Methode zur Erläuterung 
der Berechnung der Tafeln der Sinus 

und Cosinus. 

» * - .i 

Nach einem Aufsatze des Herrn Lionnet, Professeur 
au College royal Louis -le- Grand, in den Nouvelles 
Annales de Math^matiques. Journal des candidata 
aux ecoles polytechnique, et normal, redige par Ter- 
quem et Gerono. T. n. Paris. 1843. p. 216. 

frei bearbeitet 
von 

dem H erausgeber., .. • . 


Wir nehmen im Folgenden den Bogen x als positiv* und nicht 

S rösser als die Einheit an , was bekanntlich für die Berechnung 
er Tafeln der Sinus und Cosinus völlig hinreichend ist, da man 
bei derselben bloss von 0 bis 45° oder vielmehr von ar==0 bis 
x = 0, 78539816 zu gehen braucht, und legen unsern Betrachtungen 
die beiden folgenden Sätze zum Grunde. 

Weil unter den gemachten Voraussetzungen 

sin.r<2;<tang4; 

ist, so ist 
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also 


sin x 
sin x 


> 


sin x 


sin x 
tangx ' 


j ^ sin x ^ 
x 


cos x. 


' Nähert nun x sich der Null , so nähert cos x sich der Einheit, 

und kann derselben beliebig nahe gebracht werden , wenn man nur 

x der Null nahe genug kommen lässt. Also nähert sich der zwi- 

• 

sehen 1 und cos x liegende Bruch um so mehr der Einheit, 

Oß 

wenn x sich der Null nähert , und kann der Einheit beliebig nahe 
gebracht werden, wenn man nur x nahe genug bei Null annimmt, 
oder die Einheit ist die Gränze, weicher der in Rede stehende 
Bruch sich bis zu jedem beliebigen Grade nähert, wenn man i 
sich der Null bis zu jedem beliebigen Grade nähern lässt 
Ferner ist bekanntlich allgemein 

sio x= 2 sin \x cos Jx 

und 

* • 

cos ,Jx = 1 — 2 sin jx 3 , 
also nach der vorhergehenden Gleichung: 

, 1 ) sin x = 2 sin Ix — 4 sin \x sin 4 af 5 *. 

Weil nun 

sin x < } 2 x , sin sin j x 1 < x* 

ist, so ist 

4 sin £ x sin \ x* < | x 3 . 


und folglich nach 1) 

sin x > 2 sin £x — Jx 8 . 
Setzt man hierin für x nach und nach 



x x 


so erhält man : 


* 



> 


sin»^>2si n 



I ’X* 

8 * > 


u. s. w. 

/ 
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. X w a . X i X* 

8,n 2^ >2s,n ->“ i ‘2H^T)- 

/ - 

Muitiplicirt man nun auf beiden Seiten der Zeichen nach der 
Reihe mit 

1,2, 2\ 2», 

addirt und hebt auf, was sich aufheben lässt; so erhält man 
sin*>2»8io|i— £ jl+i + t+J+.... + p^i)|*», 
also nach der Lehre von den geometrischen Progressionen : 


sm x 


sm 


x 

; >n 


1 


1 


X 

2« 


_ i 
B * 


92n 


X *. 


1- 




Lässt man jetzt n ins Unendliche wachsen und geht zu den Grän- 

zen über , so erhält man , w eil s- sich der Null nähert: 

’ 9» 


sin x 
x 


> 1 ~ x ~n 


d. i. 


2) sin r JC> x — £rc 3 . 

Hieraus ergiebt sich 

sin£*>f — — 

- * % 

also 


3*0 7 y 


und folglich um so mehr 

. 1 „ ^ x 2 , x A 
*' ü l x >24 "i-JT*. 


x* 


'71 


Also ist ferner nach dem Obigen , wie man durch Multiplicatiori 
leicht findet : ' 

sin |orsin £* 2 - |r + Kfrv 

' ♦ 

und folglich um so mehr 


I 


I 
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x‘ X * 


«1b 4 Mb **»>£_£. 


uUo 


4 sin Jl^sini * >% f - | r , 

« 

und daher uach 1) 

* i . • 

. . , X 3 X 3 

sin .*,< 2 sin 

Setzt man nun hierin für x nach und nach 


x 

x . - 


X 


X 


X 


’ 2* 2*’ 2* ,, * , ’2 n — 1 * 

so erhält man 

i 

/M /y* 3 /j* 3 o* , /*• /> 3 

• ^ C\ • %** J U/ • •€/ >• rk • kt/ tt . i€/ - 

sin ^2 sin ^ "f * sin 2 ^ ^ 8,n 2® 2® ^ 2®* f 

. x ^ -s . x x 3 x 5 
fi |n 2T<' 2s,n 2r~ 2»+2 Tt> u> s * w * 


ar» 


/>• /»* /y» 

• »t/ • w m/ «X/ 

sin- — r <2 sin- t- 1--- — — - : 

2»»— i 2 n 2 3n 1 2 6n +‘ 2 9 

* • 

und folglich, wenn man auf beiden Seiten der Zeichen nach der 
Reihe mit 

1, 2, 2*, 2\.,..2»-l . ' 

* 

multiplicirt, dann addirt und aufhebt, was sich auf heben lässt: 
sin * < 2» sin ~ — — j l+^i+ ^4 + ^ + +2 2 («-i)| X * ' 

+ F 1 1 + ^ + F + W‘ + ~ * ' • • ~ + P c » - ij | **’• 

% 

also nach der Lehre von den geometrischen Progressionen: 


1 


sin x < 2 n sin £L 

->n 


03 


1 


2* 2 » . 1 
I X ^ l} 7 


02 


1 2® 


24 « 
"X 


oder 


sin 


sin »r 
x 


x 

•)n 


X 

2 n 


1_ 

0* 


1 


1 2 a 


a r* i +J-- 
1 2 r 


1- 


24« 


'-k 
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Lässt man nun n in’s Unendliche wachsen und geht zu den Grän- 
zeo über, so erhält man 


sin x 
x 


< 1 — ^ a* 2 -f x 4 


oder 


* . * 


3) sin.r<.x— >ac s + T ^ jr». 

Hieraus ergiebt sich 

sinAjc>?-4.£!+Jt.~- sinJjr<^L-.4. — + A.— • 

2 2 j 2 4 14 2® ’ 4 ^ 2 2 3 2^ 1 1 5 %>i s > 

und folglich 

+*V-fn -^Jnr+*h-fl’, 

also, weil unter den gemachten Voraussetzungen 

7* 8 7*1 0 * * • ' * 

\ X l \ & 

‘2 1 ® • “2*0 

offenbar eine negative Grösse ist, um so, mehr t< ’ 

woraus man ferner mittelst des Vorhergehenden durch gewöhnliche 
Multiplication leicht erhält: 


ry * 8 /)*5 ai 9 /m 1 1 


x' 


X 


1 1 


also, weil 

4 

IzV • + fff ff • <jT» 

* 

, * 

offenbar eine negative Grösse ist, um so mehr 


und folglich 


sin i arsin 4 x 2 < — _ — 4- i — 

*■ 4 .)S £9 ' ö * 212» 




Daher ist nach der Gleichung 1) 

8ü.*> ty-**#. 


.r 3 4:® , ar T 


Tlieii VI. 


14 
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Setfct man nun hierin für & nach und nach ' 

x 


co erhält man 


x, 

2 


X 

X 


A 


2*^ 

2»’ 



r 


f 

x 3 

X 9 

1 

ar T 

*2“ 

*f.+ 

2^ 

“5* , 

2"» 

X 

. 

a; 5 


X 7 

2* 

2* + 

2 1 * 

5 * 

' 2 * * * 

a; 

.r 3 



X 1 

V ~ 

2* ' 

2 ,f 

~ i 

’2* 4 * 

u. 

s. w. 





x 


X 


81 n 2»i—i ~~2 3n ^ 2 5n +* * 2 7w +^’ 

folglich, wenn man auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen rtftch 
der Reihe mit 

1, 2, 2% 2*.....2»-l 

multiplicirt , dann addirt und anfhebt, was sich aulfrebeni lässt: 

i 

sin 2* sin ^ — A | i 

+ 2^ j^£ S + <]p + g»* +••••;+ 24(n-l) j 

“ i*2»ö j *"^2* + 2»» 2e( n — l ) j * 7 ' • 

Also ist nach der Lehre von den geometrischen Progressionen: 


sin x *> 2* sin ~ — i- 
2 * 2 » 


1 


2*2n 


^ 8 +ör 


1 1 2* n 


1- 


x!> ~b^TZ 




2 '°*| 1 


26« 

r< 


oder 




sinar. S ‘ n 2» 1 1 24» 

x > x V 


*)n 


1 2 * 


i — L 

1 2 4B I 

r ** +27 


1 


2* 

1 


2 tt » 


■4 


-o. 


1- 


2* 


und folglich, wenn man n in’s Unendliche wachsen lässt uml zu 
den Gränzen übergeht: 


sin x 
x 
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.oder 

4) sio *> Jt x 3 + ^0 jf ä - X r . 

/ , 

Ueberhaupt haben wir also jetzt diex folgenden Grairzwerthe 
Won .«sin x getänden : 

sin x < x , , . 

sinjc<j:-^4c !, -|- T J n jr 5 , 

♦ 

sin x > x- £ x* + T x* - x T ; 

* . 

und es unterliegt keinem Zweifel , wie man auf dem obigen Wege 
noch weiter fortschreiten konnte, was sich, wie es uns scheint, 
.zu zweckmässigen Uebungen für die Schüler bei’m Unterrichte be- 
nutzen lässt jedenfalls ist aber schon das Obige mehr als hin- 
reichend, um die Berechnung der Tafel der Sinus zu zeigen. Auch 
würden sich die obigen Betrachtungen allerdings verallgemeinern 
lassen, was aber bei’m Elementar - Unterrichte in der Trigonometrie, 
in dessen Interesse der vorliegende Aufsatz vorzugsweise geschrie- 
ben ist, nicht zweckmässig sein würde, und deshalb hier zu zeigen 
unterlassen wird. Dessungeachtet aber würde ich einem die Ver- 
allgemeinerung der obigen Betrachtungen sich zur Aufgabe machen- 
den Aufsatze von einem andern Verfasser gern einen Platz in dem 
Archive einräumen, und erlaube mir daher, die Leser desselben 
aufzufordern, diese Verallgemeinerung in möglichst eleganter Form 
zu geben zu versuchen. 

Weil bekanntlich 

. cos jc = 1 — 2 sin J jr 2 

\ 

1 r 

und 

• 4 

sin $ x < .J x , sin \ x* < £ x* 


.ist, so ist offenbar 

5) cos jc> 1 — J.v 2 

Weit ferner nach dem Obigen 

. , w X ! x 3 

sm *#>ö “tr-Qi 

, “ Jm Si 

0 

$ 

ist, so ist ' 

'*»4 y* r 

* to i**> *-*•*+•*•> 

und folglich um so mehr 


x* i x* 


""ä* > & -i-24. 


14* 


i 



I 
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also 

2 sin i x 2 > j x i _ ^ x * . 
daher nach dem Obigen 

6) cosjc< 1 — £jr 2 + Jjje 4 . 

* i 

Auf ähnliche Art ist nach dem Obigen 

> sin \x < — — 4 . — 4- X . — 

2 2 J v 2 8 ’ 

also . * 

und folglich, weil unter den gemachten Voraussetzungen 

/y*l O 

offenbar eine negative Grösse ist, um so mehr 


sin 1 x 2 < x% \ x * m 1 


also 


2 sin J o*<; 

Daher ist nach dem Obigen 

/ \ 

7) cos*>]— 

Auf ganz ähnliche Weise findet man, weil nach dein Obigen 


sin 1 vS. X i # 3 . i X" . , # T 

sin 2 o. > -- -i.-gjH- A-nj — rfr-sTT 


X ü . 


ist : 


8) cos x < 1 - .£ + ^ x * -rfox* + , 

und hat also für cos# jetzt überhaupt die folgenden Gränzwerthe: 

cos X < 1 , 

cos x > 1 — £ x 2 , 

cos # < 1 — * # a -f- , 

cos o: > 1 - 1 X* + jij a: 4 - T J„ ; 

cos * < 1 - J + * x' -,,J 0 *« + x >. 
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• / 

/ ✓ * 

Auch diese Rechnungen sind einer Verallgemeinerung fähig, wel- 
che zu geben verdienstlich sein würde, wenn dieselbe auch für 
den Elementar- Unterricht, den wir, wie schon mehrmals erinnert, 
bei den obigen Entwickelungen vorzüglich im Auge gehabt haben, 
von geringerer Bedeutung sein dürfte. 





♦ < 


I 



Ein Paar allgemeine Eigenschaften 
der Eulerschen Integrale zweiter Art. 

‘ • , \ * » » *' f 

Von dem 

Herrn Doctor O. Sch lo milch, 

r 

Privatdocenten an der Universität zu Jena. 


ln meinen „Beiträgen zur Theorie bestimmter Integrale“ habe 
ich einige neue allgemeine Eigenschaften der sogenannten Gamma- 
funktionen mitgetheilt, welche für die Theorie dieser Transcen- 
deoten ungefähr das sind, was das Binomialtheorem für die Theorie 
der Potenz ist. Die fraglichen Sätze erscheinen dort als specielle 
Falle weit umfassenderer Theoreme, die durch mehrfache Integra- 
tionen gewonnen werden; will man aber die letzteren umgehen, so 
kann man jene auch aus den ersten Eigenschaften der Eulerschen 
Integrale, welche in den Gleichungen 

> v 

-r. xP~ 1 e~ * dx . . . ( 1 ) 

r(l)=l, Jtn)=1.2.3....(n — 1)....(2) 

r(i)=YH, r<m-|)= 1 - 3 - 8 -^ - ~ !) VS»»( 3) 

/ •»oo j.a i fix r{a) r(ß) ... 

0 a+*r+i' =iü+pr-- (4) 

ausgesprochen sind, auf folgende sehr einfache Weise ableiten. 
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✓ 

I. 

» * ' » * * 

Wir nehmen unseren Auslauf von dem bekannten, für jede* 
ungerade (li und beliebige u geltenden Theoreme : 

siD f ‘“ = 1 sin “ - 'rSf ‘ )siu + ^ r.a.Ä.5~ sin *“ 

Durch Differenziation desselben nach u ergiebt sich 
co S ,att=cosu[ 1 sin t u + 

oder, was das Nämliche ist, 

cos^uu— cosw[l j— 2 — sin u ■ 2234 sm~v — J 

V , 

Setzen wir /u=2 m+1, wo nun m jede ganze positive Zahl be- 
deuten darf, so wird 

cos ( 2m -f 1) u 

=C08 „ [ 1 _ ^+^(2sin«)« | ( "‘ + 2) ( ” + 1\ j (m .] 

oder wenn der Kürze wegen 

(m + l)m „ _(m+ 2 )(m + l)m(m-l)\ 

1U 0 = 1, M, OT3T4 >J 

„ (m+3)(m+2)(7n + l)iB(m— I)(m — 2) „ . r 

m * ' 1.2. 3. 4.5. 6 , j 

\ , 

genommen wird, 

cos ( 2m + 1 ) « = cos u(M — M 2 (^s\nu) % -{■ ...J.. (6) 

* 

wobei man auch 


cos (2m -f- 1) m= 


e (2m+l)u^ — i _|_ e ~ («m-»-l)w^zq* 


e u v —14- e~~ u v^l 

COSM= ~ 

• 2 


2 sin u = 


e u V^T_ 


setzen könnte. Für erhält man hieraus 

cos(2m+l)tt=i (x*n+l + 
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/ 

1 f 11 

coswr=$(A*-| — ), 2sin u — — (x— — 

x ' 7 \ _ | > x' 

Führen wir diese Werthe in die Gleichung (6) unter der ßemer. 
kung ein, dass (y‘ITf) s = — 1 , (^T) 4 = + l, (V^T) Ä =— 1, u. s. f. 
ist, so ergiebt sich folgendes rein algebraische Theorem : 

+ - il+i = (x + b Ä+*<* - r )a + M * (x ~ l ) ‘+-i 

oder nach beiderseitiger Division mit x: 

/ 

+^»= (1+ (*--)’ + M t (x -1)« + . . . . ]. 

a ,2m + 2 * x x x 

Diese Gleichung wollen wir beiderseits mit dem Ausdrucke 

I 

dx 


in welchem ju eine ganz beliebige Grosse bezeichnet, multipliciren 
und zwischen deu Gränzen #=1 und x~<x> integriren. Es wird so 


j; 


® 1 


dx 


x 


2m+2 






+ 


/>® x 2m dx 

J 1 (,r’+-* 




/>» j ,/ x />x I — ) 4 rf.r 

f a+i) — , +*/, f (i+i) — ^ — -i 

, x %/ 


1 (* ) 4 ^ />* ! ( x — ~) 6 dx • 


Ui s. fi .... (7) 

Abgesehen von den Coeffizienten sind alle Integrale rechts von 
einer allgemeinen Form , nämlich 

1 * 

j (x—Z)* n dx 

und gehen aus derselben hervor, wenn man darin w=0, 1, 2, 3, etc. 
setzt. Das vorliegende Integral lässt sich auch in folgender Ge- 
stalt darstellen: 



/ 
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1 : 


/>» , i ( x -*) Wtlx 

f (1+ ^' 


' *"[2+(.z-Iy‘y‘+i 

X 


welche zu einer eleganten Transformation Veranlassung giebt. Sei 
nämlich x — i = z , so wird (1 4- -?-) dx—dz , und wenn x die Werthe 

X 2 


X 


ao und 1 angenommen hat, ist z = ao und z— 1 geworden. 

Diese Substitutionen verwandeln unser Integral in das folgende 
viel einfachere: 


/ *x 
0 ( 


z* n dz 


(2 + 2 2 )/ a “ l '2 

welches für z = ( 2.£)2 in das folgende übergeht: 

2« 


2 n Z 1 ® x n ~~\dx 


dessen Werth nach Formel (4) ermittelt werden kann, wenn man 
a — \-=n — \ und setzt, woraus a = w-H, ß — 

folgt. Hiernach ist nun 

2 W r(n + 1) r(p-n) 


2 n /*® x n -\dx 

Wo (i+^: 




Setzt man hierin w=0, 1, 2, 3,..., so erhält man der Reihe nach 
die Werthe aller der Integrale, welche auf der rechten Seite der 
Gleichung (7) stehen und es ist nun nach (7) 


/ »® 1 

1 ^ 


■2m+ ‘2 


dx /*® x^dx 

<*•+ ^ 1 


"" rti)rx>0+2 .rxsj.ro*— 1) +2* ^(4)^—2)+- . .] 

Hier bleibt noch der Werth der linken Seite zu bestimmen. Setzen 
wir im ersten Integrale — — z, im zweiten x = z, so ändert sich 

X 

» • 4 * ' t 

das letztere nicht wesentlich; dagegen wird im ersten 

* ’ 9 * •* 

/ t 

dx 1 dx 


dx 7 

= dz , 

x 2 a .‘2m #2 


— z 2m dz } * 


und wenn x=sc, x — l geworden ist, hat z die Werthe ö und 1 
angenommen. Das erste integral in (8) wird demnach 


/ *0 z‘ Zm dz 

1 


+ / o\t 


z* m dz 
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Die linke Seite der Gleichung (8) wird demnach 

/ 

_ P l z* m dz P x z‘ tm (h 


- 4 ’ 


und da hier unter beiden Integralzeichen die nämliche Differen- 
zialformel steht , so ziehen sich beide Integrale nach dem Satze 

f h f(z)dz+ f C f(z)dz + f C f(z)dz 
fj a *_/ b «/ o ( 

in das eine zusammen : 


y >X — C 

o J 0 


» 2 2m-*-2/*-»-l dz 

(i+**r+i 


dessen zweite Form aus der ersten entsteht , wenn man Zähler 
und Nenner desselben mit ( z multiplizirt. Setzt man endlich 
noch z 4 = x also z—x * , so erhält man leicht 


/^ac 2 ‘2m lrf z j />< 

J 0 (i+*r + i Vo 




(i+^r+i’ 


wobei man rechts die Formel (4) für oc — 1 = m ^ a-f-ß=/u-|-£ 

anwenden kann. Man erhält a=dii^Ltl, ß — m f mithin 

z z 




/*«# — 5 </# _ j 

Vo (i+^y^+i 




und dies ist der Werth der linken Seite ii) der Gleichung (8). 
Substituirt man denselben, so hebt sich beiderseits £) und 

es bleibt 

, » 

(9).... j r('2±|i±t)r( A *-=^) 

=$ki [ ^oAiMiO + m^nDriju- 1) + VMii'(i)r(n - ‘2 )+.... ] 

Dabei ist nun = die Übrigen Glieder rechts sind von 
der Form 

2 + •• 

aus welcher sie für n= I, 2, 3,.... hervorgehen. Setzt man für 
Af 2 „ und r(n-\-\) ihre Werthe, so ist dieser Ausdruck 

Theii VI. 14* 


t 


t 


\ 
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2» . fr-MHf»*»-; »)...( » 7 T) 1 .3. 5.'..(2w— 1) ^2 ^ ^ 


1.2. 3. 4. 5. ...(2h) 


2 » 


2.4.6....(S) V 71 ^ 

« * * » • » t 

so dass also yir als gemeinschaftlicher Faktor aller Glieder auf 
der rechten Seite in (9) erscheint. Multiplizirt man noch beider- 

Seit» mit —r=., so wird jetzt « \ 




\ 

» \ 


' r ^ +» 1 + 1 ^^ 1 - 111 , 

Yn K 2 ’ K 2 ' 


- r <w + + («?4-2)(,H4-l),H(m-l) rC[t _ 2) + J 


..( 10 ) 


worin sich eine merkwürdige Relation ausspricht. Es ist die» 
das erste der von mir gefundenen Theoreme. 


(I. 


Setzt man in dem Anfangs citirten Theoreme ~ — u für «, so 


erhält man 


(—1) *2 COS /HU ' ' 

(tt+l )n(fi— l) eo8 3 M | (,4i f 3)(«-H)^(u— l)Cu— 3) _ 6> 


f cos “ T773 


1.2. 3. 4. 5 

oder für ^»=2m+l nach beiderseitiger Division mit ;t: 


COS u 


(- 1 ) 
2m + 1 


m . > 

-=- cos (2m -f 1 )ti 


««es« (>»+l)n*oi ' 3 , (m-f2) (m-fl)m(m— 1) . 
cosii " ey ^ 2 cos 3 «4-i — -- ^ -2 4 cos 5 ii — .... 


2.3 

» 

und wenn man nimmt: 

(- 1 ) 


V« 


2m -fl 


(^2m+l _|. 


a?2»i+ 




wobei wir zur Abkürzung 

*, -i, et0 . 

-•o 2.o. 4.5 
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setzen wollen, - so dass die obige Gleichung die elegantere Form 

* -« 

• i * . t \ 

annimmt. * : • x 

Multipliziren wir jetzt beiderseits mit 

1 dx ' 


(^+4) 2 '’ +l ■ - ' \ 

l ' * >• . » v 1 

* • \ , 

! 1 *. . 

worin ju eine beliebige Grösse bezeichnet, und integriren innerhalb 
der Granzen # = 0 und x = l t so wird 


(- 1) 1 


r fl _ x^ m d x fl 

2m + l L J o (a . + j_)^+' V 0 


zM 'f l — L i 
/ 0 /* . ■* 


{ *+*> 


dx 

■ • ■ mm ■■ 

2f* X 


+ ± 

Jo (i + 4r) 


dx 


2/*— 4 X 


M 


1 1 

dx 

' (-+*r +1 

X 

^ 2 m +2 

Pl ; 1 

dx 

0 (a ,. + I ) *^-2 

x • 

• > 






x 

. > 


<. x +-^y 

x 


U» S. fa . « . » ( H ) < t , 

* i v 

Die Integrale rechts stehen unter der gemeinschaftlichen Form 

i dx : 


/: 


. » 


(x+i) 2 ^ 2 " * ’ 


— . * 

aus der sie hervorgehen, wenn man für n der Reihe nach 0,1, 
'2,3, etc. setzt. Nehmen wir nun erstlich x=z, so ist 


fl / **_fl 1 

Jo (x + lf^ -* Jo (l + i) 

X Z 


> * — .,..( 12 ) 

2/a — 2 n Z 


• * - * t 


nehmen wir aber x~—, so wird — = — — und z=— ; hat nun x 

Z X Z X 

die Werthe 1 und 0 angenommen, so ist ar=l und x—<x> ge- 
worden, folglich hat man 


S ' 


dz 

Z 


f 1 4^1 f l 1 dz_^f*> 1 

v 0 | ^ ^2fx—2n X t/ OB 2 1 

x 7 z z 

f , 

Addirt man hierzu die Gleichung (12) und bemerkt, dass rechts 
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» r 

das nämliche Integral 4rst von 2 = 0 bis t = l, dann von 2 = 1 bis 
*— Q° genommen wird, so ergiebt sich 


2 Z* 1 1 dx (*> 1 dz 

J o ( ar+ JL ) 2 / < - 2 ’* ~J o 

tJu % i 


folglich 


P*. 1 * dz__ * /*® z*f*~ 2 *~idz 

0 (x+ l)^- 2n ’ *~V 0 Z ~V 0 (1 +z 2 )*m- 2 »‘ 

• * 1 # 1 . . 

Setzt man in dem Integrale rechts z*=x f also z=a:^, so geht 
dasselbe in das folgende über : 


*yr. 


Xp—n—l dx 


# 

dessen Werth nach Formel (4) gefunden werden kann, .wenn man 
dort a=fx — 7i, cc-f ß = 2u — 2k, also {3=/li — u nimmt. Man er- 
hält dann • \ 

i 

J o (1+*)**“-*» V .r(2/»— 2n) * ' r(2/.-2? t ) ‘ 

ührt man die hieraus für 7i=0, 1, 2, 3, . . . entspringenden Werthe 
in die Gleichung (11) ein, so ergiebt sich 


•aa)....£Jfcr f 1 . r\ 

2m+lL/o (a? + i ) 2 /*+l Vo 

a?' 


1 fix "I 

(ar-fI ) 2/4+1 J 


. =i jfc£ +Jr i 

1 IXW) >r(2f*-2y mi T(2fi=T) J- 

Es handelt sich nun noch um den Werth der Integrale links, 
ketzt man in dem ersten Integrale x—z, so ändert sich dasselbe 

nicht wesentlich, nimmt man dagegen im zweiten a:= — , so wird 

2 

dx 

^-~ — z‘ lm dz i und für x= 1 , a: = 0 


dx 


dx=~~ 

2 a 9 x 2m - #-*2 x 2m X 

wird 2 = 1 und 2 =oo, mithin jenes Integral 


»— C 1 z2mdz /*» 

J ® f j. ^_ 2 ) 2 ^ +i j i / 1 


z* m dz 


<f + *) 


2^-M 


Die in (13) zwischen den Parenthesen links stehende -Summe wird 
hiernach 
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y *l 2 Im rfl /** 

o (,+i)^- 1 V 1 (1 


z 2m dz 


l. -1 ■ I 

* • I « 


;+*) 2 '"- 1 


z 2m dz 

~J o o (l+;*")V +l 

\g ' 4 * • . . # « 

» « •» 

Für z* = .r, also z — x^) geht dieses Integral in das folgende über: 

. /*® xf i + m dx ' 1 * 

. V o 

i 

• i 

dessen Werth nach Formel (4) für <* — 1 — m, ot-f-ß — 2/t-f 1, 
also a=f.i-\-m- fl, ß — gefunden werden kann. Derselbe ist 


* W) 

* „ I . . . ' « • 

Setzt man dies statt der . eingeklammerten Summe - auf der linken 
Seite in (13), roultiplizirt darauf beiderseits mit 4 und setzt für 
M x , ü/ a , üf 6 , etc. ihre Werthe, so wird ; * 

4 nA\ 2 (— l) m 

U 2 m + l /’( 2 /i + l) 7 " 


( m -f- 1 )m /’( p — 1 ) * . (m-f 2) (m-f l)?n(wi— 1) I\fi— 2 ) * 

~T(&) 2.3 *r(2^-2)" i 2.3.0 *i’(2^-4) “ 

worin sich das zweite der von mir gefundenen Theoreme ausspricht. 
Am a. O. steht dasselbe unter einer- anderen Form, weiche aber 
aus dieser leicht abgeleitet werden kann. 

Legendre hat nämlich über die Gammafunktionen folgendes 
Theorem gefunden, welches nachher auf verschiedene Weise, am 
elegantesten von Lejeune Dirichlet bewiesen worden ist: , 


Ha)r(a + -)r(a + h....r(a +^-i) = r (na) (2^)V« i “ 

n \ n 7i 

Für Ti — 2 ergiebt sich daraus 

/ta)r( 0+ l)=r(2o)^?, 

oder J . 

♦ i 

‘ <r («) • "Vn' 1 * ‘ 

r(2«) ' 

und für a — Li~ n 

' . ' * . .r 

. rfji-n) _ 1 

i’(2/»-2n) — 2«*-i /'(/• — n + 5)' ’ 
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Multiplizirt man noch beiderseits mit r(p-~n), so wird 

' V . ( • » 

/■(/.-»)* L' ~ Yn 2*’* r fa'<~ n) 

I'(jlft—2n) “i 2 ?— 1 r(p-n + i) 

/ * , I * V 

Substituirt man die für n^=0 y 1.' 2, 3.... hieraus resultirenden 
Gleichungen in Nr. (14), so geht dieselbe über in 


• ♦ 

2(— 1)"* m)__ VH r iK/i) (m+llm&Ftu — l), i 

2m + l' r(2/»+]) ~2V-» l /VK) 2.3 >0*+*-!) 

* ' » ^ 

(15) — >+T * . r(2/. + l) , 

r(fi) (ra-f-l)m 2 a /%u — 1) (w-p2)(7«-|-l)m(m— 1) 2 4 7 "( / m— 2) 
“7wrr 2.3 • $.3.4.5 V(^+i-2) 


und in dieser Form wurde der genannte Satz zuerst mitgetheilt. 

Zu bemerken ist noch , dass in beiden Theoremen p > in sei» 
muss, wenn keine der Differenzen p — 1, /u — 2, etc. negativ, ab» 
ihre Gammafuuktion unendlich werden soll. 


MH 



• I # * z 

Mi sccllen. 




\ 


Lehrsatz. 

Von Herrn Professor Friedrich Pross zu Stuttgart 

i • \ 

Bewegen sich (Taf. 11. Fig. 5.) zwei unveränderlich 
Punkte 1) und E einer Geraden EC auf zwei sid 
schneidenden Geraden XX' und FF, so beschreib] 
jeder Punkt M der Geraden BC eine Ellipse. 

Beweis. 

/ • - 

Man ziehe MP und Mp parallel mit XX' und FF 1 , seto 
MD—a und ME = b, nehme XX' zur Abscissenaxe und Yf 
zur Ordinatenaxe und bezeiqhne den Axenwinke! FdÄmitcp, gofä 


Digitized by Google 


223 


Dp * ^f- Mp'^+'ZDp . Mp . cos DM* ; 

allein : Dp : DM— PM: EM, oder : Dp :a—y:b ; 


,i r 

-<*y 


, also: Dp — -f ~ • i , 

-* -ft ' * « 


i • 
» * 


Dieses in die obige Gleichung substituirt, giebt: 

l*y* 

b * 
oder 


tt - -f # a -f 2^X.COS<p = O a , 


N 

3:2 cos<p*=a a 6 a , « 

. 1 f • ' •; * 

welches die allgemeine Mittelpunktsgleichung der Ellipse ist. 

Zusatz. Für ein rechtwinkliges Coordienatensystem ist 
costp^O; also: , . 4 .. « :'•••.. i 

\ '* . \ a‘iy* + b*a:* = a*b*. ! , ’ . /t 

I r * 1 » 

Anmerkung. Auf diesen Satz gründet sich die bekannte \ erzeich- 
nungsart einer Ellipse mittelst des EHipsographen , oder 
auch vermittelst eines Papierstreifens. 


i 

Herr Catalan hat der societö philomatique de Paris die fol- 
genden Sätze von den periodischen Kettenbrüchen ohne Beweis 
mitgetheilt. . 

1) Si Fon represente par y n ta valeur que Fon obtient quand 
on limite la fraction continue x aux n premieres periodes, on a 
generalement : ’ ' ■ ' 


_ Pyn-i±N ■ * ■ 

• Fyn- 1+iV". ' , ' 

n 1 f TU" . . . - . 

petant la reduite equivalente h'y 1$ . et ^ I a reduite pr^dente. 

r . . ^ : ... R PR + NR' 

. 2) Si^n— 1 est und fraction irreductible, , y n ou piß + jyfjp 

sera aussi une fraction ilrreductible. < . *’ 

3) Comme on peut supposer y x reduit ä sa plus simple ex 

pression , y n est une reduite de la fraction continue. 

P t 47 

R S 

4) Soient y n -+ 1 — jp» V n "'s'’ 0,1 aura 
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' * 

* » ' ' 

RS'-RfS .. P . 
yn-t y«- R , s , 

<• ‘ .* *. , *\ • ■ ' • ‘ 

donc la diflfärence entre y n — i et y n diminue indefiniment lorsque 
n augmente. 

5) Les denominateurs R 1 , S 1 sont divisibles par j P'; donc 

* . 1 • 

y »- 1 —yn — ± • 

.1 S 


\ 

Arago theilte der Akademie der Wissenschaften zu Pari» 
aus einem Briefe von Requien in Avignon mit, dass in- einem 
ungedruckten Briefe von L i n n 6 , welchen d’Hombre-Firmas 
besitzt, folgende Stelle sich findet: Ego primus fui, qui pa- 
rare constitui thermometra nostra ubi punctum con- 
gelationis 0 et gradus coquentis aquae 100, et hoc pro 
nybernaculis horti; si hisadsuetusesses, certus suni 
ouod arrideret. Mithin würde die Feststellung der hundert- 
teiligen Scale von Celsius auf Lin nd überzutragen sein. 


Berichtigungen. 


Für den fünften Th eil. 


i 

S. 75. Z. 18. ist zwischen den Worten „deren Mittelpunkt“ 
und „in der Verticale“ die Parenthese einzu- 
schalten : (mit einer kleinen Vernachlässi- 

* , » ' . 

/ gung von höchs ten s ^qq)‘ • 

— 329. — ■ 5. 1. u statt n. 

— 381. — 28. 1. „Resultate convergenter“ statt „unrich- 

tigen Werthe der“ 

— 438. - 17, v.u. 1. (^+^ 2 +^ 3 + - in inf) V* ... 


I . . 


. statt 4s +~r> + 77? + ’«* in inf * 


... Vl V2 V3 

— 430. — 5. in der zweiten Gleichung streiche man das Minus* 
. i* .i seichen. 
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Geometrischer Beweis des Satzes, dass 
jeder algebraischen Gleichung mit 
Einer Unbekannten durch einen coni- 
plexen Werth dieser Unbekannten 
Genüge geleistet werden kann. 

Von 

Herrn Doctor T. Wittstein 

* 

zu Hannover. 



1 . 


Wie sorgfältig man auch darauf bedacht sein mag, alle Begriffe 
von Raum und Ausdehnung, als der Geometrie angehörig, aus der 
abstracten Arithmetik fern zu halten, so kann doch die eine That- 
sache nicht hinweg geläugnet werden, dass man den Inbegriff der 
reellen Zahlen sich stets unter dem Bilde einer geraden nach bei- 
den Seiten unbegrenzten Linie vorstellt. Dieses Bild ist das noth- 
wendige Ergebniss desjenigen psychologischen Vorganges, welcher 
die Zahlen entstehen lässt, und es bildet, wenn auch mehr oder 


weniger unbewusst, die Grundlage aller arithmetischen Betrachtun- 
gen. Zuerst stellen sich die ganzen Zahlen dar als eine Reihe 
äquidistanter Punkte; ein beliebiger dieser Punkte wird als Null- 

S nnkt angesehen, und von ihm ausgehend entwickeln sich nach 
er einen Seite die positiven, nach der anderen die negativen 
ganzen Zahlen, beide ins Unbegrenzte. Durch äquidistante Inter- 
poliningen zwischen je zw>ei benachbarten Punkten vermittelst neuer 
Funkte gelangt man zur Darstellung der Brüche, sowohl der 
positiven als der negativen; und der Begriff der irrationalen 
Zahlen fuhrt endlich dahin, die discontinuirliche Punktenreihe in 
eine continuirliche Linie *) übergehen zu machen. 


*) Die Arithmetik ist also nichts weniger als eine Wissenschaft, die 
sich ausschliesslich mit riiscretcn Grossen beschäftigt % welche 
sachwidrige Ansicht man noch immer von Lehrbuch zu Lehrbuch 
wandern sieht. 

t \ % 


TJml VI. 


IS 
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Bei dieser Ansicht der Sache würde man füglich von einer 
Arithmetik von Einer Dimension — analog der Geometrie von Ei- 
ner Dimension — reden und darunter die Arithmetik der reellen 
Zahlen verstehen dürfen*); es bliebe nur noch übrig zu zeigen, 
dass es auch eine Arithmetik von mehr als Einer Dimension gebe. 
Dass und wie dies aber geschehen könne, davon soll hier zunächst 
in der Kürze gehandelt werden**). 

% 

* „ i 

2 . 


* # 

Durch diejenige gerade Linie, welche als bildliche Darstellung 
der reellen Zanlen angesehen werden kann und desshalb die Achse 
der reellen Zahlen heissen mag, werde eine Ebene hindurch 
gelegt, und es werde die Aufgabe gestellt. Zahlenformen anzuge- 
ben, welche die Lage beliebiger Punkte dieser Ebene in einer 
solchen Weise ausdrücken, dass darunter die Festlegung von 
Punkten in der genannten Achse durch reelle Zahlen als ein be- 
sonderer Fall begriffen ist. 

Es sei A der Nullpunkt in der Achse der reellen Zahlen und 
B ein beliebiger anderer Punkt der Ebene. Die Lage des Punkts 
B gegen A allein wird bestimmt sein durch Angabe der geradli- 
nigen "Entfernung AB, und diese ist stets, unter Voraussetzung 
einer gegebenen Längeneinheit, einer positiven Zahl =q gleich, 
oder vielmehr einer Zahl, der kein Vorzeichen gegeben werden 
darf. Die Lage der geraden Linie AB aber wird in der Ebene 
bestimmt durch Angabe desjenigen positiven oder negativen Win- 
kels, welcher durch eine Drehung, die aus der positiven Richtung 
der Achse der reellen Zahlen in die Richtung AB überführt, be- 
schrieben wird; und dieser Winkel kann immer durch einen posi- 
tiven oder negativen Kreisbogen = 9 zur Darstellung gebracht 
werden, welcher aus dem Mittelpunkte A mit einem der Längen- 
einheit gleichen Halbmesser beschrieben und von dem Punkte + 1 
der Achse der reellen Zahlen bis dahin gerechnet wird, wo ihn 
die Linie AB schneidet. — Die beiden Elemente q uud cp zusam- 
mengenommen müssen mithin das Zahlzeichen, welches die Lage 
des Punktes B in der Ebene festlegt, bilden. Ausserdem ist be- 
kannt, dass für 9 = 0 sich dieses Zahlzeichen unter der Form 
-j-p = p. , und für cp=T unter der Form — 9 = e •• — I darstel- 
len muss. 

Man proiicire den Punkt B auf die Achse der reellen Zahlen 
durch ein Perpendikel BC , welches die letztere in C trifft, und 


*) Es verdient beachtet zu werden, dass die Arithmetik von Einer 
Dimension einen so ausserordentlichen Umfang besitzt, während 
die Geometrie von Einer Dimension sich mit sehr wenigen Worten 
erledigen lässt. 

**) Man vergleiche hiemit die schätzbare Behandlung desselben Ge- 

f enstandes von Herrn Ballauff, Bd. V. S. 280—286 des Archivs, 
ie dem Verf. erst zu Gesicht kam, als das Nachstehende bereits 
niedergeschrieben war. Es ist zu verwundern , dass nach der so 
vortrefflichen Darstellung von Gauss in den Göttinger gel. Anz. 
von 1831, 64 Stück, die billig von keinem Mathematiker ungelesen 
bleiben sollte , dieses nege Feld nicht schon weiter angebauet wor* 
. den ist. 
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betrachte die Linienverbindung ACB als Festlegung des Punktes 
B. Der Punkt C in der Achse der reellen Zahlen wird sodann 
festgelegt werden durch die Zahl pcosy, welche positiv oder ne- 
{gtiv ist, je nachdem cosy das Zeichen -|- oder — hat; der Punkt 
ß in Bezug auf C wird festgelegt werden durch die Zahl g sin 9 , 
positiv oder negativ, je nachdem sin<jp es ist. Bezeichnet man nun 
mit it diejenige Einheit, welche, an Grösse gleich der Einheit 
+ 1 in der Achse der reellen Zahlen, unter rechtem Winkel gegen 
diese Achse gerichtet ist; und nimmt man zugleich das Additions- 
zeichen in derjenigen erweiterten Bedeutung, dass es auch auf die 
rechtwinklige Zusammenfügung zweier geraden Linien ausgedehnt 
wird, so erhält man 

p(cos 9 >-f-zsin y) 

als allgemeines Zeichen derjenigen Zahlen, welche die Lage aller 
Punkte der gegebenen Ebene in Bezug auf die gegebene Achse 
und den gegebenen Anfangspunkt repräsentiren. 


3. 

0 

Wir nennen jede Zahl von der Form g (cos (p-\-i sin <p) nach 
Gauss eine complexe Zahl, ln denjenigen besondern Fällen, 
in welchen tp — 0 oder gleich einem Vielfachen von + 5 T ist, redu- 
cirt sich die complexe Zahl auf eine reell e Zahl; in allen übrigen 
Fällen dagegen, in denen y irgend einen andern Werth hat, heisst 
sie eine imaginäre Zahl. 

Jede reelle Zahl tritt demnach unter der Form p. + l auf, und 
da man hier gewohnt ist, den Factor g den absoluten Zahl- 
werth der Zahl zu nennen, so könnte man mach dieser Analogie 
völlig allgemein den Factor q der complexen Zahl g (cos<p -f zsin^) 
als Jen ans olut e n Z ahl wert h der complexen Zahl anse- 
ben; der andere Factor cos <p-fi sin y würde sodann, gleichfalls 
nach Analogie des Factors ;fcl bei den reellen Zahlen, die Rich- 
tung angeben, nach welcher hin der absolute Zahlwerth construirt 
werden soll. Gebräuchlicher ist es, den Factor g mit dem Namen 
des Modulus der complexen Zahl zu belegen; für reelle Zahlen 
fallt der Modulus mit dem absoluten Zahlwerthe zusammen. 

Es bedarf kaum der Bemerkung, dass jede complexe Zahl 
p(cos<p-f zsin«?) auch unter der Form a-{-ib dargestellt werden 
kann, indem man setzt 

(>cosy = <i, 1q sin 9 = 6 . 


Wir werden jedoch hier von dieser letztem Form keinen Gebrauch 
machen, weil sie uns weniger die Natur der complexen Zahlen 
auszusprechen scheint, indem sie Zahl werth und Richtung nicht 
getrennt hervortreten lässt. Es ist übrigens leicht, von der letztem 
Form zu der erstem zurückzukehren, indem man hat: 


g = Va 2 - 1 - 6 a , cos 


a 




smy 




wo die Wurzel V a 2 + b 2 nur positiv zu nehmen ist. 

lu* 
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(Jeher die Ausführung der arithmetischeil Operationen in der 
Ebene der complexen Zahlen muss hier Nachstehendes bemerkt 
werdeu. 

1 . Was man unter der Addition compiexer Zahlen zu ver- 
stehen habe, liegt schon theilweise in der oben entwickelten Defi 
nition dieser Zahlen ausgesprochen; man wird nämlich das Zeichen 
der Addition nicht nur für die Verbindung zweier Zahlen in der- 
selben oder in entgegengesetzter Richtung, sondern überhaupt für 
ihre Verbindung in jeder beliebigen Richtung in der Ebene der 
complexen Zahlen zu gebrauchen haben, so dass, von dem der 
einen Zahl entsprechenden Punkte der Ebene ausgehend, die zweite 
ebenso in Hinsicht auf Grösse und Richtung construirt wird, wie 
sie vom Anfangspunkte A aus construirt sein würde. Man kann 
demnach , wenn z. B. B und B ' zwei Punkte der Ebene bezeichnen, 
deren Lage resp. durch die complexen Zahlen 

p ( cos <p -f i sin 9 ) und (/(cos^'-f isinqp') 

repräsentirt wird , zur Auffindung desjenigen Punktes C der Ebene, 
dem die Summe 

P ( cos y+t sin 9 ) -f q ( cos 9' -f- i sin 9'). 

entspricht, dadurch gelangen, dass man durch B eine der AB' 
gleiche und mit ihr übereinstimmend parallele Linie BC zieht 
Wie hieraus der Satz folgt, dass die Ordnung der zu addirendeo 
Zahlen in Hinsicht auf ihre Summe gleichgültig ist, und w ie hieran 
die Addition von mehr als zwei Zahlen sich knüpft, leuchtet von 
selbst ein. 

U111 den analytischen Ausdruck der Summe zweier complei« 
Zahlen zu erhalten, bezeichne man mit 

P ( cos -f i sin <P ) 
die gesuchte Summe; alsdann ist 

P V q 2 + cos (9 — 9') , 

Q COS 9 Q* COS (p 1 

y Q* + “f cos (9 — 9* ) 

psin 9d-p ; sin 9' 

-f e /a + 2 qq' cos ( 9 — <p ' ) 


Für tp‘ — 9 verwandelt sich die Summe in 


(p-fV XCOS9-F 18109»), 

für 9 1 =s 9 -f- fr in 

' ((» — {*') (cos 9 + isin 9). 
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2. Von der Subtraction zu reden ist überflüssig, weil die- 
selbe durch Umkehrung des Vorzeichens vom Subtrahend, d. h. 
durch Vergrösserung seiner Winkelzahl um oder ein ungerades 
Vielfaches von + 7 T, sich immer in eine Addition verwandeln lässt. 

3. Die Multipiicati o n complexer Zahlen erledigt sich 
gleichfalls einfach, indem man ihren Begriff dahin bestimmt, dass 
mit dem einen Factor in der Ebene der complexen Zahlen eben so 
operirt werden solle, wie der andere Factor aus der positiven reel- 
len Einheit 4-1 hervorging. Sind also 

p(cos<p-f rsinqtv) und p' (cos 9 ' -ftsiny') 

die gegebenen Factoren, so kann man sich den letztem nach 2. 
dadurch aus der Einheit 4*1 entstanden denken, dass man diese 
Einheit, welche von dem Anfangspunkte A aus durch einen ent- 
sprechenden Abschnitt auf der positiven Seite der Achse der reel- 
len Zahlen dargestellt wird, um den Winkel 9 ' drehete und zu- 
gleich in dem Verhältnisse l:p' grösser werden liess; verfährt 
man eben so mit dem ersten Factor, so geht der Winkel 9 über 
in <? -f- 9 , > der Modulus p aber in qq'. Man erhält mithin als ana- 
lytischen Ausdruck des Products 


P (cos 9 4 - * sin 9 ) . q 1 ( cos tp 4- i sin 9 ') = pp # ( cos 9 4- <p' 4" * sin 9 + 9 9 )• 


Dasselbe Resultat würde auch bei Vertauschung der Factoren er- 
schienen sein. 

4. Sollte das Product =1 werden, so würde man nur nöthig 

gehabt haben, p' = i und 9 * = — 9 zu setzen; daraus folgt aber, 
, . 9 

dass man jederzeit habe 

-7 v = — (cos — 9 4 -*‘sin— 9 ). 

P (cos 9 -fl sin 9 ) Q , 


Mit Hülfe dieser Gleichung; die den reciproken Werth von einer 
gegebenen complexen Zahl finden lehrt, lässt sich stets die Divi- 
sion erledigen, indem durch Multiplication des Dividenden mit 
dem reciproken Werthe des Divisors der Quotient erhalten wird. 

5. Das Potenziren, unter der Voraussetzung, dass der Ex- 
ponent eine positive oder negative ganze Zahl ist, lässt sich leicht 
an das Multipiiciren knüpfen; denu durch die Annahme mehrerer 
gleichen Factoren, deren Anzahl =n sei, erhält man 


^ P ( cos 9 -f 2 sin 9 ) ^ n — p n (cos nxp -f i sin n<p ) , 


woraus sogleich vermittelst der bekannten Bedeutung eines nega- 
tiven Exponenten folgt: 


^ P ( cos 9 4 - i sin 9) j! ~ n — p~ n (cos — 719 4 - i sin — nq>). 

f \ 

Verfolgt man die successiven Potenzen, indem man n — 1,2,3... setzt, 
in der Ebene der complexen Zahlen, so ist nicht schwer zu erkennen, 
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dass die ihnen correspondirenden Punkte einer logari thmischen 
Spirale angeboren , deren Gleichung ist 

r = k u . 


wenn r den Radius vector, u dessen Elongation von der Achse, 
und k eine Constaute bezeichnet. Aber diese Constante, und mit 
ihr die Cufve, ist durch jene Punkte allein noch nicht bestimmt; 
denn so wie die gegebene complexe Zahl sich nicht ändert, wenn 
man in ihr den Winkel <jp um ztt oder ein Vielfaches von 2?r sich 
ändern lässt, so kann auch die Curve, um von jedem der einzel- 
nen Punkte zu dem nächstfolgenden zu gelangen, zuvor eine oder 
mehrere volle Umwindungen machen, während noch immer alle 
die gegebenen Punkte in ihr enthalten sind. Diese Bemerkung ist 
desshalb von Wichtigkeit, weil daraus die Vielförmigkeit derjeni- 
gen Potenzen einer complexen Zahl, deren Exponenten nicht ganze 
Zahlen sind, hervorgeht; nur für ? = 1 fallt dieses Bild weg, weil 
alsdann die logarithmische Spirale zu einem Kreise degenerirt. 

Setzt man <p = 0 oder ='2n f so verwandelt sich die Spirale 
in die positive Hälfte der Achse der reellen Zahlen; oder man 
kann auch die Sache so ansehen, als ob die Punkte der Spirale, 
die als Spirale bestehen bleibt, um je 2 nt aus einander hegen. 
Setzt man aber tp= 7 t, so haben die Punkte der Spirale einen Ab- 
stand von je Tr, und liegen abwechselnd in der positiven und ne- 

S ativen Hälfte der Achse der reellen Zahlen, womit eine Deutung 
erjenigen Erscheinung gegeben ist, dass die successiven Poten- 
zen einer negativen Zahl abwechselnd positiv und negativ werden. 

6. In Bezug auf das Wurzelausziehen ergibt sich durch 
Umkehrung sogleich 


l ^(cos 9 + (si;i 9 ) ] \nz=z Q n(cos ^+tsin-^). 


wo (nach Cauchy) durch die doppelten Klammern die Mehrfurmig- 
keit des Ausdrucks angezeigt weruen soll. Die gegebene complexe 
Zahl ändert sich nämlich nicht, wenn man den \Vinkel q> um 2? 
oder ein Vielfaches von 27r ändert, während diese Aenderung nicht 

nur auf — , sondern im Allgemeinen auch auf cos— und sin — von 
n . ° n n 

Einfluss ist Die Anzahl der Werthe, deren demnach dieser Aus- 
druck fähig ist, beträgt n, und bezeichnet man mit 9 > 0 irgendeinen 
derjenigen Werthe, die der Winkel <p annehmen kann (z. B. den 
kleinsten positiven), so entsprechen den n Wurzeln der Zahl 
q (cosqp-f-isin y) die Winkel 

/ 

<Po Vo-f2vr -f 4 tt 9>o+2(w— \) n 

n n n n 


Die n Wurzeln liegen mithin gleichförmig vertheilt auf der Periphe- 
rie eines Kreises vom Halbmesser p n , in Abständen von je — 

n 

von einander. Jede dieser Wurzeln liefert, zur Potenz n erhoben, 
die gegebene complexe Zahl wieder ; aber die logarithmischen Spi- 
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ralen , welche diesen einzelnen Potenzirungen entspreche!) , sind 
sämmtlich von einander verschieden (ausgenommen wenn q — t ist), 

• obwohl sie einzelne Punkte mit einander gemein haben können. 

Wie man hieraus auf beliebige Bruch - Exponenten , deren Zäh- 
ler nicht Eins ist, weiter schliessen, und wie ferner hierunter die 
Wurzeln aus reellen Zahlen, und insbesondre die Wurzeln aus' 
der positiven und negativen reellen Einheit mitbegriffen sind, leuch- 
tet von selbst ein. Als ein Fall , der für sich Aufmerksamkeit ver- 
dient, möge nur noch erwähnt werden • 

((-!))*=**. 

indem hieraus die Identität des Zeichens i mit Y--I hervorgeht, 
insofern man, wie gewöhnlich, V— F als den positiven Werth von 

((—!)) 4 definirt 


5. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zur Sache selbst, 
nämlich zu dem Beweise des Satzes: 

D ass jeder algebraischen Gleichung mit Einer 
Unbekannten clurch, einen complexen Werth die-, 
ser Unbekannten Genüge geleistet werden kann. 
Wir werden dabei einen Weg einschlagen, der im Wesentli- 
chen zuerst von Cauchy befolgt worden ist, werden aber, was 
Cauchy nicht gethan hat, den Beweis sogleich auf die oben con- 
struirte Ebene der complexen Zahlen übertragen und daselbst zu 
Ende bringen. ' 

Es sei 

a^-{-a x x n ~ x -f-a 9 x n — 2 + ....-f- an— ix-f-an =0 

die gegebene Gleichung , wofür wir zur Abkürzung schreiben wollen 

f(x)=0, 

so soll nachgewiesen werden, dass sich ein complexer Werth für . 
x muss angeben lassen, welcher der Bedingung f(x) — 0 Genüge 
leistet Die Coefficienten , a 29 . . . a n dürfen dabei reelle oder auch 
selbst complexe Zahlen sein. Man setze 

x= r ( cos t-\-i sin t ) , 

i 

so wird nach § 4. f\x) unter der Form 

f(x) = R( cos T -f- i sin T ) 

dargestellt werden können, wo R und T Functionen von r und t 
siocl; und wenn sich nachweiseti lässt , dass r und t immer so ge- 
wählt werden köunen, dass man hat 

R = 0 
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(wobei der Werth von T gleichgültig ist), so ist das Verlangte 
bewiesen, denn diese Gleichung hat unmittelbar die Gleichung 
f (x) =0 zur Folge. 

Aber aus der Beschaffenheit der Function f(x) geht hervor, 
dass man für r=o o auch habe R= oo, und dass für endliche Wer- 
the vonf r auch R endlich bleibe, und da ausserdem der Modulus 
R seiner Natur nach nur positiv sein kann , so folgt, dass derselbe 
mindestens einen kleinsten Werth besitzen müsse, der zu bestimm- 
ten Werthen von r und t gehört. Wenn sich nun beweisen lässt: 
Dass, welchen von Null verschiedenen Werth 
des Modulus von f(x) man auch für willkührliche 
Annahmen von rund / erhalten habe, dennoch im- 
mer durch entsprechen de-Aend erun gen von r und 
t ein neuer Modulus von f(x), der kleiner ist als 
der vorige, erhalten werden kann: 
so folgt daraus unmittelbar, dass jener nothwendig vorhandene 
kleinste Werth des Modulus von f(x) nur =0 sein kann^ dass 
mithin die ihm zugehörigen Werthe von r und l die Gleichung 
R= 0, und folglich auch die Gleichung f(x) = 0 befriedigen, womit 
sodapn der in Frage stehende Satz bewiesen sein würde. 


Zum Beweise desjenigen Hülfssatzes, auf welchen so eben 
der Beweis des vorgelegten Satzes zurückgeführt worden ist, werde 
angenommen, man habe durch die Substitution 

/ , 

ar = r(cost+isin t) 

• i 

erhalten : 

f(x)= R(cos 7’-f-isin T), ' 

wo R nicht =0 sei. Ferner durch den Uebergang des x in 
x x —x-\-h, wo 

h ~ q ( cos 6 -f i sin 6 ) , 

i * 

erhalte man; 

(cos T x + isin 7\ ), * * ' 

so ist nachzuweisen, dass q und fy immer so gewählt werden 
können, dass man hat: 

R><R- 

Die Entwickelung von f(x\) == f(x -f h) nach Potenzen von h gibt: 

f(x x ) ~~ “h ^ “f* ^ 2 ^* -f- • • . • -J- h n , 

wo die Coefficienten 6, , 6*, im Allgemeinen complexe Zahlen 

sein werden, z. ß. 
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6 1 =r 1 (cos9i -fisiny,), 
b 2 = r 2 (cos y a -f i sin <j Pa ) , 

\ • , 

Von diesen Coefficienten können aber auch einzelne =0 werden, 
und wenn man desshalb der Allgemeinheit wegen annimmt, es sei 
bmh m das erste stehen bleibende Glied , so hat man : 

f{x i) — f(x) + b m h m + bm + 1 A m+ 1 + + h n , 

i 

upd hierin überall die complexen Werthe an die Stelle setzend: 

N \ 

R x ( cos T 1 -f i sin T x ) = R ( cos T -f-isin T) 

+r m e m ( cos (p m m0 + * sin <pm -f mß) 

+ rm-n? n,+ l (cos 9m+i + {m+l)6 + 1 sin y m+ 1 -f- (in +1)6) 


« 

-f- e n ( cos nQ -|- i sin n6 ). 

* 

i 

Die Summe, welche durch die rechte Seite dieser Gleichung 
dargestellt wird, construire man nun in der Ebene der complexen 
Zahlen nach den früher (§. 4.) entwickelten Regeln der Addition. 
Man lege zu dem Ende von dem Anfangspunkte A der Achse der 
reellen Zahlen eine Linie AB — R unter einem Winkel = T gegen 
die positive Richtung dieser Achse; von B aus eine Linie 
BC— TmQ m unter einem Winkel =<spm-f -md gegen eine durch B 
gelegte Parallele zu der positiven Richtung der Achse der reellen 
Zahlen; von C aus eine Linie CD == r m+ j 1 unter einem Win- 
kel= 9 m -*-i -f-(m+l)6, u. s. w. Gelangt man auf diese Weise zuletzt 
za einem Punkte üf der Ebene, so ist die gerade Linie AM—R \ , 
und der Winkel, den sie mit der positiven Richtung der Achse 
einschliesst, =T\. 

Damit nun aber, wie verlangt wird, Ri<^R werde, kann man 
über die Grössen q und 0 verfügen wie folgt. 

Man nehme 0 so, dass q> m -\-md=T-\-n wird, folglich 

6= T - t* (1) ■ 

m 

so wird dadurch erreicht, dass die Linie BC auf AB lallt, und 
wählt man ausserdem g so, dass r m g m < R , folglich 

, m R 

r m - 

so wird ansserdem noch der Punkt C zwischen A und B auf 
der Linie AB liegen. Knüpft man nun noch g an die Bedingung , 
dass 


, r m g m >r m +j 1 + r m + 2 Q m+ 2 + — + e" 


f 


i 
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oder auch, wen» man mit X eine positive Zahl bezeichnet, die 
nicht kleiner ist als der grösste der positiven Factoren r m +i, 
9*nt_|_2 > * * * * bis 1» 



rme' n > * (P m+ 1 + Q m + 2 + • • + 9 n ) 

1 /j«— »» 

- l ~~Q 


welche Bedingung erfüllt sein wird, wenn 


/ 




Tm 

. , • • • • 
tm 


(3) 


so wird die Summe der einzelnen geraden Linien, aus denen der 
gebrochene Zug CD . ... bis M. zusammengesetzt ist, kleiner sein 
< als die gerade Linie BC; folglich um so mehr die gerade Linie CI H 
kleiner als die gerade Linie B C ; folglich AM<sA C-f CM<^A (7-f CB, 
d. i. <^ AB y oder 

wie verlangt wurde. Die Werthe von q und 6 , welche durch (1), 
(2), (3) bestimmt sind, leisten mithin der gestellten Forderung 
Genüge. 


7. 


Die beweisende Kraft des vorstehenden ‘Beweises beruhet 
schliesslich, wie man sieht, in dem geometrischen Lehrsätze: 

Dass zwischen zwei Punkten der geradlinige 
Zug kürzer ist als jeder aus geraden Linien zu- 
sammengesetzte gebrochene Zug; 
welchen Lehrsatz vorauszusetzen hier um so weniger Bedenken 

f etragen werden konnte, als durch die vorausgeschickten Entwik- 
elungen die ganze Frage überhaupt schon auf das Gebiet der 
Geometrie hinübergeführt worden war. "Will man indessen den 
Beweis mit Umgehung jeder geometrischen Voraussetzung zu Ende 
führen, so kann man dazu in der That ganz einfach gefangen, in- 
dem man einen im Geiste der analytischen Geometrie geführten 
Beweis jenes geometrischeu Lehrsatzes dergestalt in die obige 
Schlusskette hi nein webt, dass dessen wahre geometrische Bedeu- 
tung nicht sichtbar hervortritt. 

Die analytische Geometrie nämlich drückt die Längen gerader 
' Linien aus durch die Coordinaten ihrer Endpunkte, und verfahrt 
man demgemäss in Bezug auf die geraden Linien AB = JR und 
AM—Ri, die beide im Anfangspunkte der Coordinaten beginnen, 
so hat man zunächst 

R cos T und R sin T 

als rechtwinklige Coordinaten des Endpunkts B , und ebenso 

jß, cos und R x sin T x . 
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als rechtwinklige Coordinaten des Endpunkts M. Zerlegt man nun 
die oben gefundene Entwickelung von Ä, (cos T x -f-rsin T x ) in 
ihren reellen und ihren rein imaginären Theil, um die Relation 
aufzustellen, welche zwischen den so eben genannten Coordinaten 
obwaltet, so erhält man 

R x cos T x = 

Reo s T -frmp m cos 9 m -f 1 1 cos 9 »»+ 1 + (w-fl)ö-f* • • 9 n cos nd 

R x sin T x = 

Äsin r+rme**S!n<3p m -|-77i6 -f r m + 1 sin ym+i + (m-fl)ö-f . . .q* sin nQ 

• • % 

und daraus endlich, indem man quadrirt und addirt: ' 

Ä*+2Är w (> OT cosy m -k7«ö~ 7’-f 2Ärm-f - 1 (>”»-*- 1 cos 1 +(7«+l)6— T+... 

+ ( r m ? m cos ym + m6 rm-f. 1 (>”*+1 cos <pm + 1 + ....)* 


+ (r m Q m sin <jp m + 1116 -+ rm-n 8in<p m +i -f (m-|-l)0 + . . . . ) a 

• « 1 

Damit nun R\ <Ä * werde , hat man hier q und 6 so zu be- 
stimmen, dass das dem Ä* unmittelbar nachfolgende Glied, wel- 
ches die niedrigste Potenz von q enthält, negativ werde, und 
zugleich einen Zahlwerth erhalte, der grosser ist als der Zahlwerth 
der Summe aller nachfolgenden Glieder. Das Erste aber wird er- 
reicht, wenn man setzt 

« % 

cos 90 , + — T— — 1 , <e m +7nt)-T=x, 6= — .(!*). . 

7I& 


das Zweite aber, wenn man setzt, indem fi einen Zahlwerth be- 
zeichnet, der nicht kleiner ist als der Zahlwerth des absolut gröss- 
ten der Coefiicienten der nachfolgenden Potenzen von q: 


2Rr m > /* ( 1 + p m -**2 + . . . . e an ) 




1 gln — m 



welche Bedingung erfüllt wird, indem man annimmt 

2 Rr m 


e< 


2 Rr m + /J, 


....( 2 *). 


i 


Dieser Beweis ist, wenn man seine geometrische Grundlage 
himvegnimmt, wesentlich derselbe, welchen Cauchy gegeben hat. 
Jene Grundlage aber wirft auf seine Entstehung erst aas rechte 
Licht, und sie aufgedeckt zu haben möchte desshaib kein vergeb- 
liches Unternehmen gewesen sein. „ 
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Nachschrift des Herausgebers. 


Mit Bezug auf die von dem Herrn Verfasser des vorhergehen 
den Aufsatzes auf 8. 226. gemachte Bemerkung halte ich es für 
zweckmässig, die betreffende Stelle aus den Göttingischen gelehr- 
ten Anzeigen. 1831. St 64. S. 634. — S. 638. hier mitzutheilen , um 
dieses wichtige Actenstück in dem Archiv aufzubewahren. 

„Der Verf. hat diesen hochwichtigen Theil der Mathematik*) 
seit vielen Jahren aus einem verschiedenen Gesichtspunkt be 
trachtet, wobei den imaginären Grössen eben so gut ein Gegen- 
stand untergelegt werden kann, wie den negativen: es hat aber 
bisher an einer Veranlassung gefehlt, dieselbe öffentlich bestimmt 
auszusprechen, wenn gleich aufmerksame Leser die Spuren davon 
in der 1799 erschienenen Schrift über die Gleichungen, und in der 
Preisschrift über die Umbildung der Flächen leicht wiederfinden 
werden. In der gegenwärtigen Abhandlung sind die Grundzüge 
davon kurz angegeben; sie bestehen in Folgendem. 

Positive und negative Zahlen können nur da eine Anwendung 
finden, wo das gezählte ein Entgegengesetztes hat, was mit ihm 
vereinigt gedacht der Vernichtung gleich zu stellen ist. Genau 
besehen findet diese Voraussetzung nur da Statt, w r o nicht Sub- 
stanzen (für sich denkbare Gegenstände), sondern Relationen 
zwischen je zweien Gegenständen das gezählte sind. Postulirt 
wird dabei, dass diese Gegenstände auf eine bestimmte Art in 
eine Reihe geordnet sind z. B. A, B, C t /)...., und dass die 
Relation des A zu B als der Relation des B zu Cu. s. w. gleich 
betrachtet werden kann. Hier gehört nun zu dem Begriff der Ent- 
gegensetzung nichts weiter als der Umtausch der Glieder der 
Relation, so dass wenn die Relation (oder der Uebergang) von 
A zu B als -fl gilt, die Relation von B zu A durch —1 darge 
stellt werden muss. Insofern als eine solche Reihe auf beiden 
Seiten unbegrenzt ist, repräsentirt jede reelle ganze Zahl die Re 
lation eines beliebig als Anfang gewählten Gliedes zu einem be- 
stimmten Gliede der Reihe. 

Sind aber die Gegenstände von solcher Art, dass sie nicht 
in Eine, wenn gleich unbegrenzte, Reibe geordnet werden können, 
sondern sich nur in Reihen von Reihen ordnen lassen, oder was 
dasselbe ist, bilden sie eine Mannigfaltigkeit von zw 7 ei Dimen- 
sionen; verhält es sich dann mit den Relationen einer Reihe zu 
einer andern oder den Ucbergängen aus einer in die andere aut 
eine ähnliche Weise wie vorhin mit den Ucbergängen von einem 
Gliede einer Reihe zu einem andern Gliede derselben Reihe, so bedarf 
es offenbar zur Abmessung des Ueberganges von einem Gliede de» 
Systems zu einem andern ausser den vorigen Einheiten -f 1 und — 1 
noch zweier andern unter sich auch entgegengesetzten -\-i und — i 


*) Nämlich die Lehre von den imaginären Grössen. 
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Offenbar muss aber dabei noch postufirt werden , dass die Einheit 
i allemal den Uebergang von einem gegebenen Gliede einer Reihe 
zu einem bestimmten Gliede der unmittelbar angrenzenden 
Reihe bezeichne. Auf diese Weise wird also das, »System auf 
eine doppelte Art in Reihen von Reihen geordnet werden können. 

Der Mathematiker abstrahirt gänzlich von der Beschaffenheit 
der Gegenstände und dem Inhalt ihrer Relationen ; er hat es bloss 
mit der Abzählung und Vergleichung der Relationen unter sich 
zu thun : insofern ist er eben so, wie er den durch -f 1 und — 1 
Ko '*»ichneten Relationen, an sich betrachtet, Gleichartigkeit bei- 

, solche auf alle vier Elemente -fl, — 1, -ft und —t zu er- 
stiv :ken befugt. 

Zur Anschauung lassen sich diese Verhältnisse nur durch eine 
Darstellung im Raume bringen, und der einfachste Fall ist, wo 
kein Grund vorhanden ist, die Symbole der Gegenstände anders 
als quadratisch anzuordnen, indem man nämlich- eine unbegrenzte 
Ebene durch zwei Systeme von Parallellinien , die einander recht* 
winklich durchkreuzen, in Quadrate vertheilt, und die Durch- 
schnittspunkte zu den Symbolen wählt. Jeder solche Punkt A hat 
hier vier Nachbaren, und wenn man die Relation des A zu einem 
benachbarten Punkte durch -f 1 bezeichnet, so ist die durch — 1 zu 
bezeichnende von selbst bestimmt, während man, welche der beiden 
andern man will, für -f i wählen, oder den sich auf -ft beziehenden 
Punkt nach Gefallen rechts oder links nehmen kann. Dieser Un- 
terschied zwischen rechts und links ist, so bald man vorw ärtsund rück- 
wärts in der Ebene, und oben und unten in Beziehung auf die beiden 
Seiten der Ebene einmal (nach Gefallen) festgesetzt, hat, in sich völlig 
bestimmt, wenn wir gleich unsere Anschauung dieses Unterschiedes 
andern nur durch Nachweisung an wirklich vorhandenen materiellen 
Dingen mittheilen können*). Wenn man aber auch über letzteres 1 
sich entschlossen hat, sieht man, dass es doch von unserer Will- 
kühr abhing, welche von den beiden in Einem Punkte sich durch- 
kreuzenden Reihen wir als Hauptreihe, und welche Richtung in 
ihr wir als auf positive Zahlen sich beziehend ansehen wollten; 
man sieht ferner, dass wenn man die vorher als -fi behandelte 
Relation für -fl nehmen will, man nothwendig die vorher durch 
-1 bezeichnete Relation für -f i nehmen muss Das heisst aber, 
in der »Sprache der Mathematiker, -f i ist mittlere Proportional- 
grösse zwischen -fl und —1 oder entpricht dem Zeichen 
wir sagen absichtlich nicht die mittlere Proportionalgrösse, denn 
~i hat offenbar gleichen Anspruch. Hier ist also die Nachweis- 
barkeit einer anschaulichen Bedeutung von vollkommen ge- 

rechtfertigt, und mehr bedarf es nicht, um diese Grösse in das 
Gebiet der Gegenstände der Arithmetik zuzulassen. 

Wir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik durch diese 
kurze Darstellung der Hauptmomente einer neuen Theorie der soge- 


* ) Beide Bemerkungen hat schon Kant gemacht, aber man begreift 
nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph in der ersteren einen 
Beweis für seine Meinung, dass der Raum nur Form unserer 
äussern Anschauung sei, zu finden glauben konnte, da die zweite 
so klar das Gegenthcil, und dass der Raum unabhängig von un- 
serer Anschauuugsart eine reelle Bedeutung haben muss, beweiset. 
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nannten imaginären Grossen einen Dienst zu erweisen. Hat man diesen 
Gegenstand bisher aus einem falschen Gesichtspunkt betrachtet 
und eine geheimnissvolle Dunkelheit dabei gefunden, so ist die» 
grossentheils den wenig schicklichen Benennungen zuzuschreiben. 
Hätte man -|-1, — 1, fZT nicht positive, negative, imaginäre 
(oder gar unmögliche) Einheit, sondern etwa directe, inverse, late- 
rale Einheit genannt, so hätte von einer solchen Dunkelheit kaum 
die Rede sein können. Der Verf. hat sich Vorbehalten, den Ge- 
genstand, welcher in der vorliegenden Abhandlung eigentlich nur 
gelegentlich berührt ist, künftig vollständiger zu bearbeiten, wo 
dann auch die Frage, warum die Relationen zwischen Dingen, die 
eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen darbieten, 
nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten 
von Grössen liefern können, ihre Beantwortung finden wird.“ 


XXXVI. 

Ueberdas Princip des kleinsten Zwangs 
und die damit zusammenhängenden 
mechanischen Principe. 

Von , 

. * t 

Herrn Professor Dr. Reu sc hie 

am Gymnasium zu Stuttgart. , 


• » 

Im vierten Bande des Crelle’schen Journals S. 232. stellt 
Gau ss ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik auf, wel- 
ches unter obigem Namen (Principle of least restraint) in einem 
englischen Lehrbuch (Earnshaw Dynamics, Cambridge 1839) 
unter die dynamischen Principe eingereiht worden ist. Soweit 
ich die Literatur kenne, ist es das einzige, wo es aufgeführt wird, 
übrigens ohne Beispiele, dergleichen auch Gauss nicht gegeben 
hat. Der Zweck dieser Abhandlung ist, nach einigen historischen 
Bemerkungen über die Behandlung des Princips in den beiden ge- 
nannten Schriften , dasselbe zuerst geradezu an ein paar möglichst 
einfachen Beispielen zu erproben, es sodann der allgemeinen ana- 
lytischen Behandlung zu unterwerfen und so in seinem Zusammen- 
hang mit den übrigen Principen der Mechanik nachzuweisen. 
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Nach dem Ausdruck den ihm sein Urheber gegeben hat, lau- 
tet das Princip so: 

„Die Bewegung eines Systems materieller, auf was immer für 
eine Weise mit einander verknüpfter Punkte , deren Bewegungen zu- 
gleich an was immer tür äussere Beschränkungen gebunden sind, 
geschieht in jedem Augenblick in möglich grösster Ueber- 
e instim in ung mit der freien Bewegung oder unter mög- 
lich kleinstem Zwange, indem als Maass des Zwanges, den 
das ganze System in jedem Zeittheilchen erleidet, die Summe der 
Producte aus dem Quadrate der Ablenkung jedes Punkts von 
seiner freien Bewegung in seine Masse betrachtet wird.“ 

Gau ss und Earnshaw beweisen diesen Satz auf verschie- 
dene Art durch Zurückführung auf andere mechanische Principe. 

I. Ersterer leitet ihn auf* folgende Weise aus dem DalembeT- 
tischeo Princip in Verbindung mit dem der virtuellen Geschwindig- 
keiten ab. Es sei (Taf. IV. Fig. 1.) für irgend einen Punkt des 
Systems m die Masse, A sein Ort zur Zeit t, B der Ort, den er 
nach einem unendlich kleinen Zeitintervall r in Folge der auf ihn 
wirkenden Kräfte und der zur Zeit t erlangten Geschwindigkeit 
einnehmen würde, wenn er vollkommen frei wäre, C der wirkliche 
Ort, der zufolge des Systemverbandes diesem Zeitintervall ent- 
spricht, endlich D irgena ein anderer, dem Systemverband com- 
patibler und, versteht sich, den Punkten A und C unendlich naher 

Ort, so ist 2m,BC 2 ein Minimum, wenn 

* \ 

2m.BD 2 -2m.BC*>0. 

Ist aber 6 der Winkel zwischen CB und CD, so ist in dem 
Dreieck BCD 

BD 2 =EU 2 +ÜD 1 - 2 B C. CD . cos 6 , 

folglich % ' 

\ * 

(o) . . . 2m ,[BD 2 — 2m . EU* — 2m . CD * — 2 2m . B C . CD . cos 6, 

aber nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, angewandt 
auf das Gleichgewicht der verlornen Kräfte, welches durch das 
Dalembertische gefordert wird, ist: 

(b) . . . 2m . BC* CD . cos 6 = 0 , 

folglich 

2m (BD* - EU 2 ) == 2m . CD* > 0. 

f •* 

Es ist nämlich das Product m. EC. CD. cos 0 das dem_ ma- 
teriellen Punkt m zugehörige virtuelle Moment, sofern m,BC als 
seine verlorne Kraft betrachtet werden darf. Üeber die Berechti- 
gung hiezu, so wie über die wesentliche Homogeneität der Glei- 
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chuDg (a) hinsichtlich des Unendlichkleinen erlaube ich mir zu 
■ dem Gaussischen 1 Beweise folgende Bemerkungen hinzuzufügen. 

Das Product m.BC ist zuächst das Product aus der Masse 
in einen dem unendlichkleinen Zeittheilchen t entsprechenden Raum 
öder Weg; man kann denselben aber an die Stelle der der Zeit- 
einheit entsprechenden Beschleunigung , oder wenn diese p zur 
Zeit t ist, ij pr 2 für p setzen, sofern dann blos als gemein- 
schaftlicher Factor vor das Summenzeichen in (b) tritt. Denn ob- 
schon die in obigem Ausdruck des Princips vorkommenden, zur 
Zeit t erlangten Geschwindigkeiten v Räume liefern von der Form 
Vr i welche also nicht das Quadrat von r enthalten würden , so sind 
doch in der That die verlornen Kräfte oder die dafür substituirba- 
ren Räume BC von jenen Geschwindigkeiten v unabhängig, was 
durch die Nachweisung der verlornen Kraft in BC überhaupt er- 
hellen wird.' Sei zu dem Behuf (Taf. IV. Fig. 2.), ausgehend von dem 
der Zeit t entsprechenden Ort A , AE der im Zeittheilchen r zu- 
folge der erlangten Geschwindigkeit, AF der in demselben Zeitin- 
tervall zufolge der neuhinzutretendeö Kraft durchlaufene Raum, 
während AC, wie oben, den wirklichen Weg bedeutet: so stellt, 
wenn man AEC zum Parallelogramm ergänzt, EC=AG die wirk- 
same, und wenn man AGF ergänzt, FG=AH die verlorne Com- 
posante der beschleunigenden Krait AF, endlich die Diagonale 
AB in dem Parallelogramm aus AE und AF den im Zeittheilchen 
x frei durchlaufenen Raum vor. Diess ist aber Zugleich die Diago- 
nale in dem Parallelogramm aus AC und AH, und daher die Ab- 
lenkung BC von der freien Bewegung parallel und gleich der ver- 
lornen Kraft AH, woraus bereits erhellt, dass BC wie AF eine 
Grösse von der Form \pt t ist. Noch unmittelbarer aber zeigt sich 
die Unabhängigkeit der Grösse BC oder AH von der zur Zeit t 
erlangten Geschwindigkeit so: ist AC der AC gleich und entge 
gengesetzt, so ist AH Resultante aus AB und AC'; zerlegt man 
aber diese beiden in ihre Composanten zurück, welche für jene 
AE und AF, für diese AE' und AG' sind, d. h. die der AE und 
AG gleichen und direct entgegengesetzten Grössen, so heben sich 
somit AE und AE' als Composanten von AH auf. — Da nun 

B C= \pr a , so ist allerdings 2m . B C. CD . cos B = £ t 2 2mp . CD cos 6 
nach den citirten Principen null; aber da sich BC zugleich als ein 
Unendlichkleines der zweiten Ordnung herausstellt, so müssen 
auch BD und CD als solche sich erweisen, damit (a) homogen 
sei, weil sonst das in der Gleichung (b) enthaltene Glied als ein 
Unendlichkleines höherer Ordnung aus (a) wegßele, unabhängig 
vom Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Es ist aber D ein 
mit C gleichartiger Punkt und es lässt sich für ihn die vorige 
Construction wiederholen, indem man überall D an die Stelle von 
C setzt und , ausgehend von A , die gegebene Anfangsgeschwin- 
digkeit AE eben so hei AD, wie hex AC, concurriren, aber irgend 
eine andere beschleunigende Kraft, anstatt AF , hinzutreten lässt; 
hiedurch zeigt sich BD als eine Grösse von der Form i//r 2 , wo 
p' eine willkührlich andere, nur den Bedingungen des Systems 
entsprechende Beschleunigung ist, die m von B aus anstatt nach 
C, in demselben Zeittheilchen r nach D führen würde, und alsdann 
ist auch CD, als Resultante aus CB und BD, eine Grösse von 
derselben Form, nämlich, wenn l der im Dreieck BCD der CD 

gegenüberliegende Winkel ist, CD 2 =^r* (p* —2pp'cosfy. 


X. 
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II. Eine andere Beweisart versucht Earnshaw, indem er 
mit dem Dalembertischen Princip die statischen und dynamischeu 
Eigenschaften des Schwerpunkts verbindet, durch eine mechanische 
Construction der übrigens ich wenigstens nicht die gehörige Evi- 
denz, Vollziehbarkeit in der Anschauung, zuschreiben kann, wel- 
che sich aber auch umgehen lässt. Ausgehend davon, dass in der 1 
Richtung BC die Resultante der verlornen, oder wie er sich pas- 
send ausdrückt, der Zwangskräfte (forces of restraint, restraining 
pressures), auf m wirkt, mithin BC der Kaum ist, um den die 
Resultante das Theiichen m in der unendlichkleinen Zeit r ahlenkt: 
so denke man sich jetzt sämmtliche materiellen Punkte des Sy 
stems ihrem Verbanne entnommen, in freiem Zustande an irgend 
einem Punkt ß des Raums vereinigt und hier zumal von, den resp. 
Zwangskrätten gleichen, Drucken in deren Richtungen getrieben, 
so wird sich jedes Theiichen m von ß nach einem Punkte y bewe- 
gen, so dass ßy gleich und parallel BC ist. Da nun die Zwangs* 
krafte von der Art sind, dass sie Gleichgewicht an dem System 
hervorbringen, gemäss dem Dalembertischen Princip, so können 
sie keinen Einfluss auf die Bewegung des Schwerpunkts haben, 
gemäss dem Princip der Erhaltung des Schwerpunkts, es bleibt 
mithin noch der Schwerpunkt der Theiichen i n, wenn sie in den 
Punkten y sich befinden. Nach einer bekannt en E igenschaft des 

Schwerpunkts aber ist 2inßy % , folglich auch 2m BC 1 ein Minimum, 
d. h. der Werth dieser Grösse ist kleiner, als wenn die Zwangs- 
kräfte kein Gleichgewicht hervorbrächten, wie sie es nach dem 
Dalembertischen Princip sollen., 

So scharfsinnig und wirklich in der Natur der Sache gegrün- 
det nun die Zuziehung dieses Satzes vom Schwerpunkt ist, dass 
die Summe der Producte aus jeder Masse in das Quadrat ihrer 
Entfernung vom Schwerpunkt ein Minimum sei: so sehr scheint 
mir durch die Art, wie der Satz von der Erhaltung des' Schwer- 
punkts in Anwendung gebracht wird, der mechanischen Anschauung 
Zwang angethan zu werden. Denn so sehr die Forderung an die 
mathematische Abstraction zuzugestehen ist, sich eine beliebige 
Masse in einem Punkt, und desgleichen in einer Linie, Fläche, 
vereinigt, concentrirt zu denken, so unnatürlich, ja wie eine con- 
tradictio in adjecto, kommt mir die Forderung vor, mehrere ein- 
zelne materielle Punkte (oder in Punkten concentrirt gedachte Mas- 
sen) in freiem Zustande, unverbunden, so dass jeder für sich sich 
bewegen kann, als in einem Punkt vereinigt sich zu denken, viel- 
mehr bilden mehrere materielle Punkte dieser Art ein System, 
und es müsste daher erst bewiesen werden, dass ß der Schwer- 
punkt dieses Systems ist, ehe sich begreifen lässt, dass er es 
fcleibt. Dass nun aber ß wirklich der Schwerpunkt der in den 
Punkten y befindlichen materiellen Punkte ist, folgt aus einem rein 
statischen Satze, den Lagrangein der analytischen Mechanik, im 
5ten Abschnitt der Statik (T.l.pag. 107), als von Leibnit z aufge- 
gestellt, anführt und aus seinen "Formeln herleitet. Der Satz be- 
steht darin, dass^ wenn mehrere Kräfte an einem Punkt sich 
1 Gleichgewicht halten, und von diesem Punkt aus Linien gezogen 
werden , die nach Grösse und Richtung jene Kräfte vorstellen, der 
betreffende Punkt der Schwerpunkt eben so vieler (als Kräfte vor- 
handen sind), in den Endpunkten jener Linien angebrachter, glei- 
cher Massen sei; und man kann ihn dahin erweitern: wenn man 
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jede der statischen Kräfte P, die an einem Punkt sich Gleichge- 
wicht halten, durch ein Product mp vorsteiit, wovon der eine Factor 
m als eine Masse, der andere p als eine Beschleunigung, oder 
als ein in einer gewissen Zeit durchlaufener Weg betrachtet wer- 
den kann, so ist jener Punkt der Schwerpunkt der in den Entfer- 
nungen p von ihm angebrachten Massen m , jene Entfernungen in 
Richtung der gegebenen Kräfte genommen und dann ist nach einem 
zweiten statischen Satze, dem von Earnshaw citirteo, 2mp* ein 
Minimum. Indem ich den Beweis des so gestellten Satzes, sowie 
des letzt erwähnten, in die Berichtigung des englischen Beweises 
für unser Princip einflechte, besteht dieser nunmehr aus folgenden 
Momenten : 

1) Dem Princip der Erhaltung des Schwerpunkts zufolge kön- 
nen die Zwangskrätte , die an dem System vermöge des Dalember* 
tischen Princips sich Gleichgewicht halten, keinen Einfluss auf die 
Bewegung des Schwerpunkts haben, sondern müssen sich an dem- 
selben, mithin überhaupt an einem Punkt ß des Raums Gleichge- 
wicht halten*). Setzt man daher, wie in rfro. 1. /?C=0y =*»**, 
und sind a , b , c die Winkel der Linie ßy mit drei rechtwinkligen 
Axen der x, y , z; so drücken die Gleichungen 

(a) 2mp cos a — 0, 2mpcosb=0, 2 mpcosc—0 

das Gleichgewicht der Zwangskräfte m,BC am Punkte ß aus. 

2) Sind alsdann £,.17, £ die Coordinaten des Punkts ß und 
X, y, z die irgend eines der Punkte y, so ist 


i ?/ = yr 4 = ( a -|) 2 + ( y - W ‘+( 2-?) 1 


und 


x—l . y—y. .2 — £ 

COS fl r, «08 0 = * COSC=r- \ ; 

ipr* kpt 2 . \pt 2 

aus den vorhergehenden Gleichungen («) wird daher: 

(ß) 2m(x — £) — 0, 2m(y — »7 ) =0 , 2m(z — £) = 0, 
und diese geben 


vmx 


t 2mx 2my . 

b 2m 9 T> 2m 9 ' 2m 9 


wonach der Punkt ß, dessen Coordinaten £, */, £ sind, der Schwer- 
punkt der materiellen Punkte m ist, deren Coordinaten x, y , z s d. 
n. der in den Punkten y belindlichen Massen m **). 


*) Oder einfacher: Da die Zwangskräfte nach dem Dalcmbertischen 
Princip an dem gegebenen System Gleichgewicht hervorbringen , so n; As- 
sen sie insbesondere die fortschreitende Bewegung des Schwerpunkts suf- 
heben, mithin an einem Punkt sich Gleichgewicht halten. 

**) Da man nun, anstatt mp—P, m'p'^P' u. s. w. zu setzen, a ich 
setzen kann: P-my, = , d. h. alle diese Massen als gleich an- 

nehmen , so erhält man , wenn n die Anzahl derselben (oder der Kräfte P): 

1 ' 1 ' 1 

■ I — ~7r2x , 7 j — -7 f £ — — 2 z, 

! H 11 n 

in welcher Form Lagrange am citirten Ort diese Resultate herleitet, als 
Ausdruck des Lcibnitzisehen Satzes. 
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i,3) Da die ersten .Theile der Gleichungen iß) die partiellen 

Ableitungen nach £, rj, £ von der Function .^-2mp 2 sind, mit ent* 

gegengesetztem Zeichen genommen , und da die zweiten , nämlich 
die einen, wo zweimal nach der nämlichen Variable differenzirt 
wird , sämmtlich auf die wesentlich positive Grösse 2m, die andern, 
wo nach zwei verschiedenen Variabein differenzirt wird, sämmtlich 
auf Null sich reduciren: so sind alle Bedingungen erfüllt, welche , 

jene Function, mithin 2m. BC 2 , zu einem Minimum machen in 
Beziehung aul f, rj , £, d. h. kleiner, als wenn £, */, £ nicht die 
dem Schwerpunkt entsprechenden Werthe hätten, mithin kleiner, 

als wenn die Zwangskräfte m. BC nicht an einem Punkt, also auch 
nicht an dem System sich Gleichgewicht hielten*). 

III. Vergleichen wir nun die beiden Beweise, so gehen beide 
gemeinschaftlich von dem Fundamentalprincip der Dynamik, dem 
Gleichgewicht der Zwangskräfte aus, unterscheiden sich aber darin, 
dass der Gaussische dieses Gleichgewicht mittelst der allge- 
meinsten Bedingung des Gleichwichts in Anwendung bringt, die 
in dem Verschwinden der virtuellen Momente besteht, der von 
Earnshaw dagegen mittelst einer partiellen Bedingung, w’elche 
bloss die Aufhebung der fortschreitenden Bewegung zur Folge hat. 
So innig und zierlich nun hier die Beziehung unseres Minimums 
zu demjenigen, w-elches der Schwerpunkt darbietet, erscheint, so 
ist dieser Beweis doch keineswegs allgemein und passt zunächst 
bloss auf freie Systeme, wo die Zwangskräfte die Bedingung erfül- 
len müssen , an einem Punkt sich Gleichgew icht zu halten , was 
nicht mehr der Fall ist, wenn das System einen fixen Punkt oder 
eine fixe Axe enthält: so dass, sollte sich überhaupt in allen Fäl- 
len 2m. BC 2 auf 2mr% (wo r 0 die Entfernung der Masse vom 
Schwerpunkt) zurückführen lassen, diess in den genannten Fäl- 
len besonders, oder allgemein, geschehen müsste, dann aber 
wohl nur mittelst des Princips (1er virtuellen Geschwindigkei- 
ten geschehen könnte. Hiernach kann man behaupten, dass 
der englische Beweis bloss die Nachweisung des Princips an 
einem, obwohl viele Fälle unter sich begreifenden Beispiele 
ist, dergleichen wir in §. 2. an einem andern Beispiele all- 


*) Man kann diesen Satz vom Schwerpunkt, dass, wenn r 0 die Distanz 
eines der materiellen Punkte m vom Schwerpunkt, 2mr* ein Minimum 
sei, auch ohne Differenzialrechnung so zeigen: es seien x 0 = x — £, 
y 0 — y — rf, z 0 =z — £ die Coordinat^i von m in Beziehung auf den 
Schwerpunkt, also rj y* zg , ebenso r 2 =x 2 -\-y‘ l -f-z 2 , und 

p*4=| + i7*+£% *o ist: 

* * 

2 mir 2 — r 2 ) 2= 2m ((x 0 -f£ )* — x l + (jo + V) 2 ~ Xu + ( z o + £ )* — *?)• 
^=2i2mx 0 -j-27f2rny 0 -j-2^2ntz 0 ’j- Q*JSm , 

w • • « 

folglich , wegen 

9 $ * 

2mx 0 — 2my 0 = 2mz 0 =0 , 2m{r 2 — r?) ~g' l 2m ^ 0 , 

* • * % i 

was auch der Coordinatenursprung sein mag. 
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gemeinerer Art zeigen werden, dass aber der allgemeine Beweis 
mit Gau ss durch die allgemeine Formel der Dynamik, die W 
. bindung des Dalembertischen Princips mit dem der virtuellen G< 
schwindigkeiten , geführt werden muss. Dann nur ist das Priuci 
des kleinsten Zwangs auch hinsichtlich seiner Folgen aligemeii 
aufgestellt, so dass es gleicherweise der Herleitung sämmtlichei 
Bewegungsgleichungen eines gegebenen Systems zu Grunde gelebt 
werden kann, wie das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten in 
seiner Anwendung auf das Gleichgewicht der verlornen Kräfte; 
denn aus dem Gaussisqhen Beweise erhellt unmittelbar, dass man 
umgekehrt vom Princip des kleinsten Zwangs zu jener allgemeinen 
Formel der Dyuamik gelangt. 

Wie man vermöge des Dalembertischen Satzes aus jeder dy- 
namischen Formel eine statische ableiten kann und umgekehrt, so 
ist nach Gauss das Gleichgewicht nur ein besonderer Fall des 
allgemeinen Gesetzes, indem dann bloss die Punkte A selbst, als 
der Gleichgewichtslage entsprechend, an die Stelle der Punkte C 

treten, und 2m. BA 2 ein Minimum ist. Diess heisst in der That 
soviel als: in der allgemeinen Formel der Dynamik alles, was sich 
aut die wirkliche Bewegung zur Zeit t bezieht, Null setzen, im 
Falle die am System wirkenden Kräfte selbst sich Gleichgewicht 
halten ; übrigens lässt sich auch • der Beweis ganz auf dieselbe 
Weise führen, denn entspricht D einer virtuellen Lage des mate- 
riellen Punkts m, so dass AD mit AB in Bezug auf die Grosse 
gleichartig ist, so liefert das Dreieck BAD, wie zuvor BCD , die 
der («) ähnliche Relation 
• • , • 

(c) 2m. (BD*— BÄ*) — 2mAD i —22mBA.AD.co8<p r 

indem u> der Winkel zwischen der Richtung der freien Bewegung 
AB oder der der Kraft und zwischen dem virtuellen Weg AD, 
und mit 

2mBA .AD. cos y = 0 

reducirt sich 

2m BD 1 — 2m BÄ 1 
auf die wesentlich positive Grösse 

2m AD 2 . 



Auch hier ist alsdann, was bereits durch die Forderung angeden- 
tet ist, dass AD der Grösse nach gleichartig mit AB sein soll* 
zu bemerken, dass, da, wenn wiederum » die an in wirksame be- 
schleunigende Kraft ist und r das unendlich kleine Zeitintervall „ 
AB=\pt' t ist, auch der virtuelle Weg AD ein Unendlichkleines; 
zweiter Ordnung in Beziehung auf r sein muss; was sich in deT 
That auch dadurch rechtfertigt, dass die Grössen AD als die iin 
Zeitintervall r durchlaufenen Wege zu denken sind, wenn andere 
beschleunigende Kräfte q an die Stelle der in den Punkten A siel] 
Gleichgewicht haltenden Kräfte p treten. Man vergl. übrigen« 
). S. III. u. $. 3. I. 

«I i i 

f 

•9 * 

9 % 

( 
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Wir prüfen nun das Princip des kleinsten Zwangs direct an 
einigen der einfachsten Beispiele, sowohl von Bewegung, als von 
Gleichgewicht. 

I. .Um für die Bewegung eines Systems den möglichst ein- 
fachen Fall zu nehmen, so wird dazu namentlich erfordert, dass 
«ämmtliche Punkte A,B>C,D,E für jeden der materiellen Punkte 
in die nämliche Gerade fallen; wir nehmen daher zwei ungleiche 
Massen r n, in' an den Enden eines um eine gewichtlose Holle 
gehenden, gewichtlosen, absolut biegsamen und unausdehnbaren 
Fadens an und legen die Anordnung der Punkte ABCDE für die 
Masse in und der entsprechenden Ä'B'C'D'E' für die Masse in' 
nach (Taf. IV. Fig. 3.) zu Grunde: so sind nach der Natur des 
Systems alle Abstände der übrigen Punkte von E auf der eiueu, 
denen von E? auf der andern Seite gleich und haben entgegenge- 
setzten Sinn, ausgenommen EB un<i E'B', die beide dem Sinu der 
Schwere entsprechen. Nun ist hiernach: 


, BC-EB-EC, 


WU=EB\EC, 


B'D' = EB +EC+ CD , 


BD=EB — EC— CD, 

f 

BD* - ÄC* = CD* - 2 . CD. ( EB- EC), 


JETS* 1 - B'C* = CD 1 +2. CD. (EB+ EC), 

* y 

folglich die Grösse 

■ßC*)=(in+m').C5’+2(t«+/n').Cjö.£ö-2(m-»i')CZ).£Ä 

= (« + »«') { cZF +2 .TD.(EÜ- 


EB)\ 


Ist aber, wie gewöhnlich, g die Beschleunigung der Schwere 
und x ein Zeitintervall, das in unserm Fall, mit allen vorhergehen- 
den Linien, eine beliebige endliche Grösse haben darf, so ist 


m — in 


EB = \qi', EC— ] 


mithin 


EC 


nt — m 
in -f in' 


EB= 0. 


und folglich 

2m. WB* -2m .~Bff = (m + m') CD*=2m.CB* > 0 , " 

* 

was auch die willkührliche Linie CD sein mag , wofern sie nur 
in Richtung des Fadens genommen wird , und somit 
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mBif +'m'B'C' 

I 

ein Minimum. 

Führt man die Werthe von EB , EC in den Ausdruck ein 

Tfl Dl 

weicher ein Minimum sein soll , so hat man', indem man 


= 7 * macht 


folglich 


m -f m 




2m.B(f =(m(l — |U)* +b»' ■ 

'und man geht hiervon offenbar zu 2m. BD“ über, indem man für 
fig eine andere Beschleunigung (/* + <*) <7 substituirt, die ebenfall* 
dem Faden entlang wirkt, wo « eine willkührliche, positive oder 
negative. Grosse ist, woraus man 


9 S 4 

-m . BI)* - niB C* — (m- f- m r ) — 

d. h. 2m. CD* erhält, indem eben CD = { agr*. Hieraus erhellet 
aber auch, dass man, Behufs der Nachweisung des Minimum’s 
durch Differenzialrechnuug, in Beziehung auf p zu differenzireo 
hat, und da die zwei ersten Ableitungen obiger Grösse nach u 

V , 

(— wi(l — Li)-\-m' (1 -|- 7 i))- 2 LL und 

4 4 

• . * . . , 

sind, wovon die erste vermöge des Werths von identisch null, 
die zweite wesentlich positiv ist, so ist auch von dieser Seite das 
Minimum bestätigt. 

Will man endlich das Princip dazu anwenden, die Beschleuni- 

f ung an dem System erst zu finden, so seien 2 , 2 ' die Abstände 
er Punkte A, A' f zur Zeit t, vom horizontalen Durchmesser der 
Rolle, also, weil überhaupt die Bedingung des Systems Az* — — Az 
, ist, entsprechend dem Zeitintervall r. 


EC^-E'C 


rf*2 


dt“ Y + ”"’ 


folglich 

BC=(,j 


dH 


d 2 z. x~ 


~3F> T“ ß ' c '—(9+jtd T + 


dV 


mithin die Grösse, die ein Minimum sein soll: * 



/ 


s 


t 


■I 
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d*z 


ce- 


Ihre erste Ableitung nach der wirklichen Beschleunigung g 
nonuiien, wie zuvor, giebt zunächst: 

- - |- M (^-S> +w ' ( '' + ä* ) | T+"-=°’ 

woraus , da diese Gleichung unabhängig von der Grösse des Zeit- 
intervalls r gelten muss : 


_^_g) +mW g)=0 


folgt , mithin 


dH _ m — nt' 

dt 2 ~ m + m 1 ^ 


Da sofort 0, und desgleichen alle folgenden Zeitableitungen, 

so reduciren sich obige Ausdrücke auf ihre ersten Glieder und die. 
zweite Ableitung ~ zeigt, als wesentlich positiv, ein Mi- 
nimum ati... . u • f . . i 

II. Das Princip findet übrigens auch seine Anw endung aut 

einen einzigen materiellen Punkt; auch hier ist m.BC?, 
abgesehen vom Zeichen, BC selbst ein Minimum. Diess erhellt 
bei der freien Bewegung von selbst, wo 2?C= 0, bei der gezwun- 
genen aber weist es sich allgemein auf eine sehr einfache \> eise 
nach ; bei der Bewegung eines Punkts auf einer schiefen Ebene unter 
dem Einfluss der Schw ere z. B. ist, nach der unmittelbaren geome- 
trischen Construction (Taf. IV. Fig. 4.) B C normal zur schiefen Ebene, 
mithin die kürzeste Linie von B nach derselben , und zwar * ul 
beliebige endliche Wege oder ein endliches Zeitintervall r. Diess 
gilt aber offenbar von jeder Bewegung dieser Art, was auch die 
S’läche oder Curve sein mag, an welche die Bewegung des 1 unkts 
gebunden ist und was für Kräfte dabei im Spiel sein mögen,- wofern 
im Allgemeinen das Zeitintervall unendlich klein genommen wird; 
denn die verlorne Kraft ist hier immer ein Normaldruck auf jene 
Curve oder Fläche, also BC normal, mithin die kürzeste Linie 
von B aus zu derselben , auf der ja auch die compatibeln I unkte 
D liegen müssen. ... 

Um auch hier in dem einfachsten Beispiel dieser Art, wo 
nämlich der vorgeschriebene Weg geradlinig ist, die Differenzial- 
gleichung des Riinimums zur Auffindung der Beschleunigung anzu- 
wenden, so seien x,y die Coordinaten des Punkts in Beziehung 
auf zwei rechtwinklige Axen, die der positiven y im Sinne der 
Schwere genommen , und s der auf der schiefen Ebene zur Zeit t 
durchlaufene Weg, also wenn « der Winkel der schiefen Ebene 
mit der Richtung der Schwere ist, arrzssina, y=^s cos«. 


BC 


V2 


d 2 x 
( dt 2 


t 2 \ n . // 
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A 


t 


_ j . n . d*, 

~K' 


dt*j 


sin 2 a + (<jr 


» . 

d 2 s 


woraus durch Differenziation nach -r-r, weil die Ableitung unali- 

at * 

hängig von r verschwinden muss, 


d 2 s . „ , f/ 2 « v > n 

sin 2 u ~(g — — cos u ) cos a,^= 0 , 


d. h. 

d 2 s 

< I 

folgt, und die zweite Ableitung reducirt sich, weil die hohem Ab- 
leitungen von s, mithin auch von x, y nach t verschwinden, auf 
die positive Grosse 

» • , i 

4 

* ( sin 2 a cos 2 a )K- • 

4 

III. Was nun das Gleichgewicht betrifft, für welches das 
Princip des kleinsten Zwangs 2m. AB* als Minimum, mithin 

2m (BIP -AB 2 ) >0 

' •* 

festsetzt, so hat man im ersten unserer Beispiele (Taf. IV. Fig.3.). 
indem man, um die Figur nicht ändern zu müssen, E,E' anstatt 
A , A' als die Gleichgew’ichtsplätze betrachtet. 


ED — E'D', 


BD" BE — ED, B' D' — BE+ED, 

folglich 

1 

^m.(^y 2 -B£ 2 )==m((2£-£Z>) 2 ~Ä£ 2 )+m'((5F+£2)) 2 — BI?) 

= (>#+»»'■). ED 2 — 2(j» — m')- ED . EB ; 
aber beim Gleichgewicht ist m = m l , folglich . 

Zu einem zweiten Beispiel diene ein Hebel (Fig. IV. Tgf.5.), wo in 
den Lagen A,A‘ zwei Massen m,m 1 an den Armen a, a' sich Gleich- 
gewich t hal te n, wo für die Bedingung ma—m!a! ist.; Nun ist wie- 
derum AB— A' B' , ferner, wenn 6 der Drehungswinkel des Hebels 

aus der Lage AA’ in die Lage DD’ ist, 

/ » 

. AD—^lasxo £ 0 , A' D' , 
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mithin, da in den Dreiecken BAD , WAD' die Winkel an A 
und A' resp. \b und 180° — sind. 


BD 2 = AB 2 -f- 4 a 2 sin 2 iö — 2a. AB . sin 6 , 
BD ,2 =AB 2 + 4 n' 2 sin 2 i6 + 2o' . AB . sin ö • 


.W\ 


folglich 


f 


2m(BD 2 -BA*) = 2m. AD 2 -2(ma-m'a'). Aß. siub, . ‘ 

wo das zweite Glied zufolge der Gleichgewichtsbedinguug verschwin- 
det, das erste aber, indem man die Länge des ganzen Hebels mit 
/, das gemeinschaftliche Drehungsmoment mit ^ bezeichnet, 

2m.AD 2z =4(™a 2 +m'a , ‘ i )&\nH6 — 4^18111*16 . 

wird, mithin 


2m(BD 2 — ZL4 2 ) = 4/u/sin 2 £ö>0. 

. 4 » ' ■ » s \ 

In beiden Beispielen ist AB — A'B'^lgr*, also die Mini- 
mumsgrösse 


2m AB 2 ~(m 

4 

« * * ’% 

wo sich zunächst nicht absehen lässt, wie und nach was sie diffe- 
renzirt werden sollte, um auf diesem Wege, bei vorausgesetzter 
Gleichgewichtsbedingung, das Minimum zu constatiren, oder, bei 
vorausgesetztem Minimum, die Gleichgewichtsbedingung herzulei- 
ten; a llein da diese Differenziation dem Uebergang von BA zu BD 
entspricht, wobei sich bloss der Punkt A ändert, während B der 
selbe bleibt, so sind erst die Coordinaten des Punkts A einzufüh- 
ren, um die Differenziation vollziehen zu können! Seien daher im 
ersten Beispiele z 0 ,i' 0 die vertikalen Ordinaten der Gleichgewichts- 
plätze E,E T , und z,z' die der Punkte ß,B’, so ist \ 

BE=z-z 0 , B>E'=z'-z' 0 , '■ '< , 

folglich 


2t* 


9 Z r 


2m. BE Z =m(z — z 0 ) 2 -f m'(z' — z' 0 ) a , ■ 

und wenn man nach r ö differenzirt, so sind die zwei ersten Ab- 
leitungen 


— 2m(z—z 0 ) — 2m'(z' — z\) 


dz 


Io 


dz 0 1 


aber vormöge der Bedingung des Systems ist z 0 -\-z\ = Const.. 
folglich 
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dz, 


dz * 



Bezieht man Im zweiten Beispiel die Punkte » 
zwei rechtwinklige Axen, der x und y, so dass der Ursprung im 
Umdrehungspunkt des Hebels liegt, und die Axe der positiven x 
mit dem Hebelarm a in der Gleichgewichtslage den Winkel «, also 
mit dem andern a' den Winkel 18Ö°+« macht, gemäss der Bedin- 
gung des Systems: so ist, wenn x 0 ,y 0 und x,y die uoordinaten 
von"m in den Lagen A, B, ebenso x 0 ,y 0 \nr& & ,y die vo JIt. w 
in den Lagen A', B' sind, indem sowohl AB als Ä B die Win- 
kel 90° +« und « mit den Axen der positiven x und y machen, 

• ÄB.& \na = -(x-x 0 ), A'B ' . sin a = -(x'- x ' 0 ) ; 

v — 

Zß.cos«=#-y 0 , * Ä'B J .cosa—y'—y'oi 

und ' ' ‘ • { **’'■•* 

2mlB l =m((x-x 0 )* + (y - y 0 ) 2 ) + m' ((x‘ - x' 0 )*+ (y'-y’o)*) ? 

‘ folglich hat mau , wenn man in Beziehung auf « differenzirt , aber 
bloss die auf die Punkte A, A! sich beziehenden Coordinaten varnren 
lässt, in . . . j , . . .. ■ • 

—'2m((x-x 0 ) +(y—y 0 ) ^)-2ro'((*'- x 1 0 ) 

und ' * 

i ' 

die beiden ersten Ableitungen. Nun ist 


x 0 = a cos «, 


dx, 


da 


— a sin « ^ 


d*x t 

da* 


==., — a cos a ; 


■*. * ‘ dy 0 d 2 y 0 

y„=a sm «, = acosa > «sin«; 


/ / dx g 

X 0 =-o cos«, 0 


/ • 


y' <>=-«' S in«, 


' da 

dy \ , 

da 


n sin«, 


d*x\ 

da* 


~a cosa; 


, <d*y\ , . 

■ — a' cos«, ==«'s!n«: 

da 2 


I« 


wodurch die vorhergehenden Ausdrücke werden 
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— 2/»a((y— y 0 )cosa— • (x— a? 0 )sina)+2m / « / ((y'— y2)cos«-~(^ , --a: , 0 )siiia), 
und 

1 * . ' • • 

2 ( 7 /m 2 -f- m'a ' 2 ) + 2 ma ((y — y 0 ) sin oc -f ( x — ar 0 ) cos a ) 

— 277iV ((y' — y \ ) sin a + ( x' - x' 0 )co& a ) ; 


aber 


(jy — y 0 ) cosa — (x — x u ) sin a= A B , 

(y l — y' 0 ) cos a — ( x 1 — a' 0 ) sin a ~A , B r ; 

. ' • » ’ • • !* * < .. ; 

(y ~Vo ) 8 * n a + (# — • # 0 ) cos a = sin 2a, 

(y' — y'o ) sin a + ) cos a= sin2a ; 


mithin, wenn man nunmehr, nach vollzogener Differenziation, auf 
AB — A’B'~\<jt 1 Rücksicht nimmt, so reducirt sich die erste 
Ableitung auf — (ma — m'a') g% % , mithin auf Null, wenn ma — m'a' =0, 
die zweite auf 


2 (ma* -f m'a' 2 ) -f (ma — m'a')gt* sin 2 u, 

' ' ♦ » 

mithin unter derselben Bedingung aiif die positive Grosse 2/t»/, 
indem wiederum ma^m'a 1 =fi, a+a’ — l gesetzt wird.« , 

Auch in diesem Beispiel des Hebels durften die Räume AB, 
AD oder das Zeitintervall t in beliebiger endlicher Grosse voraus- 

S esetzt werden, wie in den vorhergehenden Fällen der Rolle und 
er schiefen Ebene ;\ übrigens findet zwischen diesem und jenen 
der Unterschied statt, dass, während dort bei der Anwendung des 
Princips der virtuellen Geschwindigkeiten , die auf die Richtung der 
Kräfte, zu projicirenden Wege, welche die Punkte des Systems 
bei einer Verrückung desselben aus der Gleichgewichtslage durch- 
laufen , endlich sein dürfen , diess beim Hebel nicht gilt, wohl aber 
gehört dieser zu den Fällen,) wo statt ihrer Projectionen die vir- 
tuellen Wege selbst, und diese dann in endlicher Grösse, genom- 
men werden dürfen., •• „• 


| • • • » . ’ !’■' * i < 

Da, den Bemerkungen in §. 1. Ul. zufolge, um das Gaussische 
Princip aus dem Dalembertischen in gehöriger Allgemeinheit her- 
zuleiten, das von letzterem festgesetzte Gleichgewicht der verlor- 
nen Kräfte auf die allgemeinste Art, d. h. mittelst des Princips 
der virtuellen Geschwindigkeiten in Anwendung zu bringen ist, so 
soll nun gezeigt werden, "wie der allgemeine analytische Ausdruck 
des Gaussischen Satzes durch die allgemeine Formel der Dynamik 
sich bestätigt, welche das Verschwinden der Summe der virtuel- 
len Momente sämmtlicher verlorner Kräfte aussagt. Sie bedarf 
übrigens zuvor einiger Erörterungen, die wir in diesem Paragraphen 
vornehmen. 

I.- Bekanntlich wird sie, indem man alle Punkte des Systems 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezieht, und alle an den- 
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selben wirkenden Kräfte auf ihre Axenprojectiouen zurückführt, so 
dargestellt : 




SH =«• 


wofür wir 


a)jfci[(jE-^)«*]-=o 


\ 

schreiben , ( indem wir sofort überhaupt zur Abkürzung jeden aus 
drei Gliedern bestehenden Ausdruck, welche der Reine nach den 
drei Coordinaten, oder auch ihren drei Paaren, entsprechen, durch 
ein einziges dieser Glieder vorstellen, das wir in eckige Klammern 
einschiiessen. In dieser Formel sind für die Zeit t und irgend 
einen der materiellen Punkte, dessen Masse m ist, x, y, z seine 

(Koordinaten , also sein« wirklichen dem Systemver- 

bande entsprechenden Beschleunigungen nach den drei Axen,J£, K, Z 
die Axenprojectionen der an ihm unabhängig vom Systemverbande 

wirkenden beschleunigenden. Kräfte, also X — F — — “^7 


dV 


dt 2 


seine verlornen Kräfte, endlich 9y, 9z seine sogenannten vir- 
tuellen Geschwindigkeiten, projicirt auf die drei Axen, und eben- 
darait auf die Richtungen der Kräfte, die sich Gleichgewicht halten 
sollen. Fs handelt sich nun zunächst um die genauere Feststellung 
der Bedeutung dieser Grössen im Geiste der Functionsrechnung, 
da sie gewöhnlich im Sinne der Infinitesimalmethode als Unend- 
lichkieine betrachtet werden. Gehen wir zu dem Behuf auf die 
Aussage des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten zurück, so 
verlangt dasselbe dem System eine, im Allgemeinen unendlich- 
kleine, seiner Natur compatible, Verrückung aus der Gleichge- 
wichtslage zu ertheilen, aie Wege, welche dabei die einzelnen 
Punkte des Systems durchlaufen , auf die Richtungen der Kräfte, 
welche an ihnen sich Gleichgewicht halten sollen , oder beide auf 
eine gemeinschaftliche Richtung zu projiciren, alsdann soll die 
Summe der Producte aus diesen beiderlei Projectionen und den 
Massen, d. h. die Summe der virtuellen Momente, verschwinden. 
Die Axenprojectionen der unendlich kleinen Wege oder die der 
Verrückung entsprechenden unendlich kleinen Variationen der 
Coordinaten werden nun gewöhnlich mit 9x u. s. w. bezeichnet und 
als die virtuellen Geschwindigkeiten betrachtet; wir müssen aber 
virtuelle Wege und virtuelle Geschwindigkeit unterscheiden, und, 
wenn desshalb Dx einen, zunächst endlichen oder unendlichkleinen, 
Zuwachs von x (da es auch Fälle giebt, wo die virtuellen Wege 
endlich sein dürfen^ bezeichnet, als nächsten Ausdruck der , obigen 
- Aussage des Princips aufstellen: ( .. 


1 


(2)^m[(X-^)ß.r]=0, 


f 



wo nun l)x eine Grösse ist nach Art von Jx , nur dass Jx der 
wirklichen Bewegung des sich selbst überlassenen Systems w;äh- 
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rend des Zeitintervalls dt entspricht. Dx aber einer willkührlichen, 
nur compatibeln Verrückung, einer virtuellen Bewegung. Man ver- 
wandelt aber 

. . ■ . . ■ ) • . • •. J 

. dx .. . d % x dt* , 

* % 

in Dx, wenn man au die Stelle der durch die wirkliche Bewegung 
bestimmten Zeitableitungen u ’ s ' w * w *^kührliche Functio- 

nen der Zeit setzt, nur' mit der Einschränkung, dass sie an die 
Bedingungsgleichungen des Systems gebunden sind , so dass also, 
wenn man diese willkührlichen Grössen nach dem Gebrauche der 
Variationsrechnung mit dx, 8 2 x u. s. w. bezeichnet, 

I)x~bx . Jt^rb^x . . 

4 

* * * • , 4 

gesetzt werden kann, wo dt bloss als ganz willkührliche Fortschrei- 
tungsgrösse dient, die nach Umständen endlich oder unendlich 
klein zu nehmen ist, und so den Grössenrang von Dx bestimmt. 
l)iess ist dem Geiste der Variationsrechnung ganz gemäss, wonach 
man von einer gegebenen Function x—ft von t zu der.variirten 
übergeht, indem man, wenn s eine neue, absolut independente 
Variable ist, und (p eine willkührliche Function, x + Dx = cp(t,t) 
setzt, wobei. nur (p(t,0)=ft sein muss und woraus* durch Entwick- 
lung nach c, 

- f I tr f * ** 


• • > 


hier aber kann man e mit dt vertauschen, da t nichts anders sein 
soll als eine völlig unabhängige, jedes Grades von Kleinheit fähige, 
Grösse, ebenso wie das Zeitincrement Jt es ist: so dass man, 
während x-\-Jx—f(t+ dt) ist, x -f - Dx — g> (t, dt) hat, und man 
kann beifügen, dass, wie diese variirte Function immer der Bedin- 
gung ar = y(t,0) zu unterwerfen ist, nach Umständen auch die 
% v * d*ä 

weiteren Bedingungen = 8x,— - = 8*x, u. s.w». gemacht w erden 

können , bis zu einem beliebigen Gliede , bis zu welchem dx und 
Dx übereinstimmen sollen. 

Entwickelt man aber vermöge des aufgestellten Werthes von 
Dx die Formel (2) nach dt, so erhält man, nach Weglassung des 
gemeinschaftlichen Factors dt, 


?m[(Xr 




dt 


und nun sind die beiden Fälle zu unterscheiden , wo die .Verrük- 
kung des Systems unendlich klein sein muss und wo sie endlich 
sein darf. Im ersten ist dt unendlichklein zu nehmen und die vor- 
hergehende Gleichung reducirt sich auf ihr erstes Glied, d. h. auf 
die Gleichung (1); im zweiten, wo dt nur den Grad von Kleinheit 
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haben muss, dass die Reihe convergent sei, zerfällt sie, weil sie 
unabhängig von dieser wiükührlicben Grösse bestehen 'muss, in 
eine unendliche Menge von Gleichungen, wovon (1) die erste ist 
und welche die allgemeine Form haben 

(3) **]=«. 

f 

* / I • 1 < . *' 

« I . * i * 

wo n jede ganze positive Zahl von der Einheit an sein kann; und 
die Uebereinstimmung dieser sämmtlichen Gleichungen wird eben 
das analytische Zeichen davon sein, dass bei einem System, wo 
diess statt Gndet, die virtuellen Wege eine endliche Grösse haben 
dürfen. 

II. Die besonderen Gleichungen der Bewegung des Systems, 
in welche die Formel (1) zerfällt, lassen sich entweder dadurch 
darstellen, dass man sämmtliche Bedingungsgleichungen des Sy 
stems mit unbestimmten Factoren in die Formel (1) einführt und 
sofort sämmtliche Coordinaten als eben so viele independente be- 
handelt; oder dass man die Coordinaten auf die kleinste Anzahl 
independenter Variabein zurückgeführt voraussetzt, mittelst jener 
ßedingungsgleichungen, wo es nöthig ist, auch nach Umstanden 
uuter Zuziehung der Formeln der Coordinatentransformation. Seien 
im ersten Fall L = 0, L' — 0 u. s. w. jene Bedingungsgleichungen, 
d. h. Relationen zwischen den Coordinaten der einzelnen Punkte 
des Systems, an welche dieselben während der ganzen Bewegung 

gebunden sind, so dass ^^.=0 u. s. w. und eben so SL = 0 u. s.w., 

und welche im Allgemeinen entweder bloss mittelbar, implicit, oder 
auch explicit die Zeit enthalten können, so dass, mit Ausschliessung 

* * • 

des letztem Falls, die Gleichungen — =0,&£=0 soviel sind als 
und 

[£".>[£"•> =« - *[&«]=» 

Alsdann zerfallt, wenn X, V, X " .... die sogenannten Elimina- 
tionsfactoren sind, die Gleichung 


v **< i 


(4) zm [( X- Sx] + XSL + X'SL' + .... = 0, 

die nun an die Stelle von (1) tritt, in ebensoviel mal, als Punkte 
m vorhanden sind, drei Gleichungen von der Form 


i ** \ 


f < • t * * , i 
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/ / y 2 llL g dV , ' a 

m(X ~ rf* + " = 0 ’ 

(5) L( r— ^)+a^+a'^+....=o. 


- k » 


. <i {* 
M .. 


(ft 4 rfy, dy 


, „ d*z v . , dL . *, dU . n 

. . lm ( z " 3F )+i s’ +i -jr + '■ ' 

»* ^ « • ♦ 

und die Bewegungsgleichungen des Systems sind das Resultat der 
Elimination sämmtlicher Grössen Ä zwischen diesen Systemen von 
der Form (5). 

Es seien im zweiten Falle «, yi, % u. s. w. die letzten geo- 
metrischen independenten Variabein, oder eben so viele von einan- 
der unabhängige Functionen der Zeit, worauf sich zuletzt, nach 
Berücksichtigung aller Bedingungen des Systems, die Coordinaten 
seiner Pupkte zurückfiihren lassen. Diese Coordinaten sind alsdann 
wiederum im Allgemeinen entweder rein geometrische Functionen 
jener independenten, oder durch Relationen damit verknüpft, worin 
überdiess die Zeit explicit vorkommt, so dass man, mit Ausschliessung 
des letztem Falls, hat x =f(oj,y,x . .. .) und folglich , 




dx__dxdoj dx dy> , * 
di~do* dt + * 

d l x dx d*o) . d 2 x,d<» 


d 2 oj d 2 xAi»^ . a d 2 x dw dtp dxd 2 y> t d 2 x { dy>^ , 
~doj dt 2 ^do^~di ) + Tüdy, ~dt dt+^lW+dy&lit’ + *' 

d*x_dx d a o) d*xf di» \ 3 „ d 2 x doj d 2 ot 

dt 3 ~ dojllF + d^KjdtJ + d^~di~dfi 

i . j 1 » • ' ( * 

■ 3 d*x ,d'ft d 2 o) .dtu dt ty/v , q d a x /dxo dy> . « d a x dw.dy^ 
dudyjclt dt * *\dtdt *' do> ? dy> ^ dt ' dl. dxody 2 dt ^ dt ' 

^djtdty, t d 3 xfdtp\* ttl d 2 xdyj d*y> , 

T dtp dt 3 + dtp* \dt ' + + 

* ' * * ' * t > . , # I „ 

s* w., ebenso . , . 

; ’ :-;; 

, . » . ( > « 

s. w. , ferner 

* » i ♦. i • 


• ;* 


4r- dx J . dx >/.A. t d%x J(o* , d*x , , d 2 # Jtp* . 

1 -Ä '"+ 3^+" -+rf^ -y + 3^ ^ -f +. • 


do> % 2 

Dz—dz r>,. dx n >. , d*x Doj 2 m d 2 x n n .d'xDy 2 - 

^_ ö(ü+ _Z) W+ ... + _ __ + _ Z, w /, y , + __ 


^ 2 r * **: 
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du} 

zfu) —— — ^ “{-.#»•> L)u> - — Suj dt\ ••••) 

• - . ‘ • t 


Wie nun in den Bedingungsgleichungen Z— 0 bald die Coordinaten 
sämmtlicher Punkte, bald die einiger, bald selbst bloss die eines 
einzigen Vorkommen können , so können in den Relationen x=f(oj,y>..) 
bald alle, bald einige,* bald sämmtliche independente Vorkommen; 
wenn ferner eine solche independente oj mehreren Punkten des 
Systems gemeinschaftlich zukommen soll, so heisst das zunächst, 
dass für alle diese Punkte von jedem beliebigen Zeitpunkt t aus, 
ihre Aenderung Jo* oder Doj den nämlichen Werth habe, während 
der dem Zeitpunkt t entsprechende Werth die Form a-\-oj hat, wo 
a eine Constante ist, die für die verschiedenen von w abhangenden 
Punkte des Systems verschiedene, durch den Systemverband ge- 
gebene, Werthe hat; man kann aber, theils um die Veriable w 
vor der Hand ohne Unterschied auf alle Punkte des Systems zu 
beziehen, theils um insbesondere auch den Fall mitzubegreifen, 
wo, wenn z. B. w ein Winkel ist, ie nach der Zählung desselben, 
Joj für die einen Punkte positiv, für die andern negativ ausfallen 
würde , noch allgemeiner restsetzen , dass für irgend einen Punkt 
des Systems der Werth von oj zur Zeit t die Form «-|-flw habe, 
wo a eine ähnliche Constante wie «, beide namentlich auch des 
Nulhverths fähig: so dass die Relation zwischen einer Coordinate 
x und den independenten allgemein durch 

. , X^±f(a.-\-Uoj, /frf-fttf',..,. ) 


vorznstellen ist, anstatt durch x~f(oj 9 Ha nun die Va- 
riationen Soj , einer geometrischen independenten w als völlig 

willkührliche, von einander durchaus unabhängige Functionen der 
Zeit zu betrachten sind, so zerfallt die Gleichung (1) durch Ein- 
führung des Werths von 3x in eben so viele Gleichungen 


(G) 


d' 2 x v dx 1 n _ r/ v d*x dx~k A 


dt 1 ' dw 


als independente Variabein oj, y/.... vorhanden sind; Gleichungen, 
die sämmtlich von der zweiten Ordnung hinsichtlich der Zeitab 

leitungen der independenten sind, vermöge des Werths von ^ a 


« f 


dt 

und daher zur Bestimmung der Bewegung des Systems hinreichen. 

III. Von den beiden Formen (5. u. 6.), die man den Bewe- 
gungsgleichungen eines Systems gehen kann, ist für unsern näch- 
sten Zweck die letztere geeigneter.' Ehen so wie diese aus (1) 
hervorgegangen sind, zerfällt nämlich die Formel (3) durch Ein- 
führung der independenten, in Gleichungen, deren allgemeine Form 


rr\ V r/v d 2 x. d n x 
(7) ~m | ( X — — ) 


dt* 


]-o, 


* » * « * 

wo n ebenfalls ganze positive Zahlen sind, aber aller Werthe 
von Null an fähig und an die Bedingung n' -\-n" .—n gebun- 
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den. Da nun aber die Gleichungen (0) die Bewegung bereits voll- 
ständig bestimmen, so müssen sämmtliche in der Formel (7), ausser 
jenen, enthaltenen Gleichungen mit denselben identisch werden, 
was somit erfordert, dass alle höhere Ableitungen der Coordinaten 
uach w, y/... verschwinden oder die ersten reproduciren, d. h. im 
Allgemeinen, dass die Coordinaten entweder linelire Functionen der 
independenten, 

A =A -p ötu -p b\ft -f- Ci -p . • • . . , 

oder Exponentialfunctionen von der Form 




tm+ßy + yx-t-"*'- 


> .»» 


^ I i 


•V 1 


mit der beliebigen Basis k seien, wo K,A, a,6,c...J' Constanten 
hinsichtlich der Zeit sind, die von einem Punkt des Systems zum 
andern variiren, <*,/?, ... aber Constanten, die, wie k, unabhängig 
vom Systemverbande sind. Diess wären also die analytischen 
Bedingungen dafür, dass die virtuellen Räume endlich sein dürfen^ 
man erhält aber diessfalls noch mehr coexistirende Gleichungen 
durch successive Differenziation von (7) nach t ; eine erste giebt 


i'*:. 




»• • II L » 4 

■,y. d % x. ( d n +lx dw crH-lj? d\f) . % 

1 1 ^W^d^+id^' -W' d&'dv*+i~ dt .. 

2m < ^ =0, 

de y d**r v df*oc 
+ jiv-*“ ~m)- 


dt 


dt 2 ' * du> n 'dy*" •••• 


woraus, da der »erste Bestandteil dieses Ausdrucks vermöge (7) 
fär sich verschwindet, indem die Ausdrücke , -^ ... . vor das 


Summenzeichen treten, 

d d 2 x 


(8) -^r) i'i 

• • • • i , «• • 

eine zweite, d, h. die Differenziation des letztem Ausdrucks führt 

I ' 1 « • >•> 1 ■* .VS .. 

ebenso zu 


•i » • 


'/ • - 




I'. • « 


v r&rr d ' x \ . ■■ «fog ~l_n 

! } ■ i . J >’ •’ 

J — > »1 # 

• % 

und so fortlahrend gelangt man zu der, allgemeinen Formel 


) !• • I ■ 

t 

; > i i 


worin die vorhergehenden nebst (7) für die Werthe i*=0,=l,=2 
enthalten sind, und wo i aller ganzen positiven Werthe von Null 
an fähig ist .Wenn dje virtuellen Wege nicht endlich sein dürfen, 
also (7) nicht gilt, sd gelten a^ar die vollständigen Zeitableitungen 
der Gleichungen (6), zerfallen aber nicht in Gleichungen von der 
Form (8) und (9). 


Tkeii VI. 


17 


I 


m 

j * * • * * ^ 

Wir ziehen hieraus noch schliesslich folgende Resultate. 

1) Addirt man die Gleichungen (6) nach resp. Multiplication mit 

so erhält man, da wir ans auf den Fall beschränkt 

i dt dt > < . - 

haben, dass x bloss mittelst der independenten w, y... von t ab- 
hängt, in 

( 10 ) 


die der Form nach mit (6) und (1) ganz analoge Gleichung, deren 
Integral bekanntlich das Princip der lebendigen Krade enthält 
Man erhält sie gleicherweise durch Vertauschung der Variationen 
»oder virtuellen Geschwindigkeiten dx in (1) mit den Zeitableitungen 

oder wirklichen Geschwindigkeiten — 7 wir können auch sagen, 

durch Vertauschung des virtuellen Wegs Dx in (2) mit dem wirk- 
lichen Weg /ix, welche Vertauschungen gestattet sind, so wie die 
Relationen zwischen den Coordinaten und independenten oder die 
Bedingungsgleichungen des Systems die Zeit nicht explicit enthal- 
ten, wie sich Lagrange in der analytischen Mechanik ausdrückt. 
In den Fällen nun, wo I)x endlich sein darf, muss dasselbe auch 
von /ix gelten, und man hat alsdann als Folge von * • 


f 


( 11 ) 0 ’ 


r._ 


W, 


1 


neben (10) eine Reihe Gleichungen von der allgenleinen Form 

a-2) . . 


welche sich in der That, wenn man den Ausdruck von 


d n x 

dt» 


durch 


die independenten einführt, mittelst (7) rechtfertigt. 

2) Da in dem Zeitintervall /ft die Grössen X und x die In- 
cremente /IX, Ax erhalten, so wird aus der Formel (1) 

(13) 2m[(X+JX-£!^$-)S(x+4x ) ] = 0, 

(wo man auch D für 8 schreiben kann , analog der Formel (3)) „ 
d. h. die Gleichgewichtsformel der verlornen Kräfte zur Zeit t-\-At p 
und da - 


{n 

»“ >. » 
*» »f 


• > / 


i! I l. . ' 

folglich 


TI 


A Y dX A . d 2 X At * . 

dX = —At-fr-r-^ -jy- + 

dt • dt * 2 '■ • ••. « . 

» 

• *» * . 

a dx .. t d*x At % . 


\ # 


» 1 i » « 
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d?Jx A d*x d*x A4 . d*x 4t* a 


dt* 


dt 4 2 


A* A > d&T A i. I 'dt* . 

., f\ i.‘H .Al&CZddX^ |^. ,:j ., (<ft 

■ ! »<>• ’-.J m,J ,. » V.'V 


dt* 2 

♦..!> *>••'/ i , , »•*.“. (*«•»} <: > M* «il* . !i • 

■ - ^Vliv d*(x+4x) v * d*x- d .«r Ä,;, - 1 
\”* + ~ X ~1F + rf<^ + "-’ - ' 

► ■ . . * » :•< ' i ') • . » ’ V- . . i , •. , i *; - - f »« , ii :A 

*«<•' */ .1) ’j , ;■ /' 1 I ,• • , ,. • ,.‘ t » t 1 - • ■• \ 

so bildet der erste Theil von (13) eine Entwickelung nach 4t ^ deren 
einzelne Glieder wegen der willkührlichen Grösse des Zeitintervalls 
verschwinden müssen, wodurch man eine Folge, von Gleichungen 
erhält: *' ' * 

> . . r-* i ii'i ! . * •'* 

l " * 1 1 d*T där d d*T 1 ' * ' 

.. v . t 

f )«» .« \ *.i, U\ ■ Ul , s Ul <j; Ul j . I 1 U... . k • 

d?bx , n <1 /v d* x ^ d&x j d f y' d?*£\ «>. i . a 

■*”f ( SF + 2 S (jr " -aF> • -rfF+^^-SF^ =0> 


u. s. w. 


t‘ • ’ l . >$ » • 

die, wie natürlich, nichts anders sind als die vollständigen Ab- 
leitungsgleichungen von (1) nach f. Aber in dem Fall, wo die 
Gleichung (7) und folglich (9) gilt, zerfallen sie wiederum in 
Gleichungen von der allgemeinen Form 

(U) ^ i L^-rfF ) -^J= 0 ’ 

wo i und iGipösitlve ganze Zahlen, sind, aller Werthe von ; Null 
an fähig, so dass für i-f-i'=0 die Gleichung (1) darin enthalten 

ist, für — l die beiden m \\. ( 'i v > > . . / *» ^ . 

i ^ ■ / I r." " \ j J * i « \» / ' * * - 

Sm[^(X-^).3x]=0,. x . 

LV dt 1 ' -'d#' * I' ” J 


die man in der That unmittelbar mittelst (9>, ;rechtfertigt , indem 

. \ S , Vi ddx 


man den Werth von Sx und von 


» \ 1 • * X 


'dt 


d. h. 


t ' t . t 


* » \ v 

*> r / *<»; o 


■ 'i nt -nt: . 


■ dix ' dxdSrn j*x dm "d*x d* ; ■ 

* ■?. i t W— >■ er: -r— *— -, ■ — ~r V, j* "» "TT T '/ 7 57-+^. 

dw dt dw 2 dt • d(odif> dt . ^|r ;v f4 , ^ 

V 

einfuhrt. Endlich, da dann auch die in (4) enthaltenen Gleichungen 
bestehen, so folgt daraus ebenso, wie (14) aus (1) , 

i III V Ü ^ Y : t»7 di*/; u**«h. 

. f - ’ \ j. ■ ■ N 

iie «ich ebenso wie (14)> durch (9) rechtfertigt. u 

17* 
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l v 
\ 1 


§. 4. 

• ’ * '» •'» 

Nun lässt sich zeigen, dass das Princip des kleinsten Zwang» 
zu denselben Gleichungen führt, wie die Gleichgewichtsformel der 
Zwangskräfte, und zwar in def Art, dass in den Fällen, wo das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten bei endlichen Verruk- 
kungen des Systems gilt, auch unser' Princip für ein endliches 
Zeitintervall statt findet, während im Allgemeinen, d. b. wenn dort 
die virtuellen Wege unendlich klein sein müssen, auch hier das 
Zeitintervall , für welches die freien Bewegungen der Punkte des 
Systems mit den wirklichen verglichen werden , unendlich klein 
zu nehmen ist. , 

I. Es seien für irgend einen der materiellen Punkte m des 
Systems seine rechtw inkligen Coordinaten in der der Zeit t ent 
sprechenden Lage A (um die Benennungen aus § 1. beizubehalten) 
x, y>z, und in oen beiden der Zeit entsprechenden Lagen, 

in C x-\-Jx, y-\-Ay y z + Jz, in B x-\-£, y + y, z+L wo also 
4x , Jy, Jz und ebenso £, tj , £ Functionen von 4t sind. Setzt 
man daher * 

BC—u , und Znni 1 == U y 

• * «* , ♦ 

# , ► * , ' • , » 4 , , * , 

sn .ist •• ■« . ' ’ . ,1 : 

= r)’ +<*7 - ^)* + (C ~ Al)*, ,, 

und die Grösse (7, die ein Minimum sein soll : 

(a) U=2m[(£ — Axy\. ■ 

Um nun V nach At zu entwickeln , so ist als Function von 4t 
aber für Ai= 0, oder für die Zeit t hat man 


6 . * 




»b .i . ; ,. s - !£ = 0 ( ^ \ f?? f. / .4*1 Y — v 

*° ’ \dJt) 0 -dt’ XdJr) ~ x ’ 

indem, wie in §. 3., X , F, Z die Axencomposanten der zur Zeit 
t auf den materiellen Punkt m unabhängig vom Systemverbantk 
wirkenden beschleunigenden Kräfte sind; es ist ferner zu En<k 
des Zeitintervalls At 

■ »• » d*|* v i v 1 dX Ax , d*X4t % , *■ 

^-X + JX=X+ w M+ rSF - T +.. r ., 

aber auch vermöge des vorhergehenden Ausdrucks von £ 

ri*i _/ an \ , ( d'i \ M , ( d's \ m • , 
djr ~ \ddt 1 )*• \dM 3 ) 0 + \dJt 3 ) 0 ~r T • * • • ’ 
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folglich durch Vergleichung dieser beiden identischen Entwickelungen: 


/ \ dX (d*S \ . 

\fÜF) „ dt ’ \dJi* / 0 

Man bat mithin 


d*X 'A 

— y U. s. w. > 


> - * * .j* .*. 


‘;t *’» i' j 


'l. » 


fc — dx y ^ | .dX dl* , 
f d( dt+X 2 + rf< 2.3 + ' ■ 


und 


» '» ‘i 


lli 


( M 


fto ...d^xJf'd'xdf 

^^ir T + ¥0 + 


• T * 

< * i f* M ♦ ( ( 


folglich 


» ‘i 


\ I . O 

d l x. dt 3 


t ( v dt* , d v crj\ ji' , 

S—Jx=z (*- - dF )- T + m (X- ^r) 0 + 


also 




(6) tr 


jt 


v r/ v d* x dt d f y d*x* . 

■jjr + 3" ^ jir) + • • • )’]• 


4 " lv " ' <ft» ' 3 <ft v “ dt' 

. ’/ .> !> 

Auch ist vermöge der Entwickelungen in §. 3. III. 

d* ( £ — dx) __ v . v d* ( x + dx) 

JL+JJL- 4V-, , 


« o 


T # 1 1 * * * J 


\ l M Ir* 


mithin kann die dortige Formel (13), indem man zugleich die vir- 
tuellen Räume statt der virtuellen Geschwindigkeiten setzt , so dar- 
gestellt werden: 




(16) Sm[ d ‘ D(x+ Ax) ] =0. 


II. Um nun direct , nach Analogie des Gaussischen Beweises, 
zu zeigen, dass JJ kleiner ist, als wenn willkührlich von A aus, 
statt des wirklichen Orts C zur Zeit t\ dt, ein compatibler Punkt 
D, d.h. ein anderer Punkt der Trajectorie yon m, genommen wird,» 
so seien x-\ -Dx, y\Dy, z-\-I)z die Coordinaten von m in der 
Lage D , wo D 3, Dy., Dl willkührliche * aber dem Zustande des 
Systems zur Zeit t compatible Aenderungen der Coordinaten sind, 
Hm von A zu D liberzugehen , also Grössen nach Art der in §.< 3., 
auf diese Weise bezeichnten virtuellen Wege, •» * . „ 


•i/ 


Dx=Sx dt 4- d* x . -f- . . . . , 




doch mit dem Unterschied, dass, gemäss den Erörterungen in Be- 
treff des Gaussischen Beweises in §. 1., die zur Zeit t erlangten 
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l 

• ■»•‘ijt * ;i|ii 1 ,i<» ilgs ' ' d«- * ’* *' i ,% * «fit,' u!*.l f a. i 

Geschwindigkeiten ebenso in J)x y wie in dx und £ stecken, 

... . dx * , . « . » ' • d ■ diu _ >_ __ « • i. 


d. h. dass und desgleichen 8<d u. s. w, zu nehmen ist. 

Alsdann ist aber 


• i (■* * « r * 


, ^ d l x x Jt 2 . / „ d*x x Jt 3 . 

J)x-*Ax=(S x— *gjr)-ö - +(* a; — - j»)ö“5+ 


<«>'2.3 


d 2 # 


und gemäss den Ausdrücken von u * 8,w * n dttelst der in 


ibu 




dependenten, indem man darin &>==—•, 8y-=^~ y u. s. w ? . macht: 
v, d 2 x dx <Z 2 w* . dx d*y^. 


»t 


^ _ f*£. _ _ ^L) + 2? (i» y, 

, 1 t* ,/nt V 7 1 du, V T 




dx 


dVv i 


i \ 


tfZ 3 cZw w cZZ 3 7 1 d\ff 

3 / d a # cZw , d*x dy 
dut* dt dwdy dt 


dt 3 


■) + ■ 


cZ*w 


’ ! . ' “ < •» 




i » .* - 


u. s. w r . 


Nun sei 


j * 


\ j 


BD=u', Smu' t =V, , 


so ist zu beweisen, dass 


4 • ( 

M,’ l>- l 

AbeF 


. , v . i. « . » .M . " ‘ *- I ’l ll 1’ v l 


t* l- 


u '^ = (l-Vxy + ( v -Dyy + ((~Di)f 

• i .< . = [(£ dx (Dx— dx))*]^ -j •{ . 

: ' = « ? ;+ f LPm V Axy] -2[<g- **) ( 9 * - **»>} ;• 

t f' : • t.l,. « . • J M , s , \ . t \ « * H * < * '» • <( -fl 1 ■ 

folglich""-""-. ■• ■*' ■ ' ;•■• • ]' • 

' ( C ) .1 1 )‘ -.'11= -m[( l)x-~Axy}- 2 [(J - Ax) (Dx-^ 4x)Y, 

t ’ * V t . j 


' > \ ‘ >?{*•• »r , • • • • ■ » v ' i v * *• / 

und es ist U f — U>0 f mithin U ein Minimum^ wenn das zweit* 
Glied dieses Ausdrucks verschwindet , oder wenn 

(17) JSmU$-dx)(Dx-*dx)\=Q\ 1 

. . , . •** • lt » . t ■ * » 

denn alsdann kommt U ' — ZJ auf den w esentlich positiven Ausdruck 


5 i 


• 4 1 4 ’ \ } 


| 2m[{Dx—dxY] oder 2in.CJD* , % ,j. 
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V 


zurück. Entwickelt mau aber den ersten TheiFder zu beweisenden 
Gleichung (17) mittelst der Ausdrücke von £—4x, Dx — • 4(x 
nach 4 t und setzt man alle Variationen und Zeitableitungen vor 
die Summenzeichen, so findet ^ sich jedes Glied mit einer Summe 
behaftet von der Form derjenigen, welche die eine Seite der 
Gleichung (9) bilden. Wenn daher das System von der Art ist, 
dass die virtuellen Wege endliche Grösse haben dürfen, so ver- 
schwinden , vermöge der dann giltigen Gleichung (9), alle einzelnen 
Glieder der Gleichung (17), was auch 4t sein mag, wofern nur die 
den ersten Theil derselben bildende Reihe convergirt; d. h. das 
Priocip des kleinsten Zwangs gilt für endlich Zeitintervalle 4t, 
welche überdiess jede beliebige Grösse haben dürfen in dem Falle, 
wo die Coordinaten lineare Functionen der independenten sind, 

weil daun mit deu Ableitungen - = ( von n=2 an alle Glieder 

dc* n dy n •• 

der Reihe ausser dem ersten verschwinden, mithin 4t keine Con- 
vergeuzbedingung mehr erfüllen darf. Gestattet aber das System, 
was im Allgemeinen der Fall ist, bloss unendlich kleine virtuelle 
Wege,, so gilt die Gleichung (9) bloss für i=0, n— 1, oder redu- 
cirf sich auf die Gleichungen (6) , vermöge deren alsdann bloss das 
erste Glied in der Entwickelung der Gleichung (17) nach 4t ver- 
schwindet, 4t muss also unendlich klein genommen werden, da- 
mit diese Entwickelung auf das erste Glied zurückkomme, oder 
(c) auf 


*J ;.i 


Jt *’ 


« «' - ^ x - w * w 


. i 




• • »W/ c« d % Oi v v / \r . drW-v dx '» - ' v 


*1^ 


_ 1 I * » 

wobei sich zugleich die Homogeneität dieses Ausdrucks zeigt. 

Die obige Entwickelung von Dx — 4x lässt sich auch dadurch 
machen, dass man diese, Grösse und entsprechend Dv — 4oj = h , 
Dy— 4y = i, u. s. w. als Incremente von 4x und 4c*, 4y... be- 
trachtet, beim Uebergang vom Punkt C zum Punkt D; man hat 
alsdann . 


« . dJx . ( dJx , d*x h* , d l 4x , d*Jx i* . 

Vx—4x= --...A-f--- — i+..+-r — --s- 4 -— — , hi + tt-j-s-t»"» 
dJot dJy djo* 9 2 1 ddwdJy dJy* 2 


. i * v V 

wo 

- 11 • 




f ^ > 

’>»! . : ü 


d*w x Jt 1 


A— Du)—4u)= ( -f- . . . . , 

dt 2 


i Dy — 4y=* ($*y 


d* y x Jt 1 


) “o — !*••••.» 


1. 


W' 2 

• > \ 

U. S. W> ; 

und, vermöge der in {.3 angegebenen Ausdrücke von 4x mittelst 
dw , 4 y* . • * 
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ddx dx .d % x . , d*x . , dx . ,d % x du . d*x dy . A , 

dT u rd^ r d^ u> --SS* <3? rf< ■hwv- di +0 ^ t+ " 

* t “• * « * « * 

* 1 ■ I * » i f 

. cPdx d*x , ( d*x do) t d*x dy\ \ j t t 
~dl ? W ~di + dv'dy di + *'* ; " 


d*Jx 


d? x 


^ ^ ( d'x doj d*x dy_ * » \ vj * 

djwdjy , dojdy <tw*dy dt dwdy* dt 

Formeln, die auch noch später gebraucht werden. — Man kann 
endlich den Uebergang vom Punkt C zu D durch Incremente 
D(x+Jx) der Coordinaten x-{-Jx von C andeuten, so dass dann 
die von D die Form haben x\jx\D{x-\-Jx^ t wo zunächst, wie in 
der Formel (16), ...... 

D(x + Jx) = Dx + jDx=zDx + f ^f + Z \ 


und 


JDx~Jt9x-\r^-ä*x-{-.,., 


t 


mithin 

D(x+Jx)=Sx.Jt+(t*x+^)l£ +(3'x+3^£ +3^) 

1 

6 W • !• 1 • dpC 

allein da in Jx bereits die Anfangsgeschwindigkeit enthalten ist. 

% Ctv 

so ist, gemäss der obigen Erörterung, in Dx zu setzen 8x= 0. 
wodurch Dx und D(x-\-Jx) zurückkommen auf:; 

X « 


. Dx^Px^+P X . ( ^ + 

ii . . , .1 . ti \ 


.r 


und 




so dass diess Grössen vom Range des Quadrats von Jt werden, 
und, da nun auch gleicherweise Bot =0, By =0, u. s. w. zu nehmen ist 

3*x=~t‘o J + ~<r‘y+ - ' 

dto dy 

dot dw dotdy 

' u. s. w. 

« 

ist. Wenn man hiernach die Gleichung, die nun an die Stelle ron 
(17) tritt. 
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(18) 2m[($-Jx)D(x+Jx)]=0' : '’‘ ‘ ‘* * ' ,l1 ' ■'* 

' * 1 * * i • ^ •' 

entwickelt, so ist leicht zu sehen, dass sie, wie die Entwickelung 
von (15), lauter Glieder liefert, die durch die Gleichung (9), wenn 
diese statt findet * verschwinden ; während für ein unendlicnkleines 
Jt an die Stelle von ( d ) tritt '* \ " \» 


\ 


• («f) + • • '■* 

v/ ^-dtu 'dtp; * y < 


«*♦•1 




r M, »i* 


>» 


' i l\ 1 


dt* 7 doj 


W> 


eine homogene Formel, deren zweiter Theil vermöge der Gleichun- 
gen (6)> mithin vermöge (1), verschwindet*). , t ., ,u j» ,: .* .1 f 

. Ill Um nun da& Minimum auch unmittelbar durch Differen- 
zialrechnung zu behandeln, so könnten wir > ausgehend von der 
nach 2 /f entwickelten Form (b) der Function ü, (Wie in §.2., wozu 
wir daselbst durch die Natur der Sache geführt wurden), nach den 



eungen , a. n. nacn den zweiten Aeitaineitungen der independenten 
Variabein, ebensoviele Gleichungen erhalten, als solche indepen- 
dente vorhanden 6ind. Diese sind, wenn man, wie im Allgemei- 
nen erfordert wird, die Entwickelung nach dt auf ihr erstes, mit 
*dt* behaftetes, Glied zurückführt und ’ • J •* «.*•' i 


• t v d * ■ j» . 

‘ *■ rfF=^- u s w - 


\ .! 


setzt, 

(19) M<*-^)^]=0, 


%\ 


: , . , * 1 

*) Natürlich haben hier die dem .fjebergang von C zu D entspre- 
chenden Variationen nicht dieselbe Bedeutung, wie die in der Formel (d), 
welche den Uebergang von A zu D andeuten; unterscheidet man der * 
Vergleichung wegen die jetzigen durch Accentuirung des d, so ist 


S^af—d^tu t u, s. w. 

dt* . 


und entsprechend ; 


! I . 


* ' t ’ ‘>5 }{l ' 


’) ». t *ril> lf.it» 

i 


v * x — . 

ö XydX 


<1 


überhaupt muss, wenn man die Formeln (17) und (18) vergleicht, 




' D f (x-fix) = Doc — Jx 

identisch sein, und die gliederweisc Vergleichung der Entwickelung dieser 
ft>etden Ausdrücke nach Jt giebt die ^vorhergehende und alle übrigen Re- 
lationen zwischen den Variationen S und <t'. . 


t v . , 


% 


206 


d. h. die Gleichuugen (6) ; denn , ( vermöge des Ausdrucks von 
- 5 -p. mittelst der independenten , ist; .... 

af* . 'h ’n » u /i e- hx !/• i» »1 i.'i c* , Ti** 5 ; 

*. •*. v . : •» . '* i! t \’\ > . * * ■ *1 i l >! ) • i .‘J . • 

• d d*X ^\dx (I d^X^ldx V», •* 

du" dt* 'dt* * dtp n dtp’ ' * • ‘.v '• * i»r 

Wir verfolgen aber von dieser Seite die Sache nicht weiter, 
denn da , w enn o/, oj m , u. s. w. ebenso die erste , dritte, u. s. w. 
Zeitableitung von w vorstellt, überhaupt 


d dx ' ' 4 , d*x _ J_ d d*x _ 
dt» 1 dt do/' dt 2 doj n di z 


dx 

d*’ 


i i: .! > 


) I >1* *r ' *'l » » t 


. *1 ’ J< ' ' 'J J’ ‘ *' •' • ' * > • * , ** 

Gliede von ist, - so weist dies» 

, dj<# 


aul 


d. h. gleich dem ersten 

ii 1 ' i‘ 'I I «{ ^ ' > i»'».' 4^ . I ■ * I , v , " 4 I ’ _ ■ , 4 ' - # 

eine allgemeinere , bereits ini Vorhergehenden angedeutete Art hm, 
die Differenziationen .anzustellen, nämlich nach den dem Zeitincie- 
ment dt entsprechenden lncrementen dt», dtp... der independenten 
Variabein; denn diese Differenziation entspricht allgemein dem 
Uebergang vom Punkt, C zu 2),i von dem in Nro. II. die Rede 
war, wobei wir auf die Function U in ihrer ersten, unentwickelten 
Gestalt (a) zurückgehen müssen. # ^ j . • ? 

, Da bei diesem Uebergang di» Punkte B , mithin die Grössen 
£ ungeändert bleiben, so sind die partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung von der Function U nach dw, dtp...,,,. . 

. u. s. w., 

. ..... 

p 3 l • ■ I | | l t* , » * * * * * I $ • . ' I * * . * * , < ♦ • , 

T7 V o v ov r/t > \ 1 

\_dJm dJyiJ ^ ddvdJv J ' 


f U : ». 


. *• .» 


u. s. w.. 


und die Bedingungen des Minimum’« sind von dreierlei Art. 
nämlich 

, x dü n dU r, 

(a) -j— — 0, T7 =0,u.s.ff. 

; . ... , ■ 1 1 a^/w , * , ildfp 

*1 * i ». 1 < f „ A i , » I ) t« 1 < t* ' » T *«’b • ,, , i * 

• tn\ d 1 U n d* 17 w A 

® 3j^ > 0 ' dj7* >0 ’ u ' s - 

“ *»*» ryN f ^ ‘A V *** 

ddw* «: ’i 1 !**•'. 


i 
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Sfe.rfn* .etfUlt ,, wen* I .j.ih». 

(20) 2m[{£-4x)i^]=Q, -Tm[(f - Jx) — ] =0, a. Bi ta. •, ! 

aJoj djy 

(21) M(*-^Jg|=0. ,^[(S-^)^^]=0,u. S . W .; 

j" 11 •'<*'1 1 1 *< • -jW ■ ■ # i » ji ■J | ii ' .'i I ’)^T TM i Uj «i 

denn alsdann kommen die zweiten Ableitungen von U auf ihre 

n d*tr ,TrT,> r ; i{ 

ersten Glieder zurtick, die bei allen von der Form ~r~~l wesent- 

• £ *.;**!, iu, i ’»> , f'i S. , { t 1 ii*:*;'** ,*<JI»vid 

lieh positiv sind»! jyip jes die Bedingungen (ß) erfordern und fa# 

' orm (v) erhellt unmittelbar 


Statt linden der Bedingungen von der Pöring) 
durch Entwickelung ihrer Bestandteile, indem 

4* V -M &JJ i ^V ( d ^ dJ* \Kl K 
(Uw* ddy' 1 * ^WdJutdJy) _J 


:•;(( «II M»1 KHVJOW 


» I 

itr .• 4 


»> * 1 


. * r 

+ 4 


2 m f ( ,Ux dJ y\* i ( AJx 

l_\rfdai djy) \ddip tlJatJ, J 

;l '"'l“ V / rf'fr- y ' • £r/djxdjx\ 
iu\. ,,ii \ .AyM« djiit). 


» *"«b IHM “ 1 ddydJx 

w, ir.».i*'»ir<» Jj \ » *i d,4y dJtft dJw. 


.s e—« l! ' , if* 

»* <1 : i«*r, ...» 

W',-rS l*. :*{•«. ;• >;! tt‘>. •«»<>»’ 
** d-noi» 

r " *:;;i 7.w. 


wonach die Sache auf den Satz fl*+6 a >2a6 hinausläuft. Entwik- 
kelt man aber I die/ ersten tlTheue der. nun npch. ^v erweisenden 
Gleichungen (20), 1 (21) nach .dfWermöge obiger (Nro. II.) Ent- 
wickelungen der Ableitungen |i. s. w» Und der Grossen. £ -^4** 

so Befinden sich wiederum in allen Gliedern, (nach gehöriger Ab« 
Sonderung der von den Summationen unabhängigen Factoren) Sum- 
men, deren allgemeine Form In der Gleichung (9) enthalten ist; 
die Gleichungen (20), (21) gelten mithin unabhängig von der Grösse 
des. Zeitintervalls At, wenn alle diese Summen vermöge der Glei^ 
chuog (9) verschwinden. : Wenn gber diese. bloss für; 1=0,' n=ij 
gilt/ . so ist das Zeit’mtervall unendlich klein zu nehmen 1 , wte die 
virtuellen Wege, und die,, desshalb auf ihre ersten Glieder iuruck- 1 
geführten, Gleichungen (20) sind einerlei mit- den Gleichungen (6); 
die Gleichungen (21) dagegen, deren erste Glieder die Summen 

• >1 >“‘7i“ T .i - ° Ti/rTTr»*- 3 *lRIy r, .*r» '»nruiirvä Futur- ( *> > : l> , ) ür» 

-■f ii- *f • t « r/-yi n’-d» «P\ dl*-* l»4t 'r/ v" idfioß •,-d^X-\ / f*> ” !i ‘iIühiiI 

. r.1,1 •M'ik-.V-.V '» ‘n:>l Wdyiu _ >, tu * 

enthalten, gelten zwar dann nicht i mehr , f weil hier «=2 in der 

Formel, (9) zu nehmen wäre, sind aber diessfalls zur Erfüllung der 
Bedingungen (/?), (y) auch nicht mehr nöthig, weil die zweiten 
Theile in den Ausdrücken der zweiten Ableitungen von U wegen 
des Unendlichkleinen von selbst wegfallen ; denn es kommt alsdann 

i' !• » >:i» •' ' » ,i;**i •►»}, ^ n^|;b Uf>. 

»;*m5 i ; i -in# '\ n) »IJ) 


B. 


auf 


d'U 

dJ oj 


7 o ^ rY^Yn xu* v r/ v d^\d i ^^ ,,,f 

-*= 2 ^ L(w . 
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zurück, 
die übrigen. 


mithin , wegen At=~, auf 2^m tind ebenso 

i(ron< ! I • * »' 1 . ! • ' 


• I 


r; .x i 


.. \, 


{. 5 . .«• 


x.\ \, 


. Hier betrachten wir noch das Princip des kleinsten Zwangs 
im Fälle des Gleichgewichts. 1 ' 1 ’ ' “* *’ ’ *' ‘ 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten liefert, wenn die 
Kräfte, deren Axenproiectionen X, F, Z sind, selbst an dem Sy- 
stem sich Gleichgewicht' halfen sollen , die Gleichung : 




i * « ■»•-** ,w / 


i. 


i" .i . ’ ■ 


■'<(*) 2m\_XDx\^0, !>•: 
woraus man, wenn Dx endlicher Werthe fähig ist, die Formeln 

* t i * 

(« t =°* $ i Jär *... ] =° 

* ^ v * 

zieht, wovon man die letztere aps der vorhergehenden erhält durch 
Differenziation nach einer Variabein t, wovon alle andern als 'Fun- 
ctionen betrachtet werden, oder auch, was auf dasselbe hinausiäuft, 
durch Differenziation nach der Characteristik d (nur dass dann 

d*X \ ; 

d*X für — ~ zu setzen ist), und die im Allgemeinen auf 
dt 1 


•i 1 1 


,i»i» • • 


5 (br V,: * ’’ ;1, i;: ftr 


1 / • f. »** 


; * fr) w. r ;5 

•• * f.i» . t • • r* *• m .i.-i . : i v ** .Wf**'’' U»J\ »»,.* •: 

*« * ^ 

zurückkommen, : wovon letztere in der Anzahl der geometrischen 
independenten vorhanden sind, mithin die Gleichgewichtslage voll- 
kommen bestimmen. Es ist nun zu zeigen, wiefern diese Glei- 
chungen auch diessfalls ein Minimum des Zwangs ausdrücken, was 
auf ganz ähnliche Weise, wie in §. 4. geschehen kann. 

Seien x, y,z die Coordinaten von m in der Gleichgewichtslage 
A, x-i-k, yAv» *+£ oder x r , z' in der Lage B, wohin M von 
A aus gelangt, wenn es sich, wie alle pudere Punkte des Systems, 
aus der Gleichgewichtslage frei unter dem Einfluss der an ihm 
wirkenden Kräfte X, F, Z bewegt; endlich x-{-Dx, yA-Du, z\t)z 
in der Lage D, in die es von A aus gelangt bei einer willkührli- 
chen, dem Systemverbande compatibeln , Verrückung sämmtficher 
Punkte des Systems, oder vielmehr in die es Von A aus, wenn das 
Gleichgewicht gestört wird. Während des Zeitiptervaüs Jt, in wel- 
chem es frei nach B käme, bei seiner Verbindung mit dem übri- 
gen Punkten des Systems wirklich sich bewegt, (so dass man auch 
Axj Ay, AiiHf Dx, Dy, Dz setfeVii konnte) Setzt man wieder 

'»*.*• .t *\ ‘t .« ir :• > ' *51 > f 1 > 1 1 5 . '! .{ • ) Jf’l 

* *!2‘* •! 1 *n*f r ' . * ‘ ’ i ( j l ' ‘ i ' AB—itf • ‘ *\ i !•* CI« r 

« li** -•» : i *«!’•! * J ■* i*,-* ».*>. «•» n’l »*». 

so dass U die Function ist, die ein Minimum sein soll, wenn die 
Gleichungen (ß) oder (y) gelten; ebenso, wenn der Punkt D an 
die Stelle von A tritt, N . , i. • , 

•' r:r'L\ /A 


vv v 


BD—v!, V; • 




Digitized by Google 


/ 


269 


SO 18t 




d i.|:l •>* 


«‘=r+,’+?’. 


.. a:m. «'* — Dx))\—U* + [ß^'j — ‘2[|/>iT};: 

mithin * : ' ‘ ’ ' 

* . ■ * • • ' : > tl ' > » * i • . ■ * \ ** * . « •' - » • • . t. , • . • . t • » ■ 

i. .*(«)< B =r»&w[£*]., «oder U—2m[(a ?~ #)*], 
fad* ‘ ‘ ‘* Sir tf *L> '* ' . ’* . ir 


* •) , i-. 

\ ' * » * j J * 


• » 

■ . :.\T 

' ♦' M * t\) 

*.i* « ■ 

. . i ’ .*! 

t i 


• 1 ■ w 'i )•'“ << L ' - •; * : 

> . .. vd. b. Jw[g/)^]=ö,,! > ; i «* L f 


■t • ,/ 


die Bedingung des Minimums von IL Oder wenn man V n der 
zweiten Form nach den independenten w, diflferenzirt , wobei 

bloss die Üoordinaten x des Punkts A sich ändern , während die 
Coordinaten x‘ des Punkts B ungeandert bleiben (wie in dem 
Beispiel §. 2. : 'III.), so hat man in 

[7% ~ ~~ 2 Sm ^ = ~ 2 ff S=0> u. s. W/ 




\ ■! 


(o E- 23 * [(£>“]- 2 ^[ £ E >0 ’ u - * *• - • • 


i . . i * 

hi ‘ ’ '■* > 


'tPU d t V^, d*U ,» 

IX ■ dr >{ n^ ) ’ - & w - 


dx 


das System der Minimumsbedingungen. Da nun — = 0, mithin 
auch $x=Q> so hat man zur Entwickelung dieser Ausdrücke die VVerthe 

dt* dX L Ji* t 

5 1 ■ ~ | , . • v (j J ” • • • • y 

’ . 'f M it, > .? 3 •• . * \ < » > 'J i r • -> 


JV' 


:? • V5 - K ^ ^ * 


iöx—Fx.—- + b*x. 


■ . !» % 


■f 


!•’ H <• / 

wo J*ar, d*x, u. s. w., weil auch dw = d^=...=0, dieselben Wer- 
the haben , wie in der letzten . Entwickelung in §. 4L Ili, nämlich 

’ ‘ dx dx : 

Px = + ^Fd>+ 

aw dyf ' 

l 

i*ar=^a , «»+ ^£a s «* + 2 a s «'^v'+ . . . . 

cw» ctw* dwdy 


« t 


^•>v.^feBdcibd u*» d i iint : jf ■? t -dii «:*•*: u'> 

u. s. Vermöge dieser Ausdrücke erhellt aber, dass, mag' dt 
endlich oder unendlich klein zu nehmen sein, die Minimumsbedin- 
gungen in der einen (6), wie in ! der andern Form (c)> durch die 


Gleichgewichtsbedingungen (/?) oder (y) sich rechtfertigen, . 

ItK •'•'‘'II I: :i ! .ill .‘U:i 


i 


Y\ . « I* - ^ 

•t. ^ 1* 

1*. <'•' 




i *"i, s , 


»•-U l 


. j» - , - 




.’j .! ,* : .n ■,«»••• iV . f, i ..I !• « *mi>- J :/.■/ i 

• i i .*'■ * 1 .i;i. J. j i i/. r #-.i/ > . i > > > i . s * i * • /i 


Diyitizsd by Google 


270 


> 


i 



• t ,.*»•} 

Schlus Bemerkung. 

Mit Vorstehendem glaube ich das Princip des kleinsten Zwangs 
nach allen Seiten erörtert zu haben ; ich musste mich dabei zugleich 
in eine Erörterung über das Princin der virtuellen Geschwindig- 
keiten einlassen * die darin hauptsächlich von den gebräuchlichen 
, Darstellungen abweicht, dass ich bei den virtuellen Bewegungen 
immer zwischen den virtuellen Räumen und Geschwindigkeiten 
(man kann beifügen: Beschleunigungen) unterschieden und gezeigt 
habe, dass von diesem Gesichtspunkt aus ein wesentlicher TJnter- 

S chied in der Entwickelung der Beweguiigsgleichungen eintritt für 
in beiden Falle, einmal denjenigen,,! wo , idie. virtuellen Räume 
endlich sein dürfen, alsdann den, wo sie unendlich klein sein 
müssen. Man pflegt die virtuellen Bewegungen , die man einem 
System ertheilt* ins Gebiet der Variationsrechnungzu ziehen; ich 
glaube behaupten zu dürfen, dass nur bei obiger Darstellung die 
strengen, dem Geiste der Functionentheorie angepassten Begriffe 
der Variationsrechnung, Jo Anwendung kommen, Wie sie namentlich 
Ohm in seinen Schriften auseinandersetzt. Diese Methode be- 
steht übrigens nicht ir.i 'Verbannen des Unendlichkleinen , sondern 
in der strengen und folgerichtigen analytischen Behandlung desselben. 
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Untersuchungen über den sogenann- 
ten berganlaufenden Doppelkegel. 


-I »A . 


Von dem 

“*,V {<*»»•**. » !• .0 \‘u /• ..?» .»i . ü . .*f •. 

f . Herrn Professor Dl*. F. Stegmann , -».ii.u •*.* 


an der Universität zu Marburg. 

.... . '• ( > 

1 il 


, • ■ • >. ^ , , . \ ‘ V' 

... } M ...Lj . 




Die bekannte, in jedem Cursus über Experimentalphysik er- 
wähnte und öfters bis mechanisches Paradoxon aufgeführte Erschei- 
nung, dass ei»' Doppelkegel auf zwei divergirenden Stützen durch 
selbstständige Rotation ln; die Höhe läuft, bietet sowohl in geome- 
trischer als mechanischer Hinsicht mehrere interessante^ Fragen 
dar, und es existiren darüber auch bereits zwei Abhandlungen in 
den Schriften der Petersburger Akademie, die eine von Kraft 
(Novi Comment. Acad. Petropol. Tom. VI. p. 389.), die andere von 
Kononoff (Nova Acta Acaa. Petrop. Tom. VII. p. 229.). Allein 
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die erste erklärt eben nur, mit nicht geringer Weitläufigkeit, warum 
die gedachte Bewegung vor sich gehen müsse, und dass das Auf* 
steigen nur ein scheinbares sei, und ist selbst in diesem Wenigen 
nicht frei von Irrthümern; die zweite genannte Arbeit dagegen, 
welche hauptsächlich in mechanischer Hinsicht die nöthigen For- 
meln zu entwickeln bestimmt war, ist durch einen fundamentalen 
Fehler, wie sich später (§. 16.) zeigen wird , so sehr luissraihen, 
dass man nicht anstehen darf, sie als ganz , unbrauchbar ztt be- 
zeichnen. Unter diesen Umständen möchten die nachstehenden 
Untersuchungen , welche vorzugsweise über die bei dieser Bewe- 
gung sieb darbietenden geometrischen Fragen Aufschluss gebe« 
sollen , manches, neue und vielleicht überraschende Resultat liefern* 


i . « 


i ■ ■ ■ • • • i i 

.* / • . j •* > 


1 $; l. 


f \ 
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• ^ . Es mögen in rig. 1. die beiden congruenten Trapeze AEGB 
unu AEHC die Unterlage vorstellen, von welcher der Doppelkegel 
während seiner Bewegung getragen wird, und zwar sollen die .Ge- 
raden AB und AC die neiden scharfen Kannten sein, mit deren 
einzelnen Punkten die Kegelfläcben successiv in Berührung treten* 
Die drei Kanten AE, BG, CH denken wir uns vertikal, die beir 
den unteren EG und EH horizontal;, und was die Länge dieser 
Kanten anbelangt, so wollen wir EG — EH so gross denken, dass 
GH gleich der Axe des Doppelkegels wird- Nach der,. Voraus- 
setzung werden die Kanten AB und AC von A an pp. dig Höhe 
laufend unter einem gewisseu Wjnkel gegen die Horizontalebene 
geneint sein, und als iVlaass dieser Nejgung soll uns im Folgenden 
der Winkel dienen , welchen eine dieser Kanten mit einer durch A 
aufwärts gezogenen Vertikallinie bildet, nämlich W .JAB~ABG^l\ 
im Uebrigen ergiebt sich aus diesen Bestimmungen von selbst, 
dass die Verbindungslinie der punkte B und C horizontal lieg£« 
und ebenfalls der Axe des Doppelkegels gleich sein wird. 

Auf diese Unterlage soll nuo der aus zwei congruenten , : ge- 
meinen und von gleichartiger Materie erfüllten Kegeln zusammen» 
gesetzte Doppelkegel gelegt werden, entweder so, dass, er mit 
einem in der Peripherie der gemeinschaftlichen Basis gelegenen 
Punkte sich auf den Vereinignugspunkt der Kanten AB und AC 
stützt, oder auch so wie ihn die Fig. 1. darstellt, nämlich dass 

E 'e Hälfte für sich in einem Punkte 1 T resp. U auf den genannten 
nteo ruht. * Mag man aber die eine oder andere :|*age als .die 
anfängliche wählen, in jedem Falle haben wir als fundamentale 
Voraussetzung dieser Untersuchung anzunehmen, dass der gemgin- 
schaitliche Grundkreis in diejenige vertikale Ebene falle, welche 
durch die Halbirungsiinie des W. BAC hindurchgebt und welche 
wir in Zukunft der Kürze wegen die mittlere Vertikalebene 
nennen wollen. jÜnd aus dieser Annahme in Verbindung mit dem, 
was über die Stellung der Unterlage festgesetzt worden ist, folgt 
sogleich j dass die Axe des Doppelkegels horizontal liegt und dass 
überhaupt auf beiden Seiten der mittleren Vertikalebene vollkom? 
mene Symmetrie Statt finden muss. . ‘ < , » , 
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i" Man verbinde jetzt die heiden Berührungspunkte T und U 
durch eine Gerade, welche in W durch die Ebene des Grundkrei- 
ses hindurchgeht, und ziehe von W eine Gerade WM nach dem 
Mittelpunkte des Grundkreises , so kommt es zunächst darauf an- 
ob diese Gerade etwa vertikal steht, oder rückwärts geneigt ist, 
so dass sie gegen die durch A aufwärts gezogene Vertikallinie AJ 
convergirt, oder ob sie vorwärts geneigt ist, nämlich von AJ di- 
vergirt. ln dem letzteren Falle wird die sogenannte berganlaufende 
Bewegung des Doppelkegels vor sich gehen, und zwar so, dass 
die im vorhergehenden §. für die ursprügliche Stellung angenom-. 
mene Symmetrie auf beiden Seiten der mittleren Vertikalebene sich 
fortwährend erhält. Denn wegen der vorausgesetzten Homogeneität 
der beiden Hälften des Doppelkegels wird sein Schwerpunkt in 
den Mittelpunkt seines Gmndkreises fallen, und sobald man daher 
in Gedanken die Berührungspunkte T und U mit M verbindet und 
Sich die ganze Masse des Doppelkegels in M vereinigt vorstellt, 
so sind die Umstände in statischer Einsicht dieselben, als wenn 
ein gleichschenkliges Dreieck TMU ohne eigene Schwere, jedoch 
in seiner Spitze M durch ein Gewicht beschwert, um seine (hori- 
zontal gestellte Grundlinie TU als Umdrehungsaxe zu rotiren an- 
fängt, und bei einer solchen Rotation muss die Linie MW offen- 
bar in der mittleren Vertikalebene bleiben. 

Die eben aufgestellte Bedingung für das Aufwärtsrollen ’ des 
Doppelkegels kann aber noch auf eine andere und sich unmittelbar 
aut die gegebenen Grüssenverbältnisse beziehende Art ausgedrückt 
werden. Da nämlich sowohl TUals auch dieAxePQ beide senkrecht 
auf der mittleren Vertikalebene stehen , so lässt sich durch diese 
beiden Geraden eine Ebene legen, welche die Peripherie des Grond- 
kreises in irgend einem Punkt <S durchschneiden wird, so dass 
MWS ein Halbmesser des Grundkreises ist. Die gedachte Ebene 
enthält nun zugleich die zwei mit der Unterlage in Berührung ste- 
henden Kegelseiten PTS und QUS , und soll deshalb der B e- 
rührungs-Axenschnitt heissen. Da aber die Kante AT der 
Natur der Sache nach eine im Punkt T an die Kegelfläche gezo- 
gene Tangente ist, so wird die Ebene des N AST die der Ke- 
gelseite PS entsprechende tangirende Ebene sein und demgemäss 
auf dem Berührungs- Axenscbnitt senkrecht stehen. Und da die 
mittlere Vertikalebene A SM gleichfalls auf dem Berührungs - Axen- 
schnitt senkrecht steht, so folgt, dass AS im Punkte S senkrecht 
auf der Ebene des Berührungs - Axenschnitts stehen , dass also 
auch W. ASM ein Rechter sein muss, d. h. dass AS zugleich 
die Peripherie des Grundkreises in S tangirt. Die Bedingung, 
dass MW vorwärts geneigt sei, bringt demnach als nothwendige 
Folge mit sich, dass die Gerade AS von A an in'Bezie- 
hung auf den Horizont abw ärts laufe. M; ’ 

dieses Verhältnis ist anschaulich gemacht bei der projekti- 
visclien Zeichnung in Fig. 2., in welcher die Punkte A y E,M, W, S 
die nämlichen sind wie in Fig. 1., während die Geraden Eff und 
AN die Projektionen der Kanten EG und AB auf die mittlere 
Vertikalebene und AD eine in derselben Ebene gezogene Horizon- 
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tallinie vorstelleo. .Wenn nämlich hier die Richtung des Halbmesr 
sers SM vou der Vertikallipie AJ tlivergiren, der W. A SM aber 
eiu Rechter sein soll, so muss augenscheinlich AS von A au ab- 
wärts laufen, nämlich W . NAS> NAD sein. Und umgekehrt, 
so oft dies der Fall ist, wird die sogenannte berganlaufende Bewe- 
gung des Doppelkegels vor sich gehen. 

. » * . • • * 

‘ - §. 3. •« . 

\ * | 

Bevor wir jedoch den analytischen Ausdruck für diese Bedin- 
gung zu entwickeln suchen, scheint es nüthig erst die Behauptung 
festzustellen , dass, wo sich auch immer der Doppelkegel während 
seiner fortrollenden Bewegung befinden mag, d. h. wie gross auch 
die Entfernungen AT=AIJ sein mögen, stets die Richtung der 
Linie AS dieselbe bleibt, nämlich dass alle Punkte, w ie S und S', 
in einer einzigen Geraden gelegen sind. Kraft (in der oben an- 
geführten Abhandlung §. 8. S. 396. Z. 6.) nimmt zwar ohne Wei- 
teres an, der Weg, welchen der Schwerpunkt M während der 
Bewegung des Doppelkegels beschreibt, sei eine gerade Linie, 
was mit unserer gegenw ärtigen Behauptung ziemlich zusanimenfällt, 
allein die Annahmen dieses Akademikers hei der vorliegenden Un- 
tersuchung waren etwas voreilig und , wie w ir demnächst sehen 
werden, zum Theil irrig, und im gegenwärtigen Fall könnte man 
fttelich fragen, warum denn nicht etwa der geometrische Ort der 
Sch werpunkte M, M' u. s, f. irgend eine in der mittleren Vertikal- 
ebene liegende Curve sein könnte. Dieser mögliche Zweifel scheint 
vielmehr "erst durch folgende Betrachtung seine Erledigung- zu fin- 
den. Wenn zwei congruente Kegelflächen P und P, deren Axen 
PM und P M‘ parallel laufen, von einer Geraden TT' berührt 
werden, und zwar so, dass die Berührungspunkte T,T' auf der 
nämlichen »Seite einer durch die Axen gelegten Ebene liegen*), 
so müssen, wie man leicht einsehen wird, die Berührungs- 
Axenschnitte so wie die berührten Kegelseiten PT 
und PT' einander parallel sein. Hieraus folgt nun, dass 
während der rollenden Bewegung des Doppelkegels sämmtliche 
berührte Kegelseiteu auf jeder Seite der mittleren Vertikalebene 
in einer Ebene ^7*5 beziehungsweise * A US gelegen sind , und 
dass also der geometrische Ort der Punkte S, S' u. s. f. nichts 
Anderes ist, als die Durchschnittslinie dieser beiden 


*) Wenn die gemeinschaftliche Tangente TT' zwischen beiden Kegeln 
hindurchgeht, so dass die Berührungspunkte sich auf verschiedenen Sei- 
ten einer durch die Axen hindurchgelegten Ebene befinden, so gilt dieser 
Satz nicht. Im andern Falle aber überzeugt man sich von seiner Rich- 
tigkeit, sobald man durch T eine Gerade TPV parallel zur Axe und 
ausserdem die auf der tangirenden Ebene ATS senkrecht stehende und 
die Axe schneidende (in der Fig. 1. jedoch nicht gezeichnete) Kormallinie 
Tx zieht, und ganz dieselben Constructioncn am Punkte T' vornimmt. 
Mit Hülfe der Voraussetzungen ergiebt sich dann sogleich , dass an der 
von den Geroden TA f TPy, Tx gebildeten dreiseitigen Ecke die drei 
ebenen Winkel gleich sind denen an der entsprechenden, aubT'A^T'PV, 
Vx' gebildeten Ecke, und dass also, weil ATf>V und AT'PV' in einer 
Ebene liegen, die Ebenen 1/VTxP und W'T'x'P' parallel sein müssen. 
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Digitized by Google 


274 


I 


« 

tanj»ir enden Ebenen. — Und da sämmtliche Halbmesser SM, 
S'j}f u. s. f. auf dieser Geraden AS senkrecht stehen, so muss 
•der Weg des Schwerpunkts allerdings eine mit AS parallele Ge- 
rade sein. Diese Gerade MM 1 muss übrigens verlängert in den 
Halbirungspunkt N der Linie BC auslau fen, denn weil wir in §. 1. 
BC gleich der Axe PQ gemacht haben, so ist die äusserste 
Grenze, hei welcher der Doppelkegel von den Kanten AB und 
AC unterstützt zu werden auihört, dann erreicht, wenn die Schei- 
tel P und Q sich in B resp. C befinden, und hei dieser Lage 
müsste der Schwerpunkt M in N anlangen. Freilich werden wir 
demnächst sehen, dass der Doppelkegel durch seine rollende Be- 
wegung diese Grenze streng genommen niemals erreichen kann. 

§•4. * / 


Es sei nun die Axe des Doppelkegels PQ=2h, der Durch- 
messer des Grundkreises = 2a, der Winkel so dass 

A / 

— — tang# ist. 
a ° 

Ferner sei der Winkel zwischen den Kanten AB und A C gleich 
2*7 und der Winkel, welchen eine durch A gezogene Vertikallinie 
AJ mit einer dieser Kanten bildet, nämlich JAJB=JAC=I\ 

Mittelst der vier von einander unabhängigen, gegebenen Grossen 
h , a , t], r werden sich nun alle übrigen eonstanten Grössen be- 
stimmen lassen. 

Um zuvörderst den Neigungswinkel zwischen den Ebenen 
AB GE xm&ACHE zu bestimmen, welchen wir durch 'IE bezeich- 
nen wollen , und welcher zugleich die Horizontalprojection des W. 
BAC angiebt, hat man aus dem Dreieck GEH 

2h = 2EG.s\nE; . ' 


aber aus dem Dreieck BAC ergiebt sich 

, \ 

24=2^2?. sin 


ATI 

folglich ist sinl^-r^ • sin tj, d. h. 

Jutr 


(1) sin£=5!Hl 


Um ferner die Richtung der Geraden ASZ zu finden, wobei 
wir in Betreff des Endpunkts Z annehmen wollen, dass NZ II MS 
®‘“ JSL N , au £,^ S , S e W tc s [Perpendikel sei, so liefert uns das 
^ *! en AN — Äcotg*?, also erhalten wir aus dem A 

ANZ , welches sich in seiner wahren Gestalt in Fig. 2. zeigt, 

(2) sin NAZ= = i25£L . 

h cotg 7] tangtf 

. Die Winkel 2*? und 2# können zwar jeden beliebigen Werth 

zwischen den Grenzen 0 und n erhalten, so dass » und belle- 

* \ 


t 
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bige, jedoch spitze Winkel sind, und höchstens kann #=£ 7 ? sein, 
in so fern man die Untersuchung auf einen rollenden Cy linder 
auszudehnen beabsichtigt; in jedem Falle aber erfordert die Natur 
unserer Aufgabe, dass sei. Denn wenn wir unserer vorigen 

Bezeichnung gemäss unter 2 E die Horizontalprojection des W. 
verstehen, und uns auch den Doppelkegel auf eine durch A gelegte 
Horizontalebene projicirt denken, so leuchtet sogleich ein, das» 
2#>2 E sein muss, denn sonst könnte der Doppelkegel gar nicht 
von den Kanten AB und AC getragen werden, er würde vielmehr, 
wenn man ihn so auf die Unterlage legen wollte, dass er mit der 
Peripherie seines Grundkreises durch A hindurchginge, sich um 
diesen Punkt A herumdrehen, so dass sein Schwerpunkt in der 
Ebene des mittleren Vertikalschnitts einen Kreisbogen um den 
Mittelpunkt A beschriebe, und würde auf diese Art zwischen den 
Kanten AB und AC geradezu hindurchfallen. Nun ist aber, wie 
man aus (1) ersieht, die Projeetion 2 E grösser als der pr^jicirte 
Winkel 2 j 7 und nur im Falle, wenn r =\? r ist, sind beide gleich, 
folglich muss jedenfalls 2#>2 j? sein. Demnach ist in allen Fällen 

der Quotient < 1 und wegen (2) W. NAZ<^{i r. Dass übri- 

gens dieser Winkel gar nicht von r abhängt, ist sehr begreiflich, 
weil die Figur 1., nämlich die Unterlage sammt dem darauf geleg- 
ten Doppelkegel, bei A festgehalten und in den Punkten B und C 
erhoben oder herabgesenkt werden könnte, ohne dass sich der 
W. NAZ ändern würde. 


§. 6 . 

Zunächst kommt es jetzt auf den Winkel NAD (Fig. 2 ) an, 
welchen die Gerade AN mit der durch A in der mittleren Verti- 
kalebene gezogenen Horizontallinie AD macht. 

Durcü Vergleichung der Fig. 2. mit Fig. 1. ersieht man aber, 
dass NB nichts Anderes ist, als die vertikale Erhebung des Punkts 
B über den Punkt A , folglich 

ND = AB . cos F; 

ferner ist 

AN—A B .cos 7j, 

folglich 

(3) 

CO STJ 

Dieser Winkel ist natürlich unabhängig von #. Am Schluss des 
§. 2. hatten wir aber gefunden, dass die vorwärts rollende Bewe- 
gung dann Statt finden müsse, und auch nur dann Statt finden 
könne, wenn W. NAZ> NAD ist. Es kommt daher, den For- 
meln ( 2 ) und (3) zu Folge, darauf an, ob 

lang 77 >cosF / 

tangO- <^ cosi7 5 

18 * 
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d. h. 


(4) sin?? £=tang#cosr 

N 


ist. Je nachdem nämlich die gegebenen Winkel y , r in einem 
solchen Verhältniss zu einander stehen, dass hier entweder das 
obere Zeichen, oder das mittlere oder das untere Realität hat, 
wird beziehungsweise der Doppelkegel sich vorwärts von A gegen 
N bewegen, oder im Gleichgewicht liegen bleiben, oder rückwärts 
gegen Ä hin rollen. 

Da sin 77 übrigens, wie bereits im vorigen §. bemerkt worden, 

der Natur der Sache nach kleiner als sin#, also 1>- sein muss, 

sin# . 

so kann man wegen (4) auch sagen: Sobald der Doppelkegel von 
selbst vorwärts rollt , muss . 


( 5 ) 1 > 


co sr 
cos # 9 


d. h. # kleiner als r sein, — welcher Satz jedoch nun nicht 
mehr umgekehrt werden kann. Den W. r setzen wir natürlich 
bei dieser Untersuchung als spitz, höchstens — R, voraus, weil, 
wenn r ein stumpfer Winkel wäre , von einer berganlaufendeu Be- 
wegung gar nicht mehr die Rede sein könnte. 

Endlich bemerke man noch, dass je nachdem in (4) das obere, 
mittlere oder untere Verbindungszeichen gilt, auch 

t 


d. h. 


BN> h 

— -^-cos r, 

AB < a 


a'==AB.cö&r 


ist. Und weil AB. cos r die vertikale Erhöhung des Punkts B 
über dem Punkte A angiebt, so lässt sich die vorige Bedingung 
auch so aussprechen: Der Doppelkegel wird vorwärts oder rück- 
wärts rollen oder Stillstehen, je nachdem die vertikale Erhebung 
des Punkts B über den Punkt A, nämlich die Linie ND in Fig. 2., 
kleiner oder grösser oder gleich ist dem Halbmesser des 
Grundkreises. Noch bequemer Ireilich ersieht man dies Ergebniss 
aus der Beschaffenheit der rechtwinkligen Dreiecke ANZ und AND , 
welche die Hypotenuse gemeinschaftlich haben, und in denen also 

W. NAZ^NAD sein wird, je nachdem =ND ist. 


§. 6 . 

Wenn wäre, nämlich wenn anstatt eines Doppelkegels 

ein Cv linder vom Durchmesser 2 a auf die beiden Kanten der 
Unterlage gelegt würde, so hätte man sin^cotg#=0, und es könnte 
also gar nicht, wie der Bedingung (4) zu Folge für eine aufstei- 
gende Bewegung verlangt wird, sin*?cotg#>cos.r sein, sondern 
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es - ist, wenn dabei T von \n verschieden angenommen wird, 
sin»?cotgtf <cos/ T , d. h. ein Cylinder wird auf der Unterlage 
abwärts gegen A hin rollen, und nur lur , r=z^ n ist 
sin7cotg^=cosr=0, nämlich w^enn die Kanten der Unterlage ho- 
rizontal gestellt sind, so bleibt der Cylinder im Gleichgewicht 
auf denselben liegen. 

Wenn man dagegen einen wirklichen Doppelkegel vor sich 
hat, wobei also ist, so ersieht man aus (4), dass bei un- 

g eändertem durch Verkleinerung von F, d. h. durch steilere Er- 
ebung der Kanten AB und AC, leicht die Möglichkeit der auf- 
wärts rollenden Bewegung aufgehoben und der Zustand des Gleich- 
gewichts herbeigeführt werden könne, weil nämlich, wie bereits 

in §. 4. bemerkt worden, ^ - sin? ^ jedenfalls <1 ist. Und ferner, 

sobald dieser Zustand des Gleichgewichts eingetreten ist, so wird 
hei unverändertem f und # bloss durch Vergrösserung des W. 
2?7 wieder die aufwärts rollende Bewegung veranlasst werden, .wel- 
che Folgerungen man bekanntlich durch das Experiment leicht 
bestätigt. 

Im Uebrigen könnte man für jede beliebige Grösse der gege- 
benen W. tf, l\ Tj die Winkel NAZ und NAJJ nach (2) und (3) 
berechnen, und wenn dabei NAZ*> NAD ausfällt, so würde dem 
§. 3. zu Folge eine mit AZ im Abstaude MS=M' S' =a parallel 
gezogene Gerade MN den abwärts geneigten Weg darstelleu , in 
welchem während der aufwärts rollenden Bewegung des Doppel- 
kegels sein Schwerpunkt allmählig herabsinkt. 


§. 7. 


Auch lässt sich jetzt schon das statische Moment bestimmen, 
durch welches bei einer beliebigen Position des Doppelkegels seine 
vorwärts rotirende Bewegung verursacht wird. Zienen wir nämlich 
(Fig. 2.) durch W und M die Vertikallinien Wr und Mo und durch 
jYI die Horizontallinie M* und setzen W. D AZ— NAZ— NAI)—o* 
und die Masse des Doppelkegels— 2/*, so ist auch W. MWr—oj y 
also das statische Momen t = 2P. MW, sinw. 

Hierbei kann man die veränderliche Grösse MW leicht durch 
die Variable AT (Fig. 1.) ausdrücken. Denn die ähnlichen Dreiecke 
WMN und NZA in Fig. 2. liefern sogleich die Proportion 

MW WN AN-AW 
NZ~ AN~ AN 9 


liicL anstatt dieser kann man, wie aus Fig. 1. erkannt wird, setzen 

MW AB-AT 


a 


AB 


«< •> 


- j t 

Uso ist, w f enn man für a und AB die Werthe Acotgtf und — 

sin v 

►emitzt. 


6) MW~(AB-AT) 


sin 7] 
tang tf 


✓ 
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Uni aber den W. w durch die gegebenen Grossen auszudrücken, 
könnte man zuvörderst aus (2) und (3) cos NAZ und cos Pi AI) 
suchen und dann 


sin (NAZ— NA D) und cos (NAZ -N AD) 


entwickeln Es ist jedoch für die Folge bequemer, statt des Win- 
kels rj seine Projection E einzuführen, dann wird nämlich wegen 

( 1 ), 0 *), ( 3 ) 


sin rj — sin 22 sin E, 
cos tj =: V* 1— sin£ 2 sinJT 5 *, 


-»wir Esm Tcotgt/ 'Vsintf 2 — sinj£ 2 sinr* 

(7) suxNAZ— ^ _ ,cos riAZ—— 

\ 1 — sin22 sm i 2 


sin 


cos r 


sin & Vl_sin JE a sin P 
cos E sin T 


(8) sin NA/)= - - : W . -j T p » cos NAB— — ==== == 

X 1 — sm/2 z sin 1 1 V 1 — smü 2 sinP 


und deshalb 


.... . i sin 2 E cos fr sin r 2 — cos r X sin f) 2 — sin E 2 sin r* 

( J) Sill OA — - • /. /| • tiT" • 1IT\ * 

v/ siu#(l— sm siiijT 2 ) 


i 

sin rfsin 22cos rcostf-|- cos/2 V sin — sin E 2 sin /’*] 

COS OJ •— • « /| •" Fl.* f ri \ 

sin # (1— sin L 1 sm/') 


oder auch, wenn man Zähler und Nenner dieser Ausdrücke durch 


sin r 2 sin # dividirt, und die Quotienten und — . durch Co- 


tangenten ausdrückt, 


sin/ 1 * 


sin 


/in , . sin .Ecos jEcotg#— cotgi ? ^ r cos.E‘ i -f-cotg/’ 2 — sin^cot^* 

(10) sin w = 2 £7—. . — 5 S- 

y cos E M -fcotg/’ 2 


_ sin E cotg r c otg #-f cosi2 V co8jE 2 4c°tgP* — sin£' J cotgö- 

cos E 2 -f cotg r 2 




§. B. 


Wir haben im Vorhergehenden diejenige Stellung des Doppei 
kegels, wenn er gerade über den Vereinigungspunkt der beide* 
Kanten AB und AC gelegt wird, absichtlich noch nicht als die 
ursprüngliche bezeichnet, weil diese Stellung in der That eine etwa, 
genauere Besprechung verdient. Bei dem ersten Anblick mag es 
nämlich scheinen, als wenn in dieser anfänglichen Stellung der 
Schwerpunkt des Doppelkegels sich vertikal über dem gedachten 
Vereinigungspunkte der Kanten befinden müsse und dass man nur. 
weil alsdann theoretisch betrachtet Gleichgewicht Statt finden 
würde , durch einen kleinen Druck u. dgl. ein wenig nachzuhelfen 


* 
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brauchte, um sogleich die fortrollende Bewegung zur Erscheinung 
zu bringen.. Diese Ansicht finden wir denn auch ausgesprochen 
in der angeführten Abhandlung von Kra ft*) durch die Worte: 
Huic puncto concursus immineat verticaliter centrum gravitatis rotae 
aut centrum basium circularium conjunctafum quod sit' D, — in 
Verbindung mit der schon früher angeführten Stelle**): Durante 
igitur hoc motu centrum gravitatis descripsit lineani DO. Bei einer 
sorgfältigeren Ueberlegung aber drängt sich die Frage auf, ob es 
nicht unter gewissen Umständen möglich sei, dass anfangs der 
Donpelkegel sich um den Punkt A herumdrehe, ohne mit der Pe- 
ripherie seines Grundkreises diesen Vereinigungspunkt der Kanten 
und mit dem, aus der vertikalen Stellung in eine schräge Lage 
übergehenden Halbmesser JA die Ebene des mittleren Vertikal- 
schmtts zu verlassen, und dass erst später, sobald diese Umdre- 
hung wegen des Widerstands der Kanten Aß und AC unmöglich 
gemacht würde, die fortrollende Bewegung einträte. Der Unterschied 
zwischen dieser fortrollenden Bewegung und derjenigen, welche 
ich so eben Umdrehung genannt habe, würde offenbar in der An- 
zahl der Berührungspunkte zwischen der Gesammtober fläche des 
Doppelkegels und seiner Unterlage begründet sein. Denn während 
der blossen Umdrehung, wenn eine solche Statt findet, wird sich 
der Halbmesser AK (Fig. 2.) von der Vertikallinie ÄJ abwärts 
drehen, ohne dass der Doppelkegel von der Unterlage 
in irgend einem andern Punkt ausser d berührt würde; 
sobald dagegen der Winkel JAK sein Maximum erreicht hat, weil 
einer weiteren Umdrehung sich der Widerstand der Kanten Aß 
und AC entgegenstellt, so wird in diesem Augenblick der Doppel- 
kegel mit der Peripherie seines Grundkreises den Vereinigungs- 
punkt beider Kanten verlassen und wird sofort, indem sich der 
Berührungspunkt A gewissermassen in zwei aus einander tretende 
Punkte zerspaltet, in diesen zw ei Berührungspunkten auf den 
Kauten Aß und AC gestützt sein. 


§. 9 . 

Um diese etwas delikate Frage zu entscheiden, sei der Schwer 
pnnkt des Doppelkegels der Ursprung rechtwinkliger Coordinaten, 
nie Ordinateu Z mögen in der Dichtung der horizontalliegenden 
Are des Kegels, die Axen der X und Y aber beide in der Ebene 
devS mittleren Vertikalschnitts, die erstere horizontal und positiv, 
nach der Seite hin, nach welcher die Kanten der Unterlage in die 
Höhe laufen , die andere vertikal aufwärts angenommen werden. 

Alsdann entspricht der Oberfläche des aufrfler positiven Seite 
der Z liegenden und jetzt allein zu betrachtenden einfachen Kegels 
P die Gleichung 


| . 2 — *V 

‘ r ^ » Ä 5 


a J 


*) 1. c. §. 7. Der Punkt D hat daselbst die nämliche Bedeutung 
wie ln unserer Fig. 1. der Punkt J. 

**) I. c. §. 8. Dass die Kanten AB und AC daselbst horizontal vor- 
ausgesetzt werden , macht keinen Unterschied in der Sache. 
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Verleben wir dagegen den Anfangspunkt der Coordinaten , ohne 
jedoch an ilirer Richtung etwas zu ändern , nach A, und bezeichnen 
die Coordinaten des Schwerpunkts nach den Richtungen der neuen 
X und Y durch I und u,.so ist 


( 11 ) h'ix-ty+hUy-vy^aUh-zj*. 

Die durch den Vereinigungspunkt A gehende, auf der Seite 
der positiven Z gelegene Kante AB aber lässt sich als Durch- 
schnitt zweier Ebenen betrachten, von denen die eine durch die 
Axe der Y geht, also vertikal steht und mit der Ebene der XY 
den Winkel E bildet, während die andere durch gegenwärtige Axe 
der Z geht und pegeu die Coordinatenebene XZ unter dem Winkel 
NAD geneigt ist, dessen Sinus und Cosinus in $. 7. gleich 
cosT cos E sin/' „ 1 

beziehungsweise ^—^j—gefun^nuor- 

den ist. Diese Kante wird also durch das System folgender beiden 
Gleichungen repräsentirt: 


x sin E — z cos E= 0 , x cos /’— y cos E sin r~ 0, 


welche den beiden eben bezeichneten Ebenen entsprechen. Sub- 
stituirt man die Wejrthe , welche sich hieraus für x und y ergeben, 

nämlich 

. ' 


(12) # = zcotgjE, 


z cotg r 

7/ ~ 

U • L’ > 

^ sin E 


in die Gleichung (11), so erhält man eine Gleichung, welche nur 
* enthält und in Beziehung aul diese Variable vom zweiten Grade 
ist, und durch deren Auflösung die Werthe dieser Coordinate für 
diejenigen beiden Punkte sich ergeben müssen, in denen die Kan- 
tenlinie AB im Allgemeinen, so lange die Richtung des von A 
nach dein Schwerpunkt des Doppelkegels gezogenen Halbmessers 
noch nicht näher bestimmt worden ist, durch die Kegellläcbe P 
hindurchdringt. Bezeichnen wir aber zu gleicher Zeit denjenigen 
spitzen Winkel, auf dessen mögliche Existeuz es ankommt, wel- 
chen nämlich der eben erwähnte Halbmesser mit dem in A vertikal 
stehenden Radius AJ bildet ( etwa den Winkel JAK in Fig. 2. ) 
mit ip, so dass osin^ und v = acosiJj ist; so erhält die ge- 
dachte Gleichung die Form 

* • * • 

A* ( 2 cotg E — a sin Y * + A ! ( — a cos y ) s = a* ( A — *)■ , 

sinA ' 


d. h. 


( h 2 cos E 2 -j- h 2 cotg r 2 — a 2 sin E 2 ) z 2 

— 2 ha ( A sin E cos E sin + A cotg r sin E cos — a sin E 2 ) z— 0. 


Die eine Wurzel hiervon ist z — 0, und dazu gehört wegen (12) 
auch jr = ü. y — 0, durch welche Coordinatenwerthe nur, wie es 
die JNatur der Sache verlangt, angegeben wird, dass die Kanten- 
linie mit der Kegelllächc den Punkt A gemeinschaftlich habe. 





Digitized by Google 


281 


I 


Nach Absonderung dieser ersten Wurzel wird aber die andere, 
wenn man zugleich alle Glieder der Gleichung durch A 2 dividirt 

und für ^-den Werth cotg & einführt ,- 

A ' b 

2a sin E ( co »E sin -f cotg /»cos — cotg fr sin E ) 

cos E * -f- cotg /** — cotg sin E 1 

, / 

Nun muss aber, wie bereits in §. 4. bemerkt worden, allemal 
tang#>tang£ sein, also 

' (14) cos JE> cotg & sin E, 

und deshalb ist der Nenner des für z gefundenen Ausdrucks (13); 
wie gross auch sonst die spitzen Winkel E , r , # angenommen 
werden mögen, eine positive Grösse, woraus folgt, dass das Vor- 
zeichen von z sich lediglich nach dem in Klammern eingeschlossenen 
Factor des Zählers richtet Setzen wir daher 


(15) cos E sin -f cotg V cos ^ = cotg # sin E 8 , • 

* % 1 

wo 8 eine noch unbestimmte Grösse bezeichnen soll , so wird z 
zugleich mit dieser Grösse 8 positiv oder negativ oder Null. Aus 
dieser letzten Gleichung erhalten wir aber, wenn wir anstatt 
cotg # sin E + 8 der Kürze wegen /a schreiben und quadriren, 

cotg r 2 cos ip* — '2/ii cotg V cos -f- (.i* = cos E 2 ( 1 — cos o[> 2 ) , 

also 




fi cotg rjb cos EV' cos E* -f c otg I* — ju\ 
, . cos JE* -f cotg/* 2 


1 




Nun bemerke man, dass zwar die von dem Winkelig abhängige 
Lage des Doppelkegels so beschaffen sein kann , dass wenn man 
sich seine auf der Seite der positiven z gelegene Hälfte, nämlich 
die Kegelfläche P, welche wir hier allein in Betrachtung gezogen 
hahen, über die gemeinschaftliche Basis beider Kegel ninaus er- 
weitert und die gleichfalls auf die positive Seite der z fallende 
Kantenlinie AB über A hinaus verlängert denkt, diese Verlänge- 
rung in jene Fortsetzung der Kegelfläche eindringe und irgendwo 
auf der Seite der negativen z noch einen zweiten Durchschnitts- 
punkt mit ihr gemein habe, dass es aber den Bedingungen unse- 
rer Aufgabe, nämlich der Undurchdringlichkeit der Kante AB 
widerstreiten würde, auf der Seite der positiven z einen solchen 
zweiten Durchschnittspunkt zu denken. Da also der in (13) für z 
erhaltene Werth entweder negativ ausfallen muss (in welchem 
Falle den Formeln (12) zu Folge auch die zugehörigen Coordinaten 
x und y negativ sind ), oder auch sich auf Null reduciren kann , 
wodurch angezeigt sein würde, dass die Kantenlinie AB keine 
Sekante der Kegelfl.äche sei , sondern dieselbe im Punkte A tangire, 
und da das Vorzeichen von z, wie oben bemerkt, mit dem Vor- 
zeichen von 8 übereinstimmt ; so darf auch in dem für cos gefun- 
denen Ausdruck 8 nur als eine negative Zahl oder als Null be- 
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trachtet werden. Aus der Gleichung (15) aber Ist ersichtlich, da 
die in dem linken Theil dieser Gleichung erscheinenden Winkel 
y\), E , r alle als spitz und positiv angenommen sind, dass fl = 
cotg# sin E-\-8 eine positive Grösse, nämlich dass der nume- 
rische Werth von 8 kleiner als cotg#sin JE sein müsse, und hieraus 
folgt weiter, dass indem für cos oj; gefundenen Werthe die Wurzel- 
grösse positiv zu nehmen sei. Denn nach (14) ist cos cotg# sin JE, 
also auch, weil 8 keine positive Grösse sein kann, cosJE>/it. Dem- 
gemäss ist dann auch weiter 

. V" cotg r * -f cos E 2 — ■ fi* >cotg I y ; 

• * • 

! > 

also, wenn man diese beiden letzten Ungleichungen mit einander 
multiplicirt , um so mehr 



cos E \ cotg r 1 -f- cos E 2 — fi* > fi cotg r. 


Wollte man daher die Wurzelgrösse negativ nehmen,- so wurde 
cos^ negativ ausfallen , also auf einen stumpfen Winkel hm- 
weisen , welches der hier in Frage stehende nicht sein kann. 

Aus der Gleichung (15) erhält man nun weiter 


sin»/'; 


fl — cotg r COS \f> 
cos JE 


also durch Substitution des für cosy gefundenen Ausdrucks: 


• * u cos JE — cotgi’.l^cotgjT 2 -f-cos E* — u* 

(16) sinu/ = “ n _ - “ . 

v ' Y . cos E* -f cotg r 2 


Diese Formel lehrt, wenn y = 0 angenommen werden soll, für 
welche Annahme man den Zähler nur gleich Null zu setzen braucht, 
dass dann J tt 2 = cotg/ ri , also weil p nach dem oben Bemerkten 
eine positive Grösse sein muss , /*=cotg/% folglich d — cotg/ 
— cotg # sin E sei, während für diese Annahme sich aus (13) für 
den zweiten Durchschnittspunkt der Kantenlinie AB mit der Kegel* 1 
fläche P der Coordinatenwerth 


(17) 


2 a sin E ( cot gr— co tg # sin E) 
cos JE 2 -fcotg r * — cotg # 2 sin E 4 


ergiebt. Damit dieser Werth nicht positiv ausfalle, darf cotg/ 
nicht grösser als cotg#sin2£ sein, und wir haben daher für di* 
Möglichkeit den Doppelkegel überhaupt so zu legen, dass er mit 
einem Punkte der Peripherie seines Grundkreises clen Vereinigung.*- 
punkt der beiden Kanten AB und AC berührt und sein Schwer- 
punkt sich vertikal über diesem Vereinigungspunkt befindet, die 
Bedingungen 

, • * * ' 4 / 

cotg & sin JE > cotg r , 

t . , r 

oder 

j « ./ | « 

cotg # sin jE= cotg r. • • •- 
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Diese beiden Fälle müssen aber wohl unterschieden und einzeln 
näher untersucht werden. Es kann nämlich sin y überhaupt 
nnr alsdann einen von Null verschiedenen und posi- 
tiven Werth erhalten, wenn die durch p vorgestellte 
Summe> cotg r i s t , wovon man sich sofort überzeugt , wenn 
man dem Zähler der Formel (16) die Gestalt giebt 


V * (cosE 2 -fcotg /’*)—/** cotg/' 2 — V cotg/’ 2 (cosJE*-fcotg/ T2 )— ^cotgr 3 . 


Da aber für jeden Werth von y immer p = cotg & sin E-\-S ist, so 
Hesse sich für ein solches Vcrhältniss der Constanten E , r, 
wobei cotg & sin E = cotg r wird, die mit y gleichzeitig variirende 
Grösse p nur dadurch grösser als cotg/' machen, dass man der 
Grösse 8 einen positiven Werth beilegte, was mit dem Umstande, 
dass z nothwenuig entweder negativ oder gleich Null sein muss, 
nicht vereinbar ist. Wenn daher die Constanten tf, E, r wirklich 
in dem Verhältnis« zu einander stehen, dass die Gleichung 
cotg # sin E— cotg r erfüllt wird, so kann man zwar dem Doppel- 
kegel eine solche Lage anweisen,, dass er auf dem Vereinigungs- 
punkt der beiden unterstützenden Kauten ruht und sein Schwer- 
punkt sich in der von diesem Punkt aufwärts gezogenen Vertikal- 
linie befindet, also ist, und »die Gleichungen (17) und (12) 

zeigen, dass die beiden Kanten alsdann Tangenten der Kegelflächen 
sind; allein irgend eine Drehung desselben um einen 
positiven .Winkel y wird unter diesen Umständen 
durch den Widerstand derKanten unmöglich gemacht 
werden. Auch giebt durch Substitution des Werths cotg& = 

cotg/ ’^nd des daraus folgenden 
smA 


sin# 2 = 


sin E * 

sin E * + cotg r 9 


die Formel (9), sobald man Zähler und Nenner derselben vorerst 
durch sind- dividirt , den Werth 


sin <9 


cos E sin Fcos F— cos T'Ul — ( sin E % -\- cotg F a ) sin F^ 
. 1 — sin E* sin F 2 


cos r[ cos E sin F~ 1 — ( 1 — cos E 2 ) sin F* — cos F 2 ] 

1 — sin E 2 sin F a 


i 


= 0 , 

. f * 

voraus hervorgeht, dass der Doppelkegel unter diesen Umständen, 
nan mag ihn auf die Schenkel der Unterlage hinlegen in welchen 
Punkten man will , nicht im Stande ist von selbst weiter zu rollen. 

Wenn dagegen cotg # sin .E> cotg Fist, so bleibt auch fi = 
►otg^sin grösser als cotgF, so lange die negative Grösse 

? dem numerischen Werthe nach die Differenz cotg -ff sin E— cotg F 
icht überschreitet; und innerhalb dieses Grenzwerths und dem 
Verthe d = 0 ist denn auch sin tfj von Null verschiedener, positiver 
nd reeller Werthe fähig, — reeller Werthe aus dem Grunde, 
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weil wegen fi < cotg # sin -E< cos E (zu Folge (14)) die Wurzel- 
grösse in dem Ausdruck (10) niemals imaginär ausfallen kann. 
jNuu zeigt aber diese Formel (16) auch, dass der W. i // bei con- 
stanten Werthen von K und F desto grösser wird , je grösser ft 
ist; und weil, wenn ft wachsen soll, der numerische Werth von“ 
ö abnehmen muss , so erreicht der W. sein Maximum , sobald 
man d=0, also ft = cotg # sin E annimmt. Für dieses Maximum 
hat man daher den Werth 


(m .. • cotg#sin E cos-E— cotg-T^ cotgF*-f cqsjE 2 — c otg# a sin E* 

' • ^ cos E* + cotg r % 

Dieser Werth ist aber mit dem in (10) für sino 'gefundenen 
identisch, also das Maximum von ty— g> , nämlich W. JAK— 
DAZ (Fig. 2), woraus folgt, dass der Radius KA alsdann senk- 
recht auf AZ steht. Wenn daher die Bedingung cotg # sinE> cotg r 
erfüllt ist und mao alsdann den Doppelkegel so 'auf den Vereini- 
gungspunkt der Kanten AB und AC legt, dass sein Schwerpunkt 
nur ein wenig aus der vertikalen Richtung AJ abweichend in die 
Winkelebene JAN fällt, so findet zunächst eine Umdrehung um 
den Berührungspunkt A Statt und zwar so lange, bis der Radius 
AK mit den Halbmessern MS , M' S l , u. s. f. gleiche Neigung 
gegen die Horizontallinie AD erhalten hat, d. h. fiis die durch 
die Axe des Kegels und den Berührungspunkt A ge- 
legteEbene mit allen andern Berührungs-A xenschnit- 
ten PSM , P' S' M' parallel geworden ist, — und dann erst 
beginnt die fortrollende Bewegung. In dem Augenblicke also, 
w r enn der Doppelkegel aufhört mit der Peripherie seines Grund- 
kreises den Punkt Ä zu berühren , ist seine Stellung ganz die näm- 
liche, wie wir sie in den vorhergehenden §§. für einen beliebigen 
andern Zeitpunkt während seiner fortrojlenden Bewegung haben 
kennen gelernt. Zugleich ergiebt sich aus diesen Betrachtungen , 
dass die von Kraft (1. c. §. 8.) angegebene Formel tang ANK— 

tang NA Z — ^ (weil er nämlich glaubte, das 


w * Ali Acotg ?7 tang# ' • ■ w 

A ANK sei bei A rechtwinklig) falsch ist und heissen muss 


sin ANK=sia NAZ: 
haben. 


tang?/ 
tang # 9 


wie wir sie in §. 2. aufgestellt 


§. 10 . 

Ish wende mich jetzt zur Betrachtung der auf der Kegelober- 
fläche liegenden Curve, in welcher alle in Fig. 1. mit T, V , u.srf. 
bezeichneten , nach und nach mit der Kante AB in Berührung 
kommenden Punkte gelegen sind. Diese Curve kann man offenbar 
auch auf die Art entstehen lassen , dass man sich den Doppelkegel 
sejbst als stillstehend vorstellt, aber die Kante AB dergestalt an 
seiner krummen Oberfläche rings herumführt, dass sie fortwährend 
die Kegelfläche tangirt und zugleich gegen die durch den jedes- 
maligen Berührungspunkt T gezogene Kegelseite PS unter einem 
constanten Winkel BTB geneigt bleibt, dessen trigonometrische 


h. 
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t I- 


Tangente durch angegeben wird, weil nämlich alle Be- 

o 1 15 L 



dachte Schneckenlinie OTKL ihren Anfang nimmt und welcher 
also ursprünglich mit dem Vereinigungspunkt ,der beiden Kanten 
der Unterlage in Berührung war, und T für einen beliebigen an- 
dern Punkt der Curve, ATb für die zugehörige Berührungslinie. 
Da jede solche Berührungslinie gegen die demselben Punkt ent- 
sprechende Kegelseite, oder wie man bei Rotationsflächen im All- 
gemeinen zu sprechen pflegt, gegen den Meridian PTS unter einem 
constanten Winkel geneigt ist, so ist die Curve selbst. eine soge- 
nannte Kegelloxodrome. Zieht man auch am Punkte £ in der 
Ebene des Grundkreises an dessen Peripherie die Tangente SA , 
so liegt diese mit TA in einer Ebene und beide schneiden sich 
also in einem Punkte , welcher aus einem sogleich deutlich wer- 
denden Grunde mit A bezeichnet worden ist. Es sei nun ferner 
Av die Projection' der Tangente AT auf die Ebene des- Grund- 
kreises und OW die Projection der Loxodrome OT ; so muss 
nach einem bekannten Satze Av zugleich die dem Punkte W ent- 
sprechende Tangente an die Curve OW sein. Nun ist aber auch 
in Fig. 1. und Eig. 2. die Gerade AW nichts anderes, als die 
Projection der berührenden Kantenlinie AT auf die Ebene /des 
Grundkreises , folglich muss der in Fig. 3. mit A JES bezeichnete 
Winkel mit dem gleichnamigen in den beiden andern Figuren iden- 
tisch, nämlich gleich (90 °--NAZ) sein.. • 

Sobald man aber letzt, um die Curve OW auf Polarcoordina- 
ten zu beziehen, den Pol in M und OM als Polaraxe annimmt, so 
ist A JFjS = M Wv der Winkel, welchen die in der Richtung des 
wachsenden Bogens gezogene Tangente mit dem nach dem "Be- 
rührungspunkt gezogenen Radius Vector bildet, und. da dieser 
Winkel gegenwärtig von dem veränderlichen Polarwinkel OMW 
unabhängig und stets gleich dem Complement des constanten und 
gegebenen W. NAZ sein soll, so folgt, nach der bekannten cha- 
rakteristischen Eigenschaft der logarithmischen Spirallinien , dass 
die in der Ebene des Grundkreises liegende Curve OW eine lo- 
garithmische Spirale ist. Als Differenzialgleichung derselben 
zwischen den Variablen OM W— cp und MW—u haben wir sogleich 

- * • '• • • : . 

__ u d(p _ k MWv = cotg NA Z , 

1 •. , . du 

und wenn wir der Kürze wegen tang NAZ—x setzen , so dass der 
Formel (2) in §. 4. zu Folge 


( 19 ) *=^ 


tang*? 


' sin -jy cos 


t tang — tang rj* sin (-fr -f- rj ) sin (&—*]) 


ist, so giebt die vorige Gleichung — = — xd(p, also 

wl 


lu~ — x(p - f const 
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Für a>=0 soll u—a werden, also muss const. — la sein, und 

die Gleicnung der Curve ist 

* » ' 

(20) oder u=ae~* t P. 

a 


* 



§. 11. 

• • « 

Als die nächste und sich einem Jeden unmittelbar aufdrän- 

S ende Folgerung aus dem Umstande, dass die Projection der auf 
er Kegelfläche entstandenen Schneckenlinie eine logarithmische 
Spirale ist, dass also der Radius Vector u erst für 9=00 ver- 
schwindet, stellt sich nun das Resultat heraus, dass auch diese 
Schneckenlinie nicht bis in die Kegelspitze hinaufläuft, dass also 
auch der Doppelkegel PQ erst nach unzählig vielen 
Umwälzungen theoretisch aufgefasst mit seinen 
Scheiteln P und Q auf den Kanten der Unterlage AB 
und AC aufliegen würde. Von der Frage freilich, ob gegen 
das Ende der Bewegung hin durch die beschleunigte Geschwindig- 
keit ein Fortgleiten des Doppelkegels eintreten werde, müssen wir 
hierbei , bevor nicht die Grösse der Reibung näher iu Untersuchung 
gezogen worden , noch absehen. 

Obwohl aber eine solche Kegelloxodrome sich nur asymptotisch 
dem Scheitel des Kegels nähert, so ist man dennoch im Stande 
dieselbe vom Anfangspunkt O an gerechnet bis zum Scheitel hin 
vollständig zu rectificiren, so dass die auf einander folgenden 
einzelnen Windungen die Glieder einer geometrischen Progression 
darstellen, deren Summenausdruck sich gleich AB ergeben wird. 

Bezeichnen wir nämlich das Differenzial des Bogens der Loxo« 
drome am Punkte T durch ds und das entsprechende Differenzial 
ihrer Projection am Punkt W mit dd , so ist ds = ds'.fiec WAT» 
Nun muss aber, wenn wir die Veränderliche z— WT in Fig. 3. 
als gleichsross mit der gleichnamigen Linie in Fig. 1. annehmen, 
auch £TF in beiden Figuren gleich sein, woraus sofort, da auch 
die Winkel bei £ und W in den AA SAW überei nstiramen, die 
Congruenz dieser Dreiecke hervorgeht. Hieraus folgt weiter, dass 
auch AW in beiden Figuren einerlei Grösse habeu müsse, dass 
also auch die ÄA ATW die nämlichen sind, daher ist in Fig. 3. 
W. WAT—i), und s=s f .secij. Ferner haben wir, indem wir den 
w. OMW fortwährend durch 9 bezeichnen, 

. ds'=V u*d<p 2 A-du*=— 

1 

wo das Vorzeichen ( — ) genommen werden musste, weil wenn s ' 

zunehmen soll, du negativ ist. Und wenn wir hier für -£■ den aus 

du 

(20) fliessenden Werth — ^ substituiren und integri- 

ren, so erhalten wir 


axe* 


*u 


1 v 

y=const.~ u^~ 
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oder weil dem Anfangswerthe $'=() der Radius Vector u—MCh=a 
entspricht. 


( 21 ) 


j=(a-«)seci).y ^j+l. 


Um diese Ausdrücke geometrisch anschaulich zu machen, brau 
chen wir nur zu bemerken, dass dem vorigen §. zu Folge — = 

cotgiVAZ=tang A JF£, also ^ i-|-l = sec ^ ^ = cosec NAZ 
ist, denn dadurch haben wir sogleich 

s' = £ TF. sec J TF 

und 

s= AW. sec WAT- AT. 

\ ^ 

Dehnen wir die Gleichungen (21) so weit aus, bis ?j=0, nämlich 
(p=oc wird, und blicken dabei auf Fig. 1., so erhalten wir 


( 22 ) 


s' — a cosec NAZ- 


und 


NZ 


sin NAZ 


= AN: 


tang rj 


s=AN.secrj= — AB — 

cos NAß sin rj 


i 

svie vorauszusehen war. 

Substituiren wir jedoch in dem bei (21) für s gefundenen Aus- 
drucke für u seinen Werth ae~ X( P und für asecri.y ~ 1 - den 


Werth Aß =— — , so dass 
sin ri 


so 
Win, 


(23) « 5=-A (1—e—*?) 

sm 7] 

* »4 i t 

/ird ; setzen darin allmählig cp — ^n, An, 6ri u. s. f. und subtrahi 
en jedesmal von dem späteren Resultate das Vorhergehende, , 
rgeben sich die Ausdrücke für die auf einander folgenden Wi 
uDgen der Loxodrome, nämlich Länge der 

-sten Windung ( 1 — e ~ 2 X7r ), 

« ' - ... h 

weiten Windung s 2 —- — (1 — g- 2* n )c—* xn =s, .g— SLX7r , 

sinrj - 1 ’ 
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dritten Windung ,.=-4-(l-is- (*-**’*)*, 

sin-q 

u. s. f., 

> * 

überhaupt Länge def (w-fl)ten Windung — 5, (e~ 2X7r )", 

t 

so dass diese Windungen io geometrischer Progression ahnebmen. 


' : §• li. 

Auch die Breiten, oder wenn man lieber will, indem man 
sich die Axe des Kegels vertikal gestellt denkt, die Höhen der < 
auf einander folgenden Windungen *) lassen sich leicht bestimmen, 
und auch diese nehmen in geometrischer Progression ah. Es ist 
nämlich überhaupt, wie man aus dem A ST 'W in Fig. 3. sieht, 

WT — z= (a — u) tang# = atang#(l— e~~ X( P) =h(l — e - *^), oder 
wegen (‘23) 


(24) 2=«.sin^, 

wie auch schon das A AWT lehrt, in welchem ATt=OT—s ist 
Nennen wir nun denjenigen Werth von z, weicher dem Rotations 
winkel <p=27E entspricht, die Höhe der ersten Windung, so ist 
diese \ 

z t = h (1 — e ■“ 2X7r ) — s l . sin rj , 

und sofort ergehen sich hiernach für die Höhe der zweiten, dritten 
u. s. f. Windungen die Werthe 

z t =z l ,e"~ 2it7r f 

z 3 — z t (e ~ 2X7r ) * • - 

■ u. s. f., ** 

überhaupt 

t 

z »+i=*i(«~ ***)■« 


: § 13 - 

y 

Da in Fig. 3., wie so eben bewiesen worden, die Geraden 
AW und AT beziehungsweise gleiche Länge haben mit den Cur- 
ven OW und OT , so kann das ebene Dreieck AXVT durch 
Krümmung mit dem auf der logarithmischen Spiral - Cvlinderfläche 
liegenden \ OWT in Congruenz gebracht werden. (Hieraus wird 
man vielleicht die Ansicht gewinnen, dass gleichzeitig mit dieser 
Krümmung des Dreiecks A WT auch das ebene Dreieck ~4£7 T sich 


*) Bestreicht man die Kanten der Unterlage AB und AC mit einer 

abfärbenden Substanz , z. B. mit Kreide , so werden , nachdem der Dop- 

pelkegel darüber hingcrollt ist, diese Windungen deutlich sichtbar sein. 
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über das auf der Kegelfläche liegende A OST in völliger Con- 
gruenz ausbreite, und diese Ansicht, auf die Figur 1. übergetra- 
gen, würde, weil dann die Linie immer gleiche Länge mit dem 
abgerollten Bogen des Grundkreises hätte * zu dem weitern und 
wichtigen Schluss führen, dass jeder in der Peripherie des Grund- 
kreises gelegene Punkt während der rotirenden Bewegung des Dop- 
pelkegels eine gemeine Cykloide beschriebe. So ist es aber nicht, 
und die obige Voraussetzung, dass die Gerade AS auf dem Kreis- 
bogen OS hergekrümmt werden könne, würde irrig sein. Denn 
es ist dieser Kreisbogen OS=acp, dagegen AS^SD .tangAlFS — 


1 

k 


(a—u)=a( 


x 


), und dieser letzte Ausdruck entwickelt giebt 


»% 


AS=a<p 


f 

lr~x*(p 2 xV x 4 gp 4 

xL 2! 3! ^-4! 



welches keineswegs gleich acp ist. 

Und was die Curve anbelangt, welche derjenige in der Peri- 
pherie des Grundkreises befindliche Punkt, der am Anfang der 
rollenden Bewegung mit dem Vereinigungspunkt der Kanten in 
Berührung .war, während dieser Bewegung beschreibt, so sieht 
man leicht mit Beihülfe von Fig. 1. ein, dass, wenn A zum Ur- 
sprung rechtwinkliger Coordinaten und ASZ als Abscissenaxe an- 
genommen wird, die Gleichung derselben das Resultat der Elimi- 
nation des Winkels cp aus den beiden Gleichungen 

?/— MS — a cos (p = a( 1 — cos cp) , 

x AS — a sin cp — —(l — e — : *V) — a sin cp 

' X ' 

4 

sein werde. Diese Gleichung ist demnach 

(25) x — — [1— e~ * arc cos "^] ~ V 2 ay — ?/ 2 . • 


14. 

In allen diesen Gleichungen ist der Werth der Constante x 
jach der Formel (19) aus den ursprünglich gegebenen Grössen zu 
»erechnen, jedoch verdient noch besonders bemerkt zu werden die 
*i »fache Relation zwischen dieser Constante und der Tangente des 
(»veränderlichen Winkels, unter welchem die Loxodrome von den 
leridianen der Kegelfläche geschnitten wird. Die Fig. 1. liefert 
ämlich sofort die Werthe 

tang^r<$==~| und x=tang NAZ='^^ f ' 

* • • , * 

oraus folgt 

- 7VZ 

(26) x = cotg ATS = cos & .cotg ATS. , 


Tlx eil VI. 


t 


19 
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§. 15 . 

Es mögte dem Gegenstand gegenwärtiger Abhandlung zu ferne 
liegend scheinen , auf andere Eigenschaften der Kegel loxotlrome hier 
weiter einzugehen ; überdies findet man'in dem zweiten Bande dieses 
Archivs, Heft 2. Seite 127., eine Abhandlung von Grebe, worin der 
Verf. diese Curve mit der gemeinen Schraubenlinie (Cylinderloxo- 
drome) zusamniengehalten und mehrere interessante Sätze, wiewohl 
nur in Form von Resultaten und ohne Beweis, zuerst aufgestellt 
hat. Nur die eine, freilich auch schon von Grebe aulgefundene 
Eigenschaft, dass der Krümmungshalbmesser für jeden Punkt der 
Curve eine mit der Ebene des Grundkreises parallele Lage hat, 
glaube ich hier noch in Kürze nachweisen zu müssen, weil ich 
auf diesen Satz in dem zweitfolgenden Paragraphen einen andern 
Schluss zu stützen gedenke. 

Nehmen wir daher den Radius MO in Fig. 3. als Axe der 
x und ein in M darauf errichtetes in der Ebene des Grundkreises 
liegendes Perpendikel als die Axe der y an, während wie bisher 
MP die Axe der i sein soll,*so ist 


v 



x—u cos tp — ae cos tp, 

% 

y = u sin tp = ae sin tp ; 


und vermöge §. 12 . 

z=h(l-er x< P); 

also 

dx—~ [axe ~ xt P cos tp -f ae sin gp] dtp = — (y + xx) d(p , 

\ « 

dy = —[a xe~ x< f sin tp — ae ~*V cos 9 ] dtp =.{x — xy) dtp , 




dz = xhe ~ X( f dtp; 

und 

• *■ 

d % x =■ — (dy + xdx) dtp = [2 xy + (x 2 — 1) x] dtp * , 

. d l y = {dx — xdy) dtp = [— 2xx + (x 2 —l)y] dtp 2 , 
d 2 z=—x 2 he~ X( P dtp 2 . 

Nun ist aber, wenn g, v, £ die Coordinaten des Mittelpunkts 
des Krümmungskreises bedeuten, welcher dem Berührungspunkt 
x, y, z zukommt, und wenn man der Kürze wegen 

R z= dxd 2 y — dyd 2 x , S=dxd 2 s — dzd 2 x , ( 

T = dzd 2 y — dyd 2 z 
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setzt, bekanntlich 

/ 

z-t={Tdy-S<bp) + ** , 

und mittelst der vorigen Werthe erhält man im gegenwärtigen Fall 


T=[— 2xa?-f-(x*— l);/-f x(ar— xy)] Kke~ xc Pd<p a =— (y+xx) x her-Wdcp 3 , 

• * f 

5= [x (y -f xo:) — ‘ix^— (x 2 — 1) #] xhe~ M( P d(p 3 = (x— xy) xhe—* ( f > dcp 3 ; 
also 

77/?/ — Sr&r = 0 , 

folglich £—z, was zu beweisen war. 


$. 16. 

Wir hätten nun endlich unser Augenmerk noch auf diejenigen 
veränderlichen, aber unter sich ähnlichen Ellipsen zu richten, welche 
eine durch die Kante der Unterlage AB oder AC gelegte vertikale 
Ebene, nämlich die Erweiterung des Trapezes EABGresp. LAB II 
(Fig.l.) auf der Fläche des rollenden Doppelkegels in einem belie- 
bigen Augenblick seiner Bewegung hervor «ringen wird. Da sowohl 
diese schneidende Ebene, als auch die Ebene des Grundkreises 
vertikal stehen, so liegt deren Durchschnittslinie vertikal, woraus 
sogleich nach den allerersten Sätzen über .die Schnitte am Kegel * 
folgt, dass die kleine Axe einer der eben gedachten Ellipsen 
gleichfalls vertikal, und ihre grosse Axe horizontal laufen muss. 
Unbegreiflich erscheint es daher, wie Kononoff in 6. 3. seiner 
oben citirten Abhandlung von der Annahme ausgehen konnte, die 
grosse Axe wäre parallel mit der Kante AB und die kleine Axe, 
t senkrecht auf der Kante AB , ginge durch den Berührungspunkt T\ 
und da auf diese irrthümlich vorausgesetzten Verhältnisse die 
Entwickelung aller seiner Formeln wesentlich gestützt ist, so lässt 
sich über jene Arbeit leider kein anderes Urtheil fallen, als das 
in der Einleitung von mir ausgesprochene. 

Man sieht übrigens ein , dass es nicht im geringsten mit 
Schwierigkeiten verknüpft sein kann, die Halbaxen einer solchen 
Ellipse als Functionen von der Variablen AT oder von TW~z — 
AT cos rj oder von einer anderen mit A T proportional wachsenden 
Linie, und eben so auch die Coordinaten ihres Mittelpunkts dar- 
zustellen. Da aber die zu entwickelnden Formeln etwas weitläuftig 
ausfallen und kein besonderes Interesse in Anspruch zu nehmen 
geeignet sind, so erscheint es wohl zweckmässig, dabei nicht zu 
verweilen und ich begnüge mich daher nur den Werth der grossen 
Halbaxe und das unveränderliche Verhältniss beider Halbaxen her- 
zusetze n , nämlich 

» 

(27) J? — ^ sin(#-l-E)sin(#— E) > 

^ ' « siu# 

19 * 
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(h—z) cos -fr cos (0 V sin — sin £® sin JH 2 

sin Psin ( -ö'-f E) sin (&— E) 


(Ji — 2 ) cos $ cos eosin Fi r sin (^-f- o;)sin ('9 > — rj) 

• n * • r% ' J 


sin 'S* 2 sin f* — sin rj 2 


i 


wobei cos co und sin co nach (9) oder (10) zu berechnen sein würden 


Ausserdem bietet sich hierbei noch die Frage dar, ob viel- 
leicht die Ebene einer solchen Ellipse Zusammenfalle 
mit der dem Berührungspunkt T entsprechenden Krüm- 
mungsebene der im Vorhergehenden betrachteten Ke- 
gelloxodrome, welche letztere Ebene, gleichwie die Ellipsen- 
ebene, durch die tangirende Kante AB geht, — ob nämlich diese 
Krümmungsebene gleichfalls eine vertikale Lage habe. Die Ant- 
wort aber wird sein : nur dann fallen beide Ebenen für jeden belie- 
bigen Berührungspunkt T zusammen, wenn ist, d. h. wenn 

die Kanten AB und AC horizontal laufen. Dies Resultat 
lässt sich durch den Calcul mittelst der Gleichung der Krümnnmgs- 
ebene ziemlich leicht, uocli leichter jedoch durch folgendes Räson- 
nement erhärten. Wenn die durch den Berührungspunkt gelegte 
Krümmungsebene mit der durch die berührte Kante AB gelegten 
Vertikalebene identisch ist, so -müssen auch der Krümmungs- 
halbmesser der Kegelloxodrome und der Krümmungshalbmesser 
der Ellipse der Richtung nach zusammenfallen, weil beide auf 
der tangirenden Kante senkrecht stehen müssen. Und umge- 
kehrt, wenn diese Krümmungshalbmesser gleiche Richtung haben, 
so sind jene Ebenen identisch. INun fallen aber diese zwei Krüm- 

77 / 

mungshalbmesser nur dann zusammen , wenn F= — ist. Denn man 

* 

denke sich durch den Berührungspunkt eine Ebene, welche wir 
der Kürze wegen M nennen wollen, perpendikulär auf die Kante 
AB gelegt, ferner ebenfalls durch den Punkt T eine Ebene N 
parallel zu der vertikalen Gründliche des Doppelkegels, und be- 
zeichne endlich die schon gedachte, durch die Kante AB gelegte 
vertikale Ebene AB GE durch Q. Der Krümmungshalbmesser äer 
Loxodrome liegt dann nicht allein in der Ebene M, sondern muss 
zufolge der in §. 15. bewiesenen Eigenschaft dieser Curve auch in 
der Ebene N liegen, fällt also in die Durchschnittslinie von M und 
N. Eben so muss die Richtung des Krümmungshalbmessers der 
Ellipse in den Durchschnitt der Ebenen M uni Q fallen. Wenn 

nun F =2 * s U 80 >st ausser N und Q auch M vertikal, und dann 

fallen also die beiden Durchschnittslinien von M und N einerseits, 
und von M mit Q andererseits als Durchschnittslinien dreier ver- 
tikaler, durch den nämlichen Punkt gelegter Ebenen wirklich 
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zusammen. Wenn dagegen -F<? ist, so ist M nicht vertikal, 

JL 

also kann dann weder die eine noch die andere der eben gedach- 
ten Durchschnittslinien vertikal sein. Beide können aber nun auch 
nicht zusammen fallen, weil ja sonst die Durchschnittslinie der 
Ebenen N und Q gleichfalls mit ihnen zusammenfallen müsste, 
während doch diese dritte Durchschnittslinie offenbar in allen Fäl- 
len vertikal laufen muss. 



Feber die Projection einer geraden Li- 
nie auf einer Ebene, auf einer Fläche 
überhaupt, und auf der Oberfläche 
eines elliptischen Sphäroids insbe- 
sondere. 

* . u . 

Von 

. | 

dem Herausgeber. 


I. 

' * 

Projection einer geraden Linie auf einer Ebene. 


§. i. 

ln Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem 
der xyz seien 

1) y — ax-{-a l , z^bx + bx . 

die Gleichungen der gegebenen geraden Linie, und 

2 ) Ax+By+Cz+D—ft 

sei die Gleichung der gegebenen Ebene. 

Die Gleichung der projicirenden Ebene, deren Durchschnitts- 
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linie mit der gesehenen Ebene die gesuchte Projection der gege- 
benen geraden Linie auf der gegebenen Ebene ist, sei ferner 

3) A x x + B x g+ C x z+D x =0. 

/ 

Da diese Ebene auf der gegebenen Ebene senkrecht steht, so hat 
man nach den Principien der analytischen Geometrie die Gleichung 

AA X +BB X CC X =0, 

und weil die gegebene gerade Linie ganz in der . projicirenden 
Ebene liegt, so ist für jedes x 

(A x +aB l +bC l )x + a x B l +b l C x + D x = 0, 

woraus sich die beiden Gleichungen 

A x -\r aB x -J- bC x =0 , a x B x + b x C x + /> t = 0 

ergeben, so dass man also nun zwischen den vier unbekannten 
Grüssen A x , B x , C x , D x die drei folgenden Gleichungen bat: 

AA X +BB X - 1 CC X =0, 

A x +aB x + bC x =Q, 
a x B x -{- b x C x -|- B\ =0. 

Aus diesen Gleichungen erhält man aber sogleich 

(Ab- C) A x + (Bb- Ca)Bi=0, 
(Aa-B)A x -(Bb- Ca) Ci=0, 

\ 

\ 

und sieht hieraus, dass dieselben erfüllt werden, wenn man 

i 

A l = Bb — Ca, 

B,=—(Ab — O, 

Ci = Aa — B, 

D, = a l (Ab — C) — b,(Aa — B) 

A , = Bb — Ca , 

B, =-(Ab-C)-, 

„ i | 

C\ =Aa — B, 

D x = — A(ab x —bai) Bbi — Ca x 

setzt. Folglich ist nach dem Obigen 
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7) (Bb— Ca)x 
-( Ab-C)y 
-\-{Aa — B)z 

— A{abx — ba x )-\-^^i~Cai 

die Gleichung der projicirenden Ebene, und man muss nun, um 
die Gleichungen der Projection der gegebenen fgeraden Linie auf 
der gegebenen Ebene zu linden , die Gleichungen der Durdh- 
schnittslinie der projicirenden Ebene mit der gegebenen Ebene 
entwickeln. Die Gleichungen dieser Durchschnittslinie sind aber 
nach dem Obigen unmittelbar 

Ax-\-By-{- Cz- [-D—0, 

{Bb— Ca)x — {Ab — C)y -f-(^a— B)z ) 

— A{ab l —bai)-\-Bbi — Cai j * 

# t 

und durch Elimination von z und y aus diesen beiden Gleichungen 
erhalt man ohne Schwierigkeit als Gleichungen der Projection der 
gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene die beiden fol- 
genden Gleicnungen: 

8) \A(Aa-B)-C(Bb-Ca)\x \ 

+ {ß(Aa-B) + C(Ab-C))y }= 0 , 

D(Aa — B)-{- C{A(ab, — ba,) — Bb, + Ca, | 

{A(Ab-C) + B(Bb— Ca)\x 
+ {C(Ab- C) + B(Aa-B))i 
-f- D{Ab— C) — B{A(ab, — ba,) — Bb, -f Ca, | 
oder, wie man hieraus leicht findet: 

• 9) |(dHS> + C ! )a-(d-f£s + a)ß|z 

-{A % +B ! + C i -(A + Ba + Cb)A)y 

+ (Aa-B)(Cb, +D)-(Ab-C ) Ca, 

\(A* + B* + C* ) b - (A + Ba + Cb) C\x 
-I A*+B‘ + C*-(A+Ba + Cb)A\z 

+(Ab-C)(Ba,+ü)-(!Aa~B)Bb, 

■> 

§. 2 . 

Sind x l9 y x , z i die Coordinaten eines beliebigen Punktes in 
der gegebenen geraden Linie, und ct, ß, y die von dem einen der 






296 


beiden Theile dieser geraden Linie, in welche dieselbe durch den 
Punkt (tfjJ/iZj ) getheilt wird, mit den positiven Theilen dreier 
durch diesen Punkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen 
eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel; so sind die 
Gleichungen der gegebenen geraden Linie bekanntlich 


10 ) 


x—Xi _ y — y x ___ 


cosa 


cosß 


z— Zj 
cos y 


und man hat also ira Obigen 


_ cos ß i _ cos y # 

fl — 0 — , 

cos et cos a 


< 


«i—JSfi ~ 


cos ß 

COS Ci 


Xl , Äi= 2,— 


cosy 

cosa 


X, 


1 

su setzen, wodurch man für die Projection der gegebenen geraden 
Linie auf der gegebenen Ebene leicht die drei folgenden Gleichun- 
gen erhalt : 


11) {( A * -f B 2 -f C 2 ) cos ß— ( A cos a -f- B cos ß -f Ccosy) B\x\ 

— (( A 2 -f- B 2 -f C 2 ) cos a — (A cos ct f- B cos ß 4- C cos y) A)y f 

\ — -0| 

4- { (Z?cosy— Ccosß)x l -{-(Ccosu— Acosy)y l i-(Acosß— ßcostfz^ Ci 

-f ( A cos ß — ß cos a) D 


{ ( A 2 -f B- -f C 2 ) cos y — (A cos a -f R cos ß -f C cos y)C\y 
— { ( A 2 -f B 2 -f- C*)ctMß — (Acosci-\-ßcosß-\- Ccosy) B\z 
-f {( Bcosy— Ccosß)x l 4-( Ccosa—Acosy)y l + (A cosß* — ßcosa)z 1 }A 

-\-{ß cos y—C cos ß ) D 

{ ( A 2 4- B 2 -f C- ) cos a — (A cos a 4* ß cos ß 4- C cos y ) A } z 
• —( (/! 2 4*^ 2 4- C*') cosy — (A cos ct f Bcosß-f- Ccosy) C\x 
A-\(ßcosy— Ccosß)Xi-\-( Ccosa—Acosy)y i -\-(Acosß—ßcosa)zi } B 

4- ( Ccos a — A cos y ) D 

\ 

Wenn die gegebene gerade Linie die gegebene Ebene in einem 
Punkte schneidet, so kann man den Punkt (ar^ij) in diesen 
Punkt legen, und da dann der Punkt (;r,?/,z,) auch in der Projection 
der gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene liegt, so 
werden die Gleichungen 11) erfüllt, wenn man in denselben fär 
x y y, z respective x lf y ,, z x setzt. Zieht man aber die durch diese 
Substitution hervorgehenden Gleichungen von den Gleichungen 11) 
ab, so erhalt man als Gleichungen der Projection der gegebenen 
geraden Linie auf der gegebenen Ebene die folgenden Gleichungen : 
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& jc i 

(A 2 ~f + C z ) cos a — (A cos a-f-B cos ß-j-Ccosy) A 

y — i/i 

C A 2 -f- -f- C l ) cosß — (A cos a^-B cos ß -j- C cos y)B 


(A z -\-B * -f C *) cos y — *(A cos u\B cos ß -f- Ccosy)C ? 
wobei man noch zu bemerken hat, dass natürlich 

13) Ax x +Byi -f Cz t -f Z)=0 
ist. 

. -Bezeichnet man durch cp , ip , % die 180 ’ nicht übersteigende» 
Winkel, die einer der beiden Theile, in welche die Projection der 
gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene durch den Punkt 
getheilt wird, mit den positiven Th ei len dreier durch die- 
sen 1 unkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen ein- 
schliesst; so sind bekanntlich 

14) __ zzrh- 
. cos cp cos 1 p COSß 

** * 

<lie Gleichungen der Projection der gegebenen Linie auf der gege- 
benen Ebene, und aus diesen und den Gleichungen 12) erhält man 
daher leicht durch Division : 

' 

cos cp 

(A* -f- B l -f- C*) cos cc—~(A cos ci -f -B cos ß -|- C cos y) A 
< cos ip 

~ ~ (A* + + C 2 ) cosß — ( A cos a B cos ß -f- Ccosy) B 

i 

cos^ 

(A 2 f B z -f C 2 ) cos y — ( cos a -{- cos ß -f- Ccosy) C 9 

oder , wenn man die Nenner dieser drei Brüche der Kürze wegen 
respective durch F, G , // bezeichnet: 

cos cp cos ip cosy 

Weil nun bekanntlich 

i 

cos cp 2 -f- cos ip 1 -f- cos y 2 = 1 

ist, so ist mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf ein- 
ander : 
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15) 


cos g> = -I — — : 

^ f* + G> + H* 
G 


cos l/> = + 
cos % = dt 


1 r F*+ G 2 + /** ’ 
H 


V F* + G 2 + H* * 

i 

Nun ist aber , wenn man cter Kürze wegen 

< 

I 

16) K* = A* + B* + C l — ( A cos a + B cos ß + Ccos y )■ 

' ' =.- A 2 sin a 2 + Z? 3 sin 0 2 + C 2 sin y 2 

— 2 (AB cos acosß + BCcosß cos y + CA cos y cos cc) 

= (A cos/3 — Bcosa) 2 | 

'-f-(Z?cosy — Ccosß) 2 | 

*-f (Ccosa — A cos y ) 2 

setzt, wo Zf eine positive Grösse bezeichnen soll, wie man leicht 
findet : 

17) F* + 0*+Ä* = (4* + J?* + C > )Ä Ä , ! 

' * . -i 

und folglich mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf 
einander: 


18) 


cos 9 = + 

COS1p = ± 

cos %=db 


F 


KVA 2 +B 2 + C 2 ’ 
G 

KX~A 2 +B 2 + C l> 
H 


KVA*+B+C 2 ' 


oder, wenn man für F, G, H ihre aus dem Obigen bekannten 
Werthe setzt: 

t (A 2 -\- B 2 V C l ) cos u — 04cosa-J-Z?cos/S-f- Ccosy)A 

q> ~ ± ~ WT^+JF+C* 

, (A 2 +B 2 + C 2 ) cosß — (A cos a -f B cos ß -f Cco s y)B 

W^Ti^Tc* 

. (A 2 +B 2 + C 2 )cosy — (^cosa +B cos 0-f Ccos y)C 

C0S5£==± : WW+WW 1 


19) 


cos 


/cos 


^ I 


immer mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander. 
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§. 3 

Bezeichnen wir jetzt jeden der beiden 180° nicht übersteigenden 
Winkel, welche der Theil der gegebenen geraden Linie, dem die 
Winkel a, ß, y entsprechen, mit den beiden Theilen ihrer Projec- 
tion auf der gegebenen Ebene eiuschliesst, im Allgemeinen durch 
o>; so ist bekanntlich 

• * 

\ 

20) cos w = cosacos qp-fcos/?cosi/;4-cosycos^, 
und folglich nach den Gleichungen 19), weil bekanntlich 

cos a 2 -f- cos ß 2 -f cos y 2 = 1 
ist, wie man leicht findet: 


k 2L cor m — I ^ cos a -f B cos ß + C cos y) ; 

' ~ + C l 


d. i, nach 10) 


22) cos w = L 


K 

V'A i +B* + C 1 


Weil nun bekanntlich K eine positive Grösse ist, so sieht 
man, dass man in allen obigen Formeln für den Theil der Projec- 
tion der gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene, wel- 
cher mit dem Theile der gegebenen geraden Linie, dem die Winkel 
a, ß, y entsprechen, einen 90° nicht übersteigenden Winkel ein 
schliesst, die obern Zeichen, dagegen für den Theil der Projection 
der gegebenen geraden Linie auf der gegebnen Ebene, welcher 
mit dem Theile der gegebenen geraden Linie, dem die Winkel 
er, ß 9 y entsprechen, einen 90* übersteigenden Winkel einscldiesst, 
die untern Zeichen nehmen muss. 

.Bezeichnen wir daher jetzt den 90° nicht übersteigenden Nei- 
gungswinkel des Theils der gegebenen geraden Linie, welchem die 
Winkel ct, ß, y entsprechen, gegen die gegebene Ebene durch *, 
so ist für den Tljeil der Projection der gegebenen geraden Linie 
auf der gegebenen Ebene welcher mit dem Theile der gegebenen 
geraden Linie, dem die Winkel a, ß, y entsprechen, den Winkel 
x einschliesst, nach dem Obigen: 

(A' + B'+ O) cos or — (A cos u~\-B cos ß -f- C cos y) A 

: XvIh b* + c> — 

(A 2 -f B 2 -f O) cos ß — (A cos ct -f B cos 

A*+B*+C* • 

(A 2 -^-B 2 -{~ C 2 )cosy — (Acoscc j-B cos/S-f Ccosy) C 


ß + C cos y)B 


cosg> = 
23) l cos7fj= 

cos%= 


V 
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und ausserdem hat man nach 22) die Formel , 

K 


24) cos i = 




oder 


25) cosi= t/nid cosa ±E cos ßd- Ccosy) 2 
\ A*+B*+C* * 


+#* + 

woraus sich unmittelbar die Gleichung v 

A cos a F R cos ß + Ccosy 


20) sin*=+ 


V B* + (> 


ergiebt, in welcher man, da sim* immer positiv ist, das obere oder 
untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem die Grösse 

A cosa cos ß -f- C cos y 

positiv oder negativ ist. 

Bezeichnet man die Neigungswinkel der gegebenen Ebene ge- 
gen die Ebenen der xy, xz , yz durch x, X, fi; so ist bekanntlich 


27) 


eosx" 


cos X* = 


cos g, 


C 2 


V, > 


A l + B l + O 

B 2 

A* + B* + 0 

A 2 
+ BP + C 




TT* » 


und nach dem Obigen ist folglich , wie man nach gehöriger Sub- 
stitution dieser Ausdrücke mittelst der Formeln 23) und 24) ohne 


Schwierigkeit bildet : 


cos« A cos a-f Z?eosß-|- Ccosy „ 
cos cp = — . ' — j-— ; cos ft 2 , 


cos« 


A cos i 


28) 1 cos t = _ A cos a + B . Cl y 5 f + Ccos ‘ l cos il» , 
7 Zs cos i 


COS l 


C0S7^S25Z_ ^ COS «+/? co s|H- Cc osy CQS . 
cosi Ccosi 

• \ 

woraus sich, weil nach 27) 

• * 

COS X 2 + cos X 2 -f- COS (l 2 = 1 

« 

ist, auch leicht die Gleichung 

29) .dcosip-f-ZZcos^-F Ccosy=0 

i 

ergiebt. 
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Die Winkel (p , ifj, v entsprechen immer dem Theile der Pro- 
jection der gegebenen Linie auf der gegebenen Ebene, welcher 
mit dem durch die Winkel a, ß, y bestimmten Theile der gegebe- 
nen geraden Linie den tK) u nicht übersteigenden Winkel i ein- 
schliesst. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes in dem durch die 
Winkel a, ß, y bestimmten Theile der gegebenen geraden Linie, 
dessen Entfernung von dem Punkte (x^y^z^ wir durch q bezeich- 
nen wollen, sind 

✓ 

0toß<*, yx+QCOsß, 2 1 -f(>cosy; 

und die Gleichungen einer jeden durch diesen Punkt gelegten ge- 
raden Linie sind folglich 

y—y 1 — (»cos ß = M(x— x x — gcosa), 
z — z x — QCOsy = N(x — >x x — Qcosa). 

Soll diese gerade Linie auf der gegebenen Ebene, deren 
Gleichung 


A (x—x x ) -f B {y—y x )\- C(z—Zi )=0 

ist, senkrecht stehen, so muss nach den Principien der analyti- 
schen Geometrie 


also 


B — AM, C—AJS, 




sein, und die Gleichungen der durch den durch die Coordinaten 

-f- geos a, ^-h^cos/?, *i+(?cosy 

*• / 

bestimmten Punkt gelegten, auf der gegebenen Ebene senkrecht 
stehenden geraden Linie sind folglich 


B 


y—yt—Q cos ß =-j (x—~x x —* Q cos a ) , 

« 

z — z x — q cos y=~^ (x — x x — (>cosa) ; 

A 


oder 


x — x x — pcos« y — — 'pcos| 5 _ 2—2, — q cos y 

A B “ C 

' ‘ * » 

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
dieses Perpendikels mit der gegebenen Ebene durch X, Y, Z; so 
haben wir zur Bestimmung dieser Coordinaten die folgender! Glei- 
chungen: 
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X — •x l — pcosa F — •y l — Qcosß Z— i, — pcosj» 

' A Ti ~ C ’ 

* . » » 

r • 

^(A'- a : 1 ) + J B(F- 3 , 1 ) + C(Z-i 1 )=0; 
aas denen man leicht durch gewöhnliche Elimination 

y ■ nrn7c . p-4 (.4 cos n + ,g cos ^ + Ccos y) 

^ Aj-f-^cosa ' jga £2 , * 

1 F _„ I 0 cos ß __ QB(Acosa + B cos ß + Ccos y ) 

oO) ^ yi+pcosp ^4“ +£ a + C 1 

7 , eCM cos a-f- /? cos /? -|- Ccos y) . 

Ä “ Z| + * C0Sy + ’ 


oder 


31) 


erhält. 


v /? (y4 cos ß— /? cos a)-|- C(^4 cos y — C cos a) 

*i— 9 . A‘+B* + C* ’ 


r=!/r 


C(Bcosy — C cos ß)-\-A(B cosa — A cos ß ) 
9 A*+B* + C* * 

2 ^ A(Ccosa — A cosy) +B(Ccosß — Bcosy) 


A*+B* + C 2 


Ist nun erstens C positiv, so ist wegen der dritten der 
Gleichungen 30) die Grösse 


^dcosa + -B cos ß+ Ccosy 

positiv oder negativ, jenachdem z x -fpcosy grösser oder kleiner 
als Z ist. Wenn dagegen zweitens C negativ ist, so ist wegen 
der in Rede stehenden Gleichung die Grösse 


A cos a -f B cos ß Ccos y 

positiv odor negativ, je nachdem z^pcosy kleiner oder grösser 
als Z ist. 

Betrachtet man von jetzt an in dem Falle, wenn 

C positiv 

ist, i als positiv oder negativ, jenachdem die dritten Coordinaten 
aller Punkte in dem durch die Winkel a, ß, y bestimmten Theile 
der gegebenen geraden Linie grösser oder kleiner als die dritten 
Coordinaten der Fusspunkte der von diesen Punkten auf die gege- 
ben e Ebene gefällten Perpendikel sind; in dem Falle dagegen, 
wenn 

C negativ 


i 


v 


Digitized by Google 


303 


ist, i als positiv oder negativ, jenachdem die dritten Coordinaten 
aller Punkte in dem durch die Winkel a, ß, y bestimmten iheile 


der gegebenen geraden Linie kleiner oder grösser als die dritten 
Coordinaten der Fusspunkte der von diesen Punkten auf die gege- 
bene Ebene gefällten Perpendikel sind ; so kann man der Gleichung 
26) zufolge offenbar in völliger Allgemeinheit * 

Acos a-j-B cos -f- C* cos y 
32) sin i = + + 

t 


setzen. 


Betrachten wir die oben durch x, X, (i bezeichneten Winkel, 
ohne weiter ihre geometrische Bedeutung zu berücksichtigen von 
jetzt an gewissermassen als blosse Hülfswinkel, so können wir 


v 33) 


cosx= 


cos X= 


cos ft= 


V A* + B' + C 2 ’ 

B 

V A' + Bt + C*’ 

A 


.. ' 

setzen, und erhalten nun leicht mittelst der Formeln 32) und 33) 


34) 


sint A 4cosa-f l?co s ß Cco sy 
cosx C 

sin i ^cosa-f-.Z?c o s/3-f- Ccosy 
cos A B 9 

sin i A cos a -{- B co s ß C cos y 

cos p- A 


Mittelst dieser Ausdrücke und der Formeln 28) erhalt man aber 
auf der Stelle* , 


35) 



_ cos«' — sin i* cos ft 
cos i 

_ cos ß— sin t cos X 
cos i 

cos y — • sin i cos x 
cos i 


\ 

Nach dem Obigen ist bekanntlich 

36) eosi , = cosacos<p-f-cosßcoS'i/>-t-cosycos y, 
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und diese Gleichung, in Verbindung mit den Formeln 35) unjl der 
bekannten Gleichung 

. . » 

' * cos« 2 -f cos |3 2 -f cos y 2 =1, 

führt leicht zu der Gleichung 

37) sin i— cos «cos p- f cos ß cos k -+ cos «cos x. 


II. 

Projection einer geraden Linie auf einer Fläche 

überhaupt. 



Unter der Projection einer geraden Linie auf einer beliebigen 
Fläche werden wir im Folgenden, um jede Zweideutigkeit zu ver- 
meiden, immer die Gesammtheit aller derjenigen Punkte dieser 
Fläche verstehen, welche auf derselben eine solche Lage haben, 
dass die in ihnen auf die Fläche errichteten Normalen die gege- 
bene gerade Liniä schneiden. 

Dies vorausgesetzt, seien nun 

x — / *__ ?/ — SL = z ~ h 

cos a cos ß cos y 

die Gleichungen einer geraden Linie im Raume, wo bekanntlich 
/*, c/, h die Koordinaten eines beliebigen Punkts in dieser geraden 
Linie, und «, ß, y die 180° nicht übersteigenden Winkel sind, die 
' der eine der beiden Theile, in welche die gerade Linie durch den 
Punkt (ff/ h ) getheilt wird, mit den positiven Theilen dreier durch 
diesen Punkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen ein- 
schliesst. Ferner sei ■ 

i n • 

t ' 

39 ) u = F(x,y,z) — 0 

die Gleichung einer beliebigen krummen Fläche, und (xy y x z,) sei 
ein beliebiger Punkt auf derselben; so sind, wenn wir der Kürze 
wegen 

40) u x — F(xi i y li z l ) 

setzen, und alle im Folgenden vorkommenden Differentialquotienten 
partielle Differentialquoticnteu bezeichnen, nach den Priucipien der 
analytischen Geometrie 

x~x x __ y-~yx 
du x * du x — du x 
dx l dy j dz, 


41) 


» / ' 
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die Gleichungen der Normale der durch die Gleichung 39) charak- 
terisirten krummen Fläche in dem Punkte ( x x y x z x ). Soll nun diese 
Normale die gegebene gerade Linie schneiden, d. h. soll (x x y x z x ) 
ein Punkt der Projection der gegebenen geraden Linie auf der ge- 
gebenen krummen Fläche sein, so müssen die Gleichungen 38) 
und 41) durch dieselben x,y,z erfüllt werden, und man wird also 
die ßedingungsgleichung, dass die beiden in Rede stehenden Li- 
nien sich schneiden, erhalten, wenn man aus den vier Gleichungen 
38) und 41) die drei Grössen x, y, z eliminirt. 

Es ist aber ' 


cos ß, • 


cos « 




co sy 
cos« 


(x~f) 


und 


y—y i 


du x 
_f tjh 
du x 
- dx x 
du x 

dz < 

du x 

dx x 


"*£i) > 


(.r— x x )\ 


also durch Subtraction der dritten von der ersten und der vierten 
von der zweiten Gleichung: 

, dp t 

S; . . . 

• • • ;• ' ■; • - • ' ../ 

* : - du x ' > 

dx x 


oder 


' dui 
dx x 

' s du x 

1 x~f~(x,-nu 

cos « du x 

dx x 


Theü VI. 


20 
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woraus leicht 


I 


'I 


•I V* 


1 COS « — cos ß) 
dy r . dx t 

«/>■ 

=i( ^- /p) ^ i “ (i '“ A) S !co8a; 


und hieraus ferner durch Division und nach gehöriger Reduction 

i 

o = (*1 — /) ( ^ cos ß — cos y) 

+ 0/i — fl) (ttv cos y — cos«) 


dx x 

+ (* 1 — Ä) (^— 1 cos a 


r/tt t 

f&Tx 


cosß) 


oder 


cos« 


<* »1 ! .*7 1*,!. ! ii.; .'j 




f/Wj 


+{(x '~ f) ^r iVi ^ ) & } cosr 

-<■' - ’ ' • • v • .. ’ .V 

erhalten wird. Wenn man nun statt x li y l ,z 1 nur x,y,z setzt, so 
erhellet aus allem Vorhergehenden auf der Stelle, dass die Glei 
chungen der Projection der durch die Gleichungen 38) charakteri 
sirten geraden Linie auf der durch die Gleichung 39) charakterisir- 
ten Fläche die folgenden sind: \ 

~ ' • » * > i 


\ 

oder 


42) n~F(x f y f z) = 0, 

t 

0=(x — f) cos ß — ^ cosy) 

* - dz ■ mi • 

t-VV" , \ - , ,/ 

' i / \ / du du ’ ' ‘ . 

+ (;y— cosy— — cosa) 

\-(z—h) ( ~ cos ex— ^ co$0) 

«!C\ \ ' \ ~ dx r/ .\ 


r. 


<*■ 


, i .» i 
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43) n = F(x,y,z)= 0, 

+ ‘ ( *-*)£- ( W)Jlc osß 
+ | ( ^_ / )'|_ ( y _ 9 ) lg| C o Sr . 


UL 

Projection einer geraden Linie auf der Oberfläche 
eines elliptischen Sphäroids. 


§.5. ' 

Indem wir zuerst nur in der Kürze das elliptische Sphäroid 
im Allgemeinen betrachten, nachher aber ausführlichere Betrach- 
tungen über das elliptische Ilotationssphäroid insbesondere anstellen 
werden, sei überhaupt 


«> ©*©*©- 


die Gleichung der Oberfläche eines elliptischen Sphäroids, so ist 
im Vorhergehenden 


u 




und folglich 


du _ 2.r du 2 y du 2z 

dx cP 5 rAy ’ dz cP 


zu setzen. Also sind nach 42) oder 43) 

. 45) (f)’ + (l)’ + 


(ar— /) (-— cos ß 


y 


c/ 


‘ ü) (*^* cos y— • \ cos a) ^ = 0 


cos y) 


a 


+ (*— Ä)*(^ cos ct cos ß ) 


20 * 
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oder 



((;'/— g)~i— (*— A) Ji) cos « 

cos ß 

C4> l» 

+K*~ f) cos 7 

oder auch 



{(; — h)cosß— (y— g)cosy) *-* 

Cv 

' -f{(ar— f)coay~ (2 — A)cosc*j 

» 

f {(y— //)cosa— (o:— f)cosß\ ~ 



die Gleichungen der Projection der durch die Gleichungen 38) cba* 
rakterisirten geraden Linie auf der durch die Gleichung 44)» cha* 
rakterisirten Oberfläche eines beliebigen elliptischen Sphäroids. 

Für die Kugel ist a=b~c , und die Gleichungen der Projection 
der durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie auf 
der Kugelfläche sind also nach dem Vorhergehenden, wie man 
leicht findet: 

48) x 2 -f- y 2 -f z 2 = a 2 , 

( hcosß — <g cosy) x 
-fC/cosy — >h cos ct)y 
-f- (g cos a — - f cos ß ) z 

wo aus der zweiten Gleichung erhellet, dass die in Rede stehende 
Projection ganz in einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden 
Ebene liegt; und zugleich überzeugt man sich auf der Stelle, dass 
diese Ebene die durch den Mittelpunkt der Kugel undsdie gegebene 
gerade Linie gelegte Ebene ist, was auch Alles der Natur cler Sa- 
che ganz gemäss und aus den ersten Elementen der Stereometrie 
bekannt ist. ' 
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§. 6 . 

' , t 

Um die Gleichungen der Berührungslinie der Projection einer 
geraden Linie auf der Oberfläche eines beliebigen Ellipsoids in 
einem gegebenen Punkte derselben zu finden, wollen wir aer Kürze 
wegen, ausser wie vorher 


auch noch 




««so 


a 

x 


c 

x 


setzen; so ist 




du _ %x du "2y du _ 2z 


dv 

dx 


dx a a dy 6 a ’ dz c m 
und, wie man leicht findet: 

HG-?)*~£l cos ' 3 

-Kh-h) 9 -^* 08 *' 

-\(F-b) t - r F'\ eosa ’ 

tlv ( / 1 1 \ q ) 

(Vc a b l ) J c % j 


dz 


Nach den Principien der Differentialrechnung hat man nun be- 
kanntlich zur Bestimmung der Differentialquotienten 

'V 

d u , dz , ' 

-f- und j- 

dx dx 

die beiden Gleichungen: 




Digitized by Google 


310 


du dti dy . du dz « 

• ' dx dy ' dx dz dx 

/ % 

dv dv dy dv dz 
dx dy * dx * dz * dx * 

i • 

und erhält aus denselben mit Hülfe der vorher für 

du du du , de dv dv 

dx’dy ’ dz dx 9 dy’ dz 

\ 

gefundenen Ausdrücke, wenn der Kürze wegen 

c= I(f-f)2'-fI C0S> ' 

~I(f 008 ß 

gesetzt wird, für die beiden in Rede stehenden Differentialquotien- 


ten leicht die folgenden Ausdrücke: 


n X Z 

dy _ 


dx 


a 7*-K 


c* dz 
r ’ dx 


r]L 4^L 

C b * A d 1 

A--BV 

c 2 6 2 


* 

Sind nun Xi 9 Vi,Zi die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Projection der gegebenen geraden Linie auf der Oberfläche 
des Ellipsoids, so sind nach den Principien der höheren Geome 
trie, wenn der Kürze wegen 


cos u 


m A M{h-bY-*\ 

C0S) '’ 

b:= (&-?)**■ ö*" 11 


t 
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-\Q*-i) z '~ä coaß 


<1 


gesetzt wird. 


y~yi 


a a 


C y *1 

H Tä" k 


' C J 


SO) 


C * F - 


l 6* 


(a*— a:i). 


2 — 2 , 


#1 .. 


«r 




/ * • \ • 

(#— ;ri) 


:t. 


. ! 

:•> 


oder 


ar — ar, 


51) 


/I ii_ B & -a 

1 c a 1 6* 


y—y» iri 


A*L_* 4 & Cnft—A^ 

c* o z er er . 6 a 


die Gleichungen der durch den Punkt (ar,ViZi) gehenden Beruh 
renden der Projection der gegebenen geracfen Linie auf der Ober- 


’rojection 
fläche des Ellipsoids. 


gerac 


§.7. . ■ : 

Ohne die vorhergehenden allgemeinen Untersuchungen, welche 
an sich interessant, lur meinen nächsten Zweck für jetzt jedoch, 
von geringerer Bedeutung sind, weiter auszuführen, will ich mich 
nnn sogleich zu der Betrachtung der Projection einer geraden Linie 
auf der Oberfläche eines durch Umdrehung einer Ellipse um ihre 
zweite Axe entstandenen elliptischen Spharoids wenden. 

Weil bekanntlich 

52} f!±3f*_. £-1 

} a? * b 2 

. • » t • ♦ * f • ,« 

die Gleichung der Oberfläche eines durch Umdrehung einer Ellipse, 
deren erste und zweite Halbaxe a und b sind, um ihre zweite 
Aie entstandenen elliptischen Sphäroids, welches wir in der Kürze 
ein Rotationsellipsoid nennen wollen, ist; so sind nach 46) 


53) + 


a ‘ 


coso 


I * 




a 


+((*-/■) * tos l' 

CS CS 


x 
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t 


oder, wie hieraus mittelst einer einfachen Verwandlung der zwei- 
ten Gleichung leicht folgt: 




\g cosy-f (z — h)cosß}x — {/cosy-f-(z — A)cosa)y _ a 1 

{(# — f)cosß — cosajz b* 

* * 

die Gleichungen der Projection der durch die Gleichungen 38) cha- 
rakterisirten geraden Linie auf der durch die Gleichung 52) cha- 
rakterisirten Oberfläche des Rotationsellipsoids. 

Bestimmen wdr aus der zweiten der beiden vorhergehenden 

Gleichungen z, so erhalten wir 

. * 


b 2 (hcosß — g cos y ) x-\- (fcosy — h cosa) y 

00) Z- -3 _ 0 *_ 6 « 7 ’ 


<7 cosa— /cos /3 -f- 


(xcosß — ycosa) 


und folglich, wenn wir 


t»ß\ « ß* b i 2 b * 

56) e* = — , 1 — 

a l a* 


setzen : 


56 ) — gcosy)x~\~ (fcosy - AcosoQy 

gcosct— f cos ß-\-e 2 (x cos ß—y cos ct) 


Führen wir nun diesen Ausdruck von z in die erste der Glei- 
chungen 54) ein, so erhalten wir zwischen x und ?/ die folgende 
Gleichung: ° 

57) (1 — e 2 )\(hcosß — gcosy)x+(fcosy — hcosa)y 
= (a* ~ x % — y ' 1 ) { g cos a — fcos ß -f c 2 ( x cos ß —y cos ct) } * 


§. 8 . 

Setzen wir jetzt, was wegen der ersten der Gleichungen 54) 
offenbar verstattet ist: 

ä 

N 

I x=acos&cosS?, 

* 4 

y=as inöcosß, 
z=zbs\n£2 

und führen diese Ausdrücke von x, y, z in die Gleichung 56) ein. 
so erhalten wir nach einigen leichten Verwandlungen die Gleichung: 

69) (ycosa — /’cos/S) tangß 

— \ae* cos a sin ß— (fcosy — h cos a)V 1— e 2 }sin & 

— {ae 2 cos ß sinn — (gcosy— h cos 0) }cos©, » 
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welche die Gleichung der Projection der durch die Gleichungen 
38) charakterisirten geraden Linie auf der Oberfläche des Rota- 
tionsellipsoids zwischen 0 und ß ist. Setzt man 

. . -r 

R cos = ae 2 cos a sin ß — (/cos y — h cos a) VT — e l y 

R sin # = ae % cos ß sin ß — ( g cos y — h cos ß ) fl-e 1 ; 

so wird die vorhergehende Gleichung 

61) (ffcosa— /cos /3)tang# = Äsin (0 — tf>), 

^ ' » * • # 

Auch ist, wie man mittelst der beiden Gleichungen 60) leicht 
findet: 



■y cos c< -/Npos ß = ~- 

cosyVT — e 2 

< * 

, » / 

und daher, wenn man dies in die Gleichung 61) einführt, nach 
einigen leichten Verwandlungen : . 


62 ) t.n g fl— , cogygin(e-0)Vl- e » 

cos a sin — cos ß cos # 


oder auch 


» ♦ •* * , * 1 1 

63) tang^ — qos ~ cos y sin 0 coto , 

•• coso— cosycosöcotßV^ 1— e 1 


§. 9 . 

m 

Zunächst wollen wir nun den Differentialquotienten 

/ 

♦ 

(19 

da 

4 t * 

entwickeln. Differentiiren wir zu dem Ende die Gleichung 61), so 
erhalten wir: 


Bc „ 8 (e_*)ßg_g) +S 

* • 

= (ff cos a —f cos ß ) secß 2 . 


dR 

dß 


Durch Differentiation der beiden Gleichungen 60) ergiebt sich 

aber 

—R& intf>^5 =ne t cosacosß, 
dß dß 

sin 0 -J- R cos = ae 2 cos ß cos# ; 

und hieraus ferner mittelst gewöhnlicher Elimination: 
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— (cosacos<f>-|-cosßsin #)cosß, . 

fwie • 


d-Q 

d<P 


\ 


R _ = — ae 2 ( cos a sin 0 — cos ß cos 0) cos J2. 


* 


\ " 1 ' •" * ' * * ” \ 

I ' ' * 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in die oben zwischen den 
DifferentialquAtienten 

de ' dfi dR ' ' • 

• du’ dü’ dü ■ ■ , 

m % \ I 

gefundene Gleichung erhält man aber 1 

„ z ~ N dS 
ßeosC©-®)^ 

'• ; * • % * 

l sin( 0 — 0) (cos «cos <P-J-cos /Ssin (P) ) 

» -«3 { V / V t cos 

• l-fcos(0 — 0 ) ( cos ct sin <P — cos |3 cos <Z>) j 

• f ‘ * * i / # - * * . i • 


oder 


— (ff cos a — /cos/^secÄ 5 


j > fifi) 

Rcos( 0— «P)-^ 


a i cosa(sin(© — <P)cos <P-fcos(0 — O) sin <P)) og q 
+ ae I. — cosß(cos(0 — 0)cos 0 — sin(0 — #)sin Oy 

= ( #cos a — /cos ß ) sec £i a , 


d. i. 


jKcos( 0 — <P) 


de 

dSl 


-|-ac 2 (cosasin 0 — cos ß cos 0 ) cos Sl 
= COS c* — /cos ß ) sec Sl 2 ; 

also, wie man nach einigen leichten Verwandlungen findet: 

ca\ dS (ff — ac 2 sin 0cos ß 3 )cosa- — (/ — ae 2 cos 0cos ü 3 )cos^ 

dsi äc^(©— <P)cosä« 


Setzt man 


65) 


{ Ä(*.) cos (- 7 — Tv ^TT, — «e 2 ) cos cc 

l sin ©cos 3 

i 4 

Ä<>> sin $<*>=( J ~ ö i — ««’) cos ß ; 

COS0COSil 3 


so wird, wie man leicht findet: 

dSl ~7, w ‘ , ^ Ä cos ( 0—<P) ' - 


de n R^ sin(0— ®<*>) 

66) -tt: =COS Sl — :sr~ • 
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f»*l- */ 'M 


• «. 10. - v> 

* *i ; 0 f * 


Um nun ferner auch den zweiten Differentialquotienten 

d 2 & 






dSl‘ 


" I* * J , I ' M * 

zu entwickeln, wollen wir zuerst die beiden Gleichungen 65 ) diffe- 
reotiiren. Dadurch erhalten wir 


ti * v> ' !■ t 

lung 


dR( l ) Tyn\ . d<& 1 ) 

cos (PC 1 ) — y- Ri 1 )» m (PC 1 )—. 

dU . dSl 

■ 3 g cos a tang Sl (1 — Jeot ©cot Sl 4 ?) 7 
. .i dSl 


\ * fS • 


sin 0 cos Sl 3 


. J r • 


sin (PC 1 ) — -k— -I- Ri}) cos (PC 1 ) — - — 

dSl T dSl 

- , * » 

' y t ! ' '* t i ' » _ _ 

3 /cos ß tang & ( 1 } tang 0 cot & ) 

cos 0 cos ü 3 


~9 


•‘f. 


uud hieraus 


dß (,) % cos cf tang & ( 1 ] cot 0 cot Sl -^) 

^ sin© cos Sl^ i 


dSl 


cos (PC 1 ) .* 


, . .3/*eos 0 tang &(l-f £ tang 0 cot 

+ ' — sin (PC 1 ), 


cos 0cos & 3 


<70 


ß(0 (/(pC 1 ) C0S “ tan ® ^ ( 1 — 1 cot 0 cot ß — ) 

- — 77t — r-77 777 t - sin (PC 1 ) 

ttii > sin 0 cos P- 3 

3 f cos ß tang Sl ( 1 -f 1 tang 0 cot Sl ^) v 

ll iw 


+ 

Setzt man nun 


~ 


cos 0 cos Sl 3 


cos (PC 1 ). 




de 


67 ) 


ij cos a ( 1 • * cot 0 cot , 

ä( 2 )cos<P( 2 ) = “ri., 

. ,?in0 


/ 2 ( 2 ) sin (PC*) r=3 


f cos ß (1 -f l tang 0 cot Sl^-) 

du 


cos0 


» 
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I 


so wird 

( cos (<rK*)_®C)),- 

gm | dSl COS ii 

1 RW =3R(') tan sg 8in ($(»)— OK»)) ; 

' ail co sic* 

/ 

und folglich auch 

d& 1 ) tang (&( 2 ) — ^l 1 )) e*Ä( l > 

öy) “3 ä““ ÄC 1 ) <*& ' 

^ ** 

oder auch 


dW) . ... .... (K»'l 

70) -^= t » n 8<* < * ) -* (,) > • 10T’ 

« I 

wo / wie gewöhnlich den natürlichen Logarithmus bezeichnet 
Differentiirt man nun die aus 60) sich ergebende Gleichung 

/2cos(0— *0)^^ = Ä( 1 )sin (Ö — #( 1 )) cos 42, 


so erhält man 


71) R co» 

s= — ÄC) sin Äsin ( ®— #(')) 

dÄC) . _,„./d® 


-(• jsin(® — -ffi 1 cos (® — 


«feO 


)! 


jcos(ö-4>)^-Äsi D (®-0)^_4?M ^2 


c/42 <Z42 

dtp \) 

dä~dsi)\ d&’ 


cos Sl 


also nach 66) 


72) Ä 2 cos(@~ <P) 


dSl* 


=*— ÄÄ(*) sin 42 cos (@ — #)sin(0 — -# (1 )) 
+Äcos42cos(ö— <p){sin( 0 — 

— Ä< 1 )cos42sin(e — 4>( 1 )){cos(e— #) ^—Äs in (©■— #)(jf^ “ Jr£)}* 


Setzt man noch 


73) 


t 

Ä( 8 ) cos #(*)=: ae 2 cos a cos 42, 
Ä(*) sin 0( 3 )= ac 2 cos 0 cos 42 ; 


so ist* wie aus dem Obigen leicht erhellet: - 


Digitized by < 


317 


74 ) 


dR 

dSl 


/?(*) cos ((/>(*)< — 0 ), 


also 


75) 


= sin(,p< s >— 0 ); 

dSl 


d<p _ tang(<p ( 3 ) — <p ) dR 


dSl 


R 


F i'ihrt man nun diesen Ausdruck von 


W l ) 

dSl 


dtp 

dÜ 


da 


und den Ausdruck von 


aus 69) in die Gleichung 72) ein, so erhält man hach einigen 


leichten goniometrischen Reductionen: 

76) R % cos (ö— -<p) 


« d*0 
dSl* 


= — /?/?(*) sin ü cos (e — - 0 ) sin(© — <p n )) 

de 


+ ÄÄ( 1 )cos^cos ( 0 — > 0 ^)) 


dSl 


sin (ö — 0 (1 >)cos(© — 0( 3 )) dR 
cos (0 —*(»>) da 

s , _ i? rnfl o cos(e — 0 ) s in (fl— 0 (»>) rf/fl 1 ) 

‘ cos(0( 1 )— *0^ a J) dSl 9 

% 

mittelst welcher Formel der zweite Differentialquotient 

d'e 

dSl* 

* * / 

ohne grosse Schwierigkeit berechnet werden kann, wenn man nur 
erst mittelst der oben entwickelten Formeln die Differentialquotienten 


de dR dRM 


dSl * dSl 9 dSl 


berechnet hat. 


§. H. 

Die Gleichungen der dem Punkte {x^y v ti) der Projection der 
durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie auf der 
Oberfläche dps Rotationsellipsoids entsprechenden Berührenden die- 
ser Projection sind bekanntlich 


77) 


’*>”*» “iE* 
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Setzen wir nun auf ähnliche Art wie im Vorhergehenden 

/ =acos< 9 , cosÄ, , 

78) j y x = fl sin e x cosi2j , 

V z x r^sinß,; 

so ist, wie man durch Differentiation leicht findet: 

• » ♦ i * ♦ 

i dx x = — « (sin 0 , cos&lidQx -f-cos©! sin& 1 </52 1 ) , 
dy x = a( cos©! cosß x de x — sin<*h sin Sl x d£l x ), 

* 0 • * 

dz x — bcos ShdSh; 

Und folglich •' • 

d(h " 


80) 


, sin©! sinÜj— cosO.cosÄ,* 
dy x dSl x 

1X1 cosöi sinßj-f-sinöi cosÄ^ 


[ dSl x 


di\ 

dx x 


cos&i V~1 — e* 


cos Oi sinÄi-f-sin#! cosÜ 


de \ 9 
1 da x 


oder 


81) 


1 ' I— cot ©,cotÄ, S& 

dy x i . . < dsl x 

— — tang0j . -j — , 

1 . .. 1 + tang q x cotii, ■ 

dz x _ cotfl, '* YT^ 

dx ' co80 -'l -Mange, 


Also sind nach dem Obigen 


1 — COt0j cot^>! 


y— yi = tangö l 


de 1 
dSi x 


82) 


1-|- tangöicot^i 


de 1 

(Uh 


(x x x ) , 


I l 


*•"-*! F=— 

!!'*’. . 

1 1 

.. i:-.. » 


cot^i 


Vl — e 


rovj iQ • jiiTtp i . ■ r 1 fift n fei; ^ ^ 

1 ,il+tang0,cotfl,-^- . 

* ■ 1 J < i i 1 { <:~R 1 »«ff*?? 


die Gleichungen der dem Punkte (x x y x z x ) der Projection der durch 
die Gleichungen 38) charaktcrjsirten geraden Linie auf der Ober* 
fläche des Rotationsellipsoids entsprechenden Berührenden dieser 
Projection. » " » • 

Bezeichnet man die 180° nicht (ibersteigenden Winkel, die der 
eine der beiden Theile, in welche die in Rede stehende Berührende 
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durch den Punkt (x x y ± Zi) getheilt wird, mit den positiven Theilen 
dreier durch diesen Punkt gelegter, den primitiven paralleler Axen 
eioschliesst , durch 9 ^ t /;,, ; so ist bekanntlich . - 

dz } ' 


cos ijj, ' dy x 


cosx, 


k cos qpt dx i* cos 9 j dx x 9 ’ 

und folglich, wie man mit Hülfe der Gleichung 
. .. cos 9 ! -f cos -f cos Xi = 1 

* * X 

leicht findet, mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf 
einander: 


C0S9j =;£ 


V *+(&)X&)'’. 


83) 


±y l 

■ s -- ly ■> i l \ piu.J rfari 
cos 1//1— dh" 


ä 1 


<?z, 


*l*>b 1)01 dx x >H })UI 3911111 

Y.vRfe/W- 




I — ><)p *<v> 

Nun findet man aber mit Hülfe der Gleichungen 80) leicht 




' . V ■+(£>‘ + (&)‘ 

‘ . — , : 1 

. , V 1— e*cosß*(l+- .,^0(1-1 .^1) 

f f ‘.ttt . IiNisiA e- «ßj. ^ v-tr ' 

'•»* •. ■ ’ ■ * rl " (ff) . v ’t 


,li«nH> 1 <*fi cosö 1 sin/i I -f sin^tcosß,^^, ,1^ ( ^ : 

: ioonui iv:!> iIdim: , Ion (■»S.vii u\. ..i*-. 

Also ist nach dem Obigen: , , 

* k 19 >!»*■* »♦* , * * 

• «***♦% ' ” * ‘ 0 \ * • » \ * 9 


*) Statt 


•" W I 


V- » , 
. 1> 


. < 


o ri . 1 ^l Vt 1 dQ \>. 

e (1 +7-3ä; )(1 “ « • 

<ann man hier und im Folgenden überall auch 


. *>'* M ; - 1 


V' 


(a I d&x \{« d9x < 


■ \ . I * • .. 


etzeu. 


e \> : 
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■N 


cos 


« 1 * 

cos#, sinß! -f sin© j cosß x -j—± 

■ f ;. dS} l 


86 ) 


sin0 1 sin*?! — cosö x cosß x 


COSt/Ji = + 


cosxi = + 


cto f 

3ß7 


V 


1-,-^oKi+I.fca-i.g) 


cosßjV' 1 


Y I-,'c«rOJ(l + l gl)a-i-^)’ 


wo die obern und untern Zeichen sich auf einander beziehen. 
Setzt man 


86 ) 


tangPj — cotfl,^^. 


sin Q x = e cos ß, \T(l+i . _ 1 . ’ 

T e , aß x e tü«i 


so ist, immer mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf 
einander: 

' . sin#, cos (6>i —Pi) 

eos <pi —4: cos/*» c o s 

. 87) J cos»,=J:gi 

1 < cos P t cos Qi 


COS Xx (I fc) (!-«) 

cos Q t 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, wenn ds das allge- 
meine Differential des Bogens der Projection der durch die Glei- 
chungen 38) charakterisirten geraden Linie auf der Oberfläche des 

Rotationsellipsoids bezeichnet, auch leicht die Formel: 

• » / 

88) rff 2 =a a {cosß^d© 2 -f(l — e 2 cos ß 2 ) ciß 2 } 

oder 

fJa 

89) ds 1 = a 2 dß 2 { 1 — c 2 cos ß a -f cos ß* 


«. 12 . 


Die Gleichung der Ebene des dem Punkte (xiy r Zi) entsprechen- 
den Meridians ist 
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d. i. nach 78) 

x sin e x — y cos o x = 0, 

und die Gleichungen des in Rede stehenden Meridians sind folglich: 

’( xsine!— ycoseh^O, 


so) 


f!±2! + ^_l = 0; 


a 


oder, wie man leicht findet: 

xsin 0, —ycosOi =0, 

+S-i=o- 


91) 


X J 


0*005 0,? ' b v 


Folglich sind die Gleichungen der durch den Punkt (x x y x Zi) 
gehenden Berührenden dieses Meridians: 


92) 


l/-9,= (ar-tfjtang 0„ 
Z — Zi= — (x—X ,)• ^ :r ' 


a?z x cosö. 


2 j 


oder nach 78): 


93) 


9~Vi= ( x ~ x i) taug ®, , 

c«tß, 


-(X-Xt) 


COS0J 


Bezeichnet man die 180° nicht übersteigenden Winkel, die der 
eine der beiden Theile, in welche die in Rede stehende Berüh- 
rende durch den Punkt (x x y x z x ) ge t heilt wird, mit den positiven 
Theilen dreier durch diesen Punkt gelegter, den primitiven paral- 
leler Axen einschliesst, durch ipC 1 ),^ 1 ); so ist 


; -costM 1 ) , cosy( r ) 

2 _=taDg 0 i,-- 4 


cosy 

und folglich 


cosgp 


in 


coS9>( 1 ) = db 


cotß, 

COS0 X 


cos0. 


Y 1-e’ ; 


94) 


cosip(')= + 


V 1 -(- ( 1 — e‘) cot fl, *’ 
sin 0, 


cos %( 1 ) = : F 


Vl-f(l-e*)cotß/ 
cotß,^ 1— e l 


'Tl + (l-e 2 )cotß l a • 

mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander . 
Theil VI, 21 
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Bezeichnet man .öinen jeden der 180° nicht übersteigenden 
Winkel, welche die durch den Punkt {x\y\Z\) gelegten Berühren- 
den des diesem Punkte entsprechenden Meridians und der Pro- 
jection der durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden 
Linie auf der Oberfläche des Rotationsellipsoids mit einander ein- 
schliessen , durch T x ; so ist bekanntlich in den vorher eingeführ- 
ten Bezeichnungen: 

COSjTi^COS Cp x COS COSlpjCOS t// 1 ) -f-cos%i COS^ 1 ), 

% 

i 

also nach dem Vorhergehenden 


95) cos r,=W~- 


1 — C 2 C0S#I 2 


1 3 O 2 / 1 I 1 dö, ^ f 1 (l& I 9 

l-e’cosfl I *(l+-.^)(- 7 . sr ) 

woraus sich ferner sogleich ergiebt: 

cos ‘°i 7777" 

<J6) sinr,=+-^ — 

tTl 2 r* 2 ( 1,1 ^®IW1 1 

V 1 ~ e C °S fl l --^0“) 




in welcher letzteren Formel, Ja sin ^ immer positiv ist, das obere 
oder untere Zeichen genommen werden muss , jenachdem 

cosfll 

eine positive oder eine negative Grosse ist. 

Aus den beiden vorhergehenden Gleichungen ergiebt sich aber 
auch auf der Stelle 

- n <W X 

COS ß x 1 


97) tangr,r=jfc— 

' 3 t'l-e'cosfl,* 


oder , wenn man 


setzt : 


1)8) sin U l —cco$n 1 

t 

99) fang IY=r +'521®!.^. 

cos U x aSi, 


- $. 13. 

Wir wollen nun auch den dem Punkte (x x y^ z x ) der Projection 
der durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie auf 
der Oberfläche des Rotationsellipsoids entsprechenden Krümmungs- 
halbmesser ri dieser Projection zu bestimmen suchen, indem wir 
als bekannt voraussetzen, dass nach den Principien der höheren 
Geometrie, wenn der Kürze wegen 


« \ . 


" 
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im\ rr*__(dx i d*y x dy x d*x x \ 

} 1 ~~ \7ßi 1 • d&s 

, / dx\ d 2 z x dz, d 2 x x \ 3 

+ dJZ 1 'd&?/' 

i (dyx d*z l dz, d 2 y x V 

1 \dSl x \dSl t * * 

wo T x eine positive Grösse bezeichnen soll, gesetzt wird: 

(^X . 

101) r, = Vd ” - ’ . / 

•“ 1 

r 

\ 

ist, wo die Bedeutung des Symbols leicht von selbst erhellen 
wird. Weil nun nach 79) 

\ 


ist, wo die Bedeutung de 
wird. Weil nun nach 79) 

i 

: 0i sin Sl x -J-sin 0 X cos &i t^ 1 )» 

> CI WW I 

:ß, 4fl), 


ist, so 


d' i x 1 

d<ß, a 


dx, , 

d£i-=~ a(cos 

» 

= — «(sin 0! sin Sl x — cos0 1 cosß x 
äW| clSci 

• i 

• % 

-I~ l - — « V 1 — C 2 . cos Äi* 

ßiw| 

ist, wie man durch fernere Differentiation leicht findet: 

i * 


•a 



cos ©jcosüj — 2sin 0, sin&jij^i 

dSi r 

• ®- cos . Ä *(®i) + sin 01 cos ß ’- S? 

sin 0 A cosüi -f 2cos0, sinÄ,-^^ 1 

' (loij j 


a 


1 - ‘«W, ( 

j +«in «. co 8 0, COSÜ, j 

t 1 — c 2 .sin ii, ; 


\ 

(. 


fl-z, 

(ISIS 

und hieraus erhält man ferner nach einigen keine Schwierigkeit 
darbietenden Reductionen : 

dx y d 2 y x dy x d 2 x x 

d^' da x *~d^'7ni 7 2 

® (1+cosß * 2 (S:) ) +«ta». (sittß, cos Si, J , 

21 * 

» 
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:a*Vl— e\ 


dx, d*z , dz, d'x, 

da, 'das da,' das 

cos 0,(1 + cos ^i s ("j7r) ) 

fZ0, 


<Z®0, 


= a*^ l-e*. 


— sin 0,cos 52, (sin 52 1 -- ~ -— cos 52 x ^ - ) 

c/y i </ 2 z, «Zz, <Z g ?/i 

</52, ’Zß?” eZ52, .<Z52, 2 

/f/0 V 

sin 0i (1-fcos 52 1 2 ^ 


-f- cos 0, cos 52 x (sin 52 1 — cos 52 1 


(FQ 1 


Setzt maH aber der Kürze wegen 


102 ) 


Qi sin E x — 1 + cos 52, 2 > 


1 1 ■ * \€iu x y . 

d® d~ 0 

>i cosjE, — cos 52, (sin 52, cos 52, » ) * 


so 


wird, wie man leicht findet: 

i 

- * 

dx x ' fZ 2 ;/, dy x d?x x 
dS 2, ' c/52 2 c/52, * c/52, 2 


c/52, ' c/52, 2 c/52, 

«Z0 

g , a 1 ( cos jE, tang 52 , -f sin Ei 


dx x 

d*z x 

dz x 

d 2 Xi 

c/52. 

‘ c/52, 2 

c/52, 

> 

c/52, 2 


c/ 2 z, 

<Zz, 

e«”y, 

cZ52, ' 

c/52, 2 

c/52. 

’ c/52, 2 


I a 2 Vl— e 2 . sin(£i — 0,), 

t 

fl 2 Vl— ■ e ,2 .C0S (Ei — 0, ) 

und folglich 

, : -Tja r~ 

103) l-e 2 + (cos£,tang52,+sinf; i ^-) • 

Weil nun nach 89) 

(4i~ ^ == « 2 { 1 — e cos 52,® + cos 
\d52,/ 

oder nach Einführung der Hülfsgrüssen 

# 1 


q 2 /c/0, y. 

1 *• 

p, und jE, : 
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o 5 ( e, sin - c’ <-08 Ä\) 

ist, so ist nach 101): 

' i 

104) t i = a (Qi sin JE, -e* cosSl x *)l 


Qi 1 — e 2 -f( cos E x tangÄ x -f sinUj 

Bezeichnet man die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts 
durch £i,r] l ,t; l ; so ist bekanntlich, wenn der Kürze \vegen 


Y x 


Z x 


dx x 

d*y. 

dy i 

d*x 1 > 

\ tl y , 

dSli 

' dSl x * 

dSl x 

"dSl x *J 

1 dSl x 

dx x 

d*z x 

dz x 

d 2 x l \ 

1 dzi 

dSl x 

'dsis 

dSlx 

da x *) 

1 d&x* 

>tyi 

d 2 x i 

dx i 


\ dx i 

dSlx 

' ilSlx * 

dSl x 

' dSlS) 

f dSlx 

dyi 

d 2 z x 

dzi 

d‘y, 

dzi 

dSl x 

dSl x 2 

dSl i 

dSli*J 

dSlx ' 

dz x 

d 2 x i 

dx i 

d% ' 

v dx x 

dSi x 

<W X * 

dS2 t 

' dSix\ 

1 <&x 

dzi 

•Py t 

dlh 

d ' l z x > 

\ dy, . 

dD x 

' du 2 

i&i 

' <*V> 

r dn x 1 


oder, wie man nach gehöriger Entwickelung mittelst des Obigen 
leicht ündet: 

sin (E x — 0i)cos& x 
— cos E 1 sin 0i sini^ tangß x 

105) Ä,=piö # ^ -fcos(/£i-f 0i)sinßj 

-f sin£i cos 0 x cosßi 

— Qx a*e 2 sin ( E x — 0i) cos.Qi , 
cos (Ei—0 x ) cos £?i 
-f-cos E x cos 0 X sin & x tangß, 

r i =g l a 3 +sin(£ I + 0J sin^^i- 
+ sin J^iSinö, cosß x y - ^ 


— q x a 8 e* cos (Ei — • 0* ) cos 
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\ 


Z, = ^ 1 a* V 1— e‘ J . (sin Ei sin ß, —cos .Ei cos ß, 

/ 


de , 
riß/ 


=a 3 t r l— e*. (sinß^cosßx 3 


d*e\ v 
* riß,*' 


gesetzt wird: 


106 ) 




Ich will jetzt diese Untersuchungen nicht weiter ausdehnen, 
behalte mir aber vor, in einem späteren Aufsatze auf einige An- 
wendungen zurück zu kommen , welche sich von denselben machen 
lassen, wozu die im Vorhergehenden mitgetheilten Entwickelungen 
völlig genügen. 



/ doc 

— =la?+const. , oder 
= i I (a ? 2 ) + const. ? 


Von 

f * 

dem Herrn Doctor O. Schlö milch, 

Privatdoccnten an der Universität zu Jena. 


Diese Frage lässt sich auf folgende Weise beantw orten. Setzt 
man in einem Integrale, wie 

f{x) dx 



ü. 
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xr=z—, wo z eine neue Veränderliche, m eine constante Grösse ist, 
in 

dz 

so wird dx — — • wenn ferner x~a und x~b geworden ist, hat 


m 


z die Werthe ma und mb angenommen. Daher ist jetzt 


f*mb 
• J ma 


= )=•••• (i) 


oder, weil es in einem bestimmten Integrale ganz gleichgültig ist, ' 
mit welchem Buchstaben die Veränderliche der Integration be- 
zeichnet wird. 



Aus diesem Satze ergiebt sich z. B. für a = 0, b=u, m = — 1, 



Setzen wir nun 


so ist 


f~~~ = 9 W + const. , .... 


( 3 ) 


f: 

f: 


u 

X 


= 9> ( — w) — 9 ?( 0 ) ; , 


und vermöge der Gleichung (2) 

. / 

cp(u) — cp(—u) (4) 


Man Hat aber eine doppelte Wahl; entweder cp(x) = lx, oder 

dx i 

cp (je) — ; indem aus beiden folgt dcp(x)~ — , wie es nach 

* 30 

{3) sein muss. Gleichwohl sind die Functionen Ix und (x*) sehr 
von einander verschieden; die erstere wird nämlich für negative 
Werthe der Veränderlichen imaginär, während die zweite für ne- 
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\ 

gative x die nämlichen VVerthe giebt, wie für gleich grosse posi- 
tive x. In der That ist 

$ 

für cp(x) — lx f cp (— x) = Ix -f- /(— 1) = lx Jb (2Ä + 1) n V — 1 

oder 

< 

<p (- u) = lu + (ik \ 1) n VIT, 
dagegen für tp(x) = \l(x*),cp(—x) = \l( — x*)—\(lx*) 
oder 


» 


<p(—u) = <p(u). 


Da nun aber nach No. (4) cp (—u) = cp (-f u) ' sein soll, so kann 
man cp(x) nicht —lx setzen, sondern muss durchaus (p(x) = il(x i ) 
nehmen. Es ist daher nach No. (3) 



= \ l (x 2 ) -f const. und nicht =lx-\- const.j 


Weiss man im Voraus, dass x keine negativen Werthe an- 
nehmen wird, so kann man auch die zweite Form nehmen, weil 
beide Formen für positive x identisch sind; dagegen würde es to 
tal falsch sein, sich dies auch bei negativen x erlauben zu wollen. 
Welchen Unterschied dies macht , sieht man z. ß. an dem Integrale 



dessen Werth - nach dem Obigen = \l (3 2 ) — \l (2* )= \l\—\ .ist. 
während er bei gewöhnlicher Schreibweise 1(3)— 1(— 2), also uw 
ginär sein müsste. • 
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lebungsau%aben für Schüler.! 

i * * 


Von dem Herrn Professor Dr. F. Stegmann an der Universität 

zu Marburg. 

I) Es sei über dem Durchmesser AB ein Halbkreis AuMwB 
beschrieben und in einem beliebigen Punkt P zwischen A und B 
des Perpendikel PM auf den Durchmesser gesetzt, welches in M 
den Halbkreis schneidet. Wenn man nun auf der Verlängerung 
dieses Perpendikels über M hinaus einen beliebigen Punkt S an- 
nimmt und die zwei Sehnen AM, BM nebst den zwei Sekanten 

AS,BS zieht, welche letztere in den Punkten u , w die Peripherie 

• • 

des Halbkreises durchschneiden, so wird Bogen Mu — Muo sein. 


je nachdem AP^BP angenommen worden ist. 

II) Wenn man in einem Kreis eine beliebige Sehne AC zieht 
und au deren Endpunkten die Tangenten AM und BM construirt, 
deren Durchschnittspunkt 3/ sei; wenn man alsdann von dem einen 
Endpunkt C der Sehne AC eine zweite Sehne gleich der Hälfte 
der ersten, nämlich CB — \AC in die Peripherie trägt und von 
deren Endpunkt B aus die* Sekante BM zieht, deren zweiter 
Durchschnittspunkt mit der Peripherie U heisse; so wird LJ der 
Halbirungspunkt des Bogens Au CB, nämlich ALJ—BU sein. 

Es sind zwar zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem näm- 
lich die Sehne CB~\AC von C aus entweder in den grösseren 
oder in den kleineren der beiden von der Sehne AC gebildeten 
Kreisabschnitte eingetragen wird, für beide Fälle lässt sich jedoch 
der Beweiss mit ganz denselben Worten führen. 

III) Wenn man in einer gleichseitigen Hyperbel von den 
Endpunkten eines beliebigen Durchmessers AB die Verbindungs- 
sehnen AM und BM nach einem beliebig auf der Hyperbel ange- 
nommenen Punkt M zieht, und von diesem Punkt M zugleich Per- 
pendikel auf die Asymptoten fallt; so wird das eine dieser Per- 
pendikel den Winkel AMB , das andere aber den durch die Ver- 
längerung von AM oder BM entstandenen Nebenwinkel von AMB 
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Lehrsatz aus der Differenzialrechnung. 


Von dem Herrn Doctor O. Schl o milch, Privatdocenten an der 

Universität zu Jena. 


Setzt man 


n /? 0 — 1 , n p r = (« — 1) (n — 2) (n — r) n r , 

» 

wo «r den rten Binomialkoäfficienten des Exponenten n bezeichnet, 
so ist 

> 

d n (c*“F) : dx n 



n P i | n P 2 
x 2T1 ~~ l ' x in ~ 



So ist z. B. für w— 4 


d i (e~^):dx* = 


r 1 

12 36 

24-1 

Lr 8 

X 7 X 0 

z 5 J 


' 4T» 


Wie lässt sich dies allgemein beweisen? 


•Herr Anton Ritm an zu Wien hat mir für das Archiv 
die folgende Aufgabe mitgetheilt. 

Man denke sich einen Kegel mit kreisförmiger Grundfläche 
nnd lege durch dessen Axe eine auf seiner Grundfläche senkrecht 
stehende Ebene, deren Durchschnitt mit dem Kegel der sogenannte 
Axentriangel ist. Lässt man jetzt um einen beliebigen , aber 
gegebenen Punkt in der einen der beiden in der Kegelfläche lie- 
genden Seiten dieses Axentriangels eine Ebene sich so bewegen, 
dass dieselbe immer auf der Ebene des Axentriangels senkrecht 
steht, so ist der Durchschnitt mit der Kegelfläche bekanntlich je- 
derzeit ein Kegelschnitt, und man s kann nun fragen, welches «Be 
geometrischen Oerter der Brennpunkte aller dieser Kegelschnitte 
sind. • , Gr. 


Die beiden Gleichungen 

^+| - = jnnd (ar— i)(y— i)=z* 
sind immer identisch. 
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Miscellen. 


\ 


Herr A. J. H. Vincent (professeur au College Saint -Louis) 
hat die Berechnung der Zahl n auf eine Rechnungsregel gebracht, 
welche sich zwar sehr leicht aus ganz bekannten Sätzen ergiebt, 
aber dessenungeachtet bemerkenswert!! ist und bei’m Elementarun- 
terrichte berücksichtigt zu werden verdient, weshalb ich dieselbe 
im Folgenden mittheilen werde. 

Bezeichnen w ir die Flächenräume des in und um einen Kreis, 
dessen Halbmesser r sein mag, beschriebenen 

* • i 

wecks, Zwecks, 4necks, 8necks, 16»ecks, .... 
respective durch 

F B , F 2n , F 4n > F 8n > F iGnt .... 

’• 

und - ' > 

Jn j j $i€n* .... j 

* 

so ist nach einem sehr bekannten Satze 

l' 2 n = und 5*,= ; 

* n -f- £ 2n 


also 


d. i. 


L-d 1 jL un d _L_ 1 ( _L i A. V 

^ ~ V F n ' 3» Sa, ~ 2 U« FTgZJ ’ 

i _ 4j n tt , i _i ( i . i \ 

F 2 n~M F n g*n~2 \$ n +7^)' 


Weil nun r*7t der Flächeninhalt des Kreises ist, so sind, wenn 
man r= s=l setzt, offenbar jede zwei einander benachbarte Glieder 
der Reihe: 

' JL 

Fn 

1 

S»’ 


1 -iPT 

JE"" Y F.’ 3» ■ 


k 
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J_ i/'JL. JL'S 

Sin “2 \Sn + FtoJ’ 

1 ■ */' ^IjfL 

^a _ \ F„ - g 2n 

-L = I/'_L + -L^ 

$4n 2 \§ 2 « I?4nJ > I 

^ / 

I 

u. s. w. 

zwei Gränzen, zwischen denen der Bruch — liegt. Wie aber di« 

/ 7C 

Glieder der vorhergehenden Reihe nach und nach aus einander 
gebildet werden, fallt auf der Stelle in die Augen., indem man 
nämlich vom dritten Gliede an jedes Glied erhält, wenn man zwi- 
schen den beiden unmittelbar vorhergehenden Gliedern abwechselnd 
die mittlere geometrische Proportionale und die mittlere arithme- 
tische Proportionale nimmt. * 

Setzen wir jetzt so ist der Flächeninhalt des Kreises 

und die Flächenräume des in und um den Kreis beschriebenen 
Z 

regulären Vierecks sind respective 1 und 2, so dass also Ta — 1 

und $4=2 ist. Bildet man nun aus 1 und y nach und nach eine 

Reihe, in welcher vom dritten Gliede an jedes Glied abwechselnd 
die mittlere geometrische und die mittlere arithmetische Proportio- 
nale zwischen den beiden unmittelbar vorhergehenden Gliedern ist, 
so sind nach dem Vorhergehenden jede zwei einander benachbarte 

1 . 2 
Glieder dieser Reihe zwei Gränzen, zwischen denen ^ liegt. Weil 

aber y die mittlere arithmetische Proportionale zwischen 0 und 1 

z 

2 

ist, und 0 und 1 offenbar auch zwei Gränzen von — sind, so kann 

7t 

man die Regel zur Berechnung dieser Grösse auch auf folgende 
Art aussprecnen: 

Wenn man aus 0 und 1 nach und nach eine Reihe 
bildet, in welcher vom dritten Gliede an jedes Glied 
abwechselnd die mittlere arithmetische Proportio- 
nale und die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen den beiden unmittelbar vorhergehenden Glie- 
dern ist, so liefern jede zwei einander benachbarte 
Glieder dieser Reihe zwei Gränzen, zwischen denen 
2 

der Bruch — enthalten ist. 
n 

Dies ist die von Herrn Vincent gegebene Rechnungsregel. 

G. 
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Bemerkung zu einer Stelle im Archiv Theil V. S. 220. 

Von Herrn F. Arndt, Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 

Es ist dort der Satz aufgestellt: „Wenn die Sinus der Win- 
kel eines ebenen Dreiecks eine arithmetische Progression bilden, 
so bilden auch jederzeit die Cotangenten der halben Winkel dieses 
Dreiecks eine arithmetische Progression. “ 

Herr Director INizze hatte die Güte, mir einen Versuch über 
die Beweisführung dieses Satzes vorzulegen, und war zu einem 
Resultat gekommen, welches ihn veranlasste, starken Zweifel an 
der Richtigkeit der Behauptung zu hegen. Ich erlaube mir dieser- 
halb, meine eigene Entwickelung mitzutheilen, aus welcher sich 
ergiebt, dass der obige Satz allerdings nicht unter den gemachten 
Vorausetzungen richtig ist, vielmehr noch eine neue Annahme hin • 
zukommen muss, die sich auf folgende Weise ergiebt. 

Aus 2sinß~sin a-j-siny folgt, wenn man die halben Winkel 
einführt, 2sin \ß cos £ /? = sin £(cf-f y) cos £(a — y), oder da (wegen 
ß -f ß -f - y = 180 ü ) si n £ (a + y) ™cos \ p ist , 

1. sin£|5:=£cos£(o! — y). 

Ferner haben wir 


cotg aor-fcotg \y 


sin \ (a -f y) _ cos \ ß 


, oder 


sin 2 a sin i y sin £ cf sin £ y 

2. cos£ß = Sin£ cf sin £y (cotg £a-f- cotg £ y). 

Dividirt man nun 2. durch 1., so entsteht, nachdem mit 2 multipli- 
cirt worden, 

3. 2 cotg { ß -= | ■ “ ’J (cotg j c -f cotg I y). 

Dies ist die richtige Gleichung. Soll sie in die im Archiv 
aufgestellte übergehen, so muss zwischen den Winkeln a und y 
noch die durch die Gleichung 


4 sin £a sin 1 


it=i 


cos £ (a — y) 

ausgedrückte Abhängigkeit Statt finden. Statt dieser kann man 
setzen 


4sin 


oder 


Annangigkeit Statt finden. Statt diesei 

;in£ asin £ y=cos £ orcos £y-fsin £ asin £y, 
also 3 sin £ cf sin £ y =cos £ «cos £y, 

3 = cotg £ cf cotg £ y. 

t ** 


4. 


In dem Annuaire de l’Academie Royale des Sciences 
et helles lettres de Bruxelles. Dixi&me annee. Bru- 
xelles. 1844. p. 129. erzählt Herr Quetelet in seiner interessan- 
ten N otice sur Alexis Bouvard gelegentlich folgenden Vor- 
fall, welcher Herrn Arago in seiner Eigenschaft als Offizier der 
Nationalgarde in den Tagen der französischen Revolution passirte. 


/ 
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Pendant ces erneutes M. Arago a couru .plus d’uji danger. 
Je tiens de lui-meme (jue, sur un des ponts de Paris et dans un 
1 instant d’exasperation populaire contre la garde nationale, il faillit 
et re jete dans la Seine et ne dut son salut qua une plaisanterie. 
Des gens du peuple le soulevaient deja pour le lancer par-dessus 
leparapet, lorsque il leur dit avec une admirnble presence desprit: 
He bien! he bien! Que faites-vous donc? Mais je ne sais pas 
nager! moi! Ces mots desarmerent les furieux, et I on finit parrire. 

_ , • f , i • * ■ j 

il. • . il*? < • r. r f.ütn , • Il 

•1»; « ij't hml . ■, ’♦!;* , , ■ x vi;;' I. f» ' j. i) | 

*1 » 1 v a» t V /* « i , % I ■ rtf { | I f ] i i • } | \ *> m i^Vl *• * • • ‘ '1*1 1 t 1 * | f ; 

Der berühmte 'Optiker Robert-Aglae Cauchoix ist am 
8ten Februar 1845 zu Deuil bei Montmorency, wohin er sich sei- 
ner durch viele und grosse Arbeiten geschwächten Gesundheit 
wegen zurückgezogen hatte, gestorben. Er war am 24sten April 
' 1770 zu Conneilles- en-Parisis geboren, und widmete sich im 

Jahre 1792 dem Stande eines Optikers. Seine letzten grossen 
Arbeiten waren zwei grosse Fernrohre, das eine mit einem ein- 
zölligen, das andere mit einem dreizehnzülligen Objectiv, von denen 
das erste die Universität Cambridge, das zweite die Sternwarte 
von Armagh in Irland besitzt. 

VA.4- . • ' * \ 


Sitzung der mathematisch - physikalischen Klasse (1er 
Akademie der Wissenschaften zu München vom 

14ten December 1844. 

t * 

Herr Akademiker v. Stein heil zeigt der Klasse ein von ihm 
erfundenes kleines Instrument vor, Passagen - Prisma genannt, 
welches auf Reisen zu Orts- und Zeitbestimmungen, so wie zur 
Regulirung des Ganges der Uhren mit V ortheil benutzt werden 
kann. Es ist dieses Instrument nur 2 Loth schwer und 1 Cubik* 
zoll gross. Einfachheit in der Construction und Transportabilitat, 
so wie bedeuter.de Sicherheit und Präcision der damit anzustel* 
lenden Beobachtungen, empfehlen es der Aufmerksamkeit der Klasse. 


Preisaufgabe der Akademie der Wissenschaften zu 

Paris für 1846. 





Les geometres auxquels on doit les beaux developpements, 
que la theorie des fonctions elliptiques a regus dans ces demier9 
temps, ont aussi ouvert la route pour l’etude de nouvelles transcen- 
dantes d’ordre superieur, dont les plus simples (nommees par M. 
Jacobi fonctions abeliennes de premiere classe) sont les fonctions 
de deux variables ä quatre periodes distinctes. INeanmoins cette 
etude presente des diflicultes nombreuses, et, quoique des travauX 
recents aient un peu etendu le cercle de nos connaissances sur 
cet objet, on est encore aujourd hui bien loin du degre de per* - 

% • % i \ 1 

r 1 

• * * 1 



4 


DigilizedJ ' Google 


335 


fection que nous offr© la theorie des fonctions elliptiques. Pour 
encourager les efforts des geometres dans cette matiere ä la fois 
tres importante et tres delicate, l’Academie la propose comme 
sujet du grand prix de mathematiques ä decerner en 1846. La 
question peut etre enoncee en ces termes: 

Perfectionner dans quelque point essentiel la theorie des 
fonctions abeliennes, ou, plus generalement, des trainscendantes qui 
resultent de la consideration des integrales de quantites algebriques» 
Le prix consistera en une medaille d’or ue la valeur de 3000 
francs. , Les memoires devront etre arrives au secretariat de l’In- 
stitut avant le 1 er Octobre 1846. Ce terme est de rigueur. Les 
noms des auteurs seront contenus dans un billet cacnete qui ne 
sera ouvert que si la piece est couronnee. La Commission, qui 
avait ete chargee de proposer le sujet du prix etait composee de 
MM. Arago, JBinet, Poinsot, Cauchy et Liouville, rapporteur. 
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Herleitung des Differentialquotienten 

Unterscheidung der Art des reellen Exponenten n . 

r 

Von dem Herrn Professor Dr. Matzka zu Tarnow in Galizien. 

. d x™ . 

Der Differentialquotient — j — , da er vermöge seiner Bedeutung 

— lim ^ — für lim Ax = 0 ist, muss im Allgemeinen 

jCJ X 

eine gewisse Function von x und n sein, die wir vorläufig durch 
cp(x,n) darstellen und zu bestimmen unternehmen wollen. Zu 
diesem Zwecke verwandeln' wir in 

2- = y ( x> n) , lim 


dx 


Ax 


den beliebigen (positiven oder negativen, ganzen, gebrochenen 
oder irrationalen, jedoch immer) reellen Exponenten n in sein /Ca- 
ches, pri , indem wir p irgend eine absolute ganze Zahl vorstellen 
lassen ; und setzen für einen Augenblick zur Abkürzung x\Ax — £. 
Dadurch erhalten wir, immer für lim Ax=^Q, 

cp ( x, pn) = lim ~ —lim 

Ax Ax 

daher, weil p absolut ganz ist. 


Ax 


und hieraus 


— cp(x,n) [px n ^P - 1 )] = p cp(x,n), 

x n 

cp(x,pn)__^ <p(^,n) 

Ll — Tß • — — — « 

xp h x n 
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Sehen wir nun den Quotienten — , in so fern wir darin 


xn 


bloss auf die Veränderlichkeit von n Acht haben, als eine Function 
von n an, die wir mit n ) andeuten; so haben wir gefunden 

i\>(pn)~p 

Die Function ‘ip(n) hängt daher von dem Exponenten n so 
ab, dass, wenn dieser sich vervielfacht, auch sie eben so vielmal 
vervielfacht wird; mithin ist diese Function dem Exponenten di- 
rect proportionirt. *) 

Noch e i n fac h e r erweist man diese Proportionalität wie folgt 
Lässt man in der Gleichung 

d.x n f x 

den Exponenten n um die beliebige Zahl p wachsen, so folgt 

d.x n +v d(x n .xP) 


<p(x,n+p)= 


xP 


dx 
d.X n 


+ ÜC" 


dx 

d.xP 


dx dx 

— xP cp (x, n) -j-x n (p ( x , p) ; 

daher, wenn man durch x n und xP nach einander theilt, 

cp(x, n+p) _ cp (x , 7?) cp(x,p) 
x n +P x n ' xP 

Setzt man nun wie vorher - ff 0 .. — (/?), so erhält man 

x n rw * 

*0 

V(n +p) = , 'l'( n ) + 'ty(p)- 

Die Function ^(n) hängt demnach mit dem Exponenten n so 
zusammen, dass zur Summe jeder zwei solcher Exponenten die 
Summe der ihnen angehürigen Functionen gehört; mithin ist die 
Function dem Exponenten direct proportional.**) 

Solche Proportionalität drückt man aber bekanntlich am ein- 
fachsten dadurch aus, dass man die Function gleich stellt dem 
Producte aus dem, zum Werthe 1 der Veränderlichen gehörigen, 
Werthe der Function in die Veränderliche selbst ; daher ist 

Op (fi) = (1) . 

Nun ist ^(l)-^?i£ii>und <p (x , 1) = d -£= lim X =1 , 


folglich = — und i p (w) = — X — — . 

x x n x 

• \ 

Hieraus erscheint nun die geforderte Function <p(x ,ri)=nx*~ l , 

und sofort ist -^-^—=nx n ~ 1 . 

dx 


*) Knar, Anfangsgründe der Arithmetik. Grätz 1829. §. 529. 
**) Knar, ebendaselbst, §. 528. 
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Velber die Wissenschaft der extensi- 
ven Grösse oder die Ansde hn nn g s- 

lehre. 


Von 


Herrn Hermann Grassmann, 

Lehrer an der Friedrich- Wilhelms -Schule zu Stettin. 


.Vorerinnerung des Herausgebers. 

Ich hatte Herrn H. Grassmann aufgefordert, die eigentliche Ten- < 
denz seiner kürzlich herausgegebenen Schrift: Die Wissenschaft 

der extensiven Grösse oder die Ausdehnungslehre, eine 
neue mathematische Disciplin, dargestellt und durch An- 
wendungen erläutert von Hermann Grassmann. Erster 
Theil, die lineale Ausdehnungslehre enthaltend. Leip- 
zig. 1844. in einem besondern Aufsatze den Lesern des Archivs mit 
möglichster Kürze und Deutlichkeit vor die Augen zu führen , welchem 
Wunsche Derselbe im Folgenden zu entsprechen die Güte gehabt hat. 
Die Neuheit des Gegenstandes lässt mich hoffen, dass Herr Grassmann 
dadurch vorzüglich denjenigen Lesern des Archivs , welche dem Studium 
des ganzen Werks eine hinreichende Zeit zu widmen nicht im Stande 
sind, einen angenehmen Dienst geleistet haben wird, und zugleich glaubte 
icb auf diese Weise am besten das Meinige zu der jedenfalls zu wün- 
schenden weiteren Bekanntwerdung der Schrift und der in ihr vorgetra- 
genen Lehren beizutragen. Möchten daher die Leser des Archivs dem 
folgenden Aufsatze ihre Aufmerksamkeit nicht versagen ! 

Zugleich soll diese Darstellung die Stelle einer ausführlichem An- 
zeige der Schrift in dem Literarischen Berichte vertreten. G. 

1 * ■ . , •. 

I. Tendenz der Ausdehnungslehre als solcher. 

* , 

X 

1. Meine Ausdehnungslehre bildet die abstrakte 
Grundlage der Raumlehre (Geometrie), d. h. sie ist die 
von allen räumlichen Anschauungen gelöste, rein 
mathematische Wissenschaft, deren specielle Anwen- 
dung auf den Raum die Raumlehre ist 
v Die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, 
nämlich den Raum, zurückgeht, ist kein Zweig der reinen Mathe- 

Theil IHU • 22 

V 


1 
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matik, sondern eine Anwendung derselben auf die Natur; aber 
nicht eine blosse Anwendung der Algebra, auch dann nicht, wenn 
die algebraische Grösse, wie in der Funktionenlehre, als stetig 
veränderlich betrachtet wird; denn es fehlt der Algebra der der 
Raumlehre eigentümliche Begriff der verschiedenen Dimensionen. 
Daher ist ein Zweig der Mathematik nothwendig, welcher in den 
Begriff der stetig veränderlichen Grösse zugleich den Begriff von 
Verschiedenheiten aufnimmt, welche den Dimensionen des Rau- 
mes entsprechen, und dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre. 

2. Doch sind die Sätze der Ausdehnungslehre 
nicht etwa blosse UebeTtragungen geometrischer 
Sätze in -die abstrakte Sprache, sondern haben eine 
viel allgemeinere Bedeutung; denn während die Raum- 
lehre gebunden bleibt an die drei Dimensionen des 
Raumes, so bleibt die abstrakte Wissenschaft von 
diesen Schranken frei. 

In der Raumlehre können durch die Bewegung von Punkten 
Linien, durch die der Linien Flächen, durch die der Flächen 
Körperräume erzeugt werden, aber weiter kann die Raumlehre 
nicht fortschreiten. Hingegen stellt man sich vor, dass an die 
Stelle des Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Raume 
unabhängige Begriffe eingeführt werden (s. unten no. 4 — 6), so 
verschwinden diese Schranken. 

3. Dadurch geschieht es nun, dass die Sätze der 
Raumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, 
die in ihr vermöge ihrer Beschränkung auf drei Dimen- 
sionen keine Befriedigung findet, sondern erst in der 
Ausdehnungslehre zur Ruhe kommt. 

Zwei Beispiele mögen dies erläutern. 1) Zwei gerade Linien 
derselben Ebene schneiden sich in Einem Punkte, ebenso eine 
Ebene und eine Gerade, zwei Ebenen in Einer, geraden Linie, 
vorausgesetzt, dass die Geraden, oder die Ebene und die Gerade, 
oder die Ebenen nicht zusammenfallen, und die Durchschnitte 
im Unendlichen mitgerechnet werden. Werden der Punkt, die 
Gerade, die Ebene, der Körperraum beziehlich als Gebiete erster, 
zweiter, dritter, vierter Stufe aufgefasst, so liegt darin der all- 

f emeine Satz angedeutet, dass ein Gebiet von citer und eins von 
ter Stufe, wenn sie in einem Gebiete von cter Stufe, aber auch 
in keinem Gebiete von niederer Stufe vereinigt sind, ein Gebiet 
(a-\-b — c)ter Stufe gemeinschaftlich haben; aber die Raumlehre 
kann diesen Satz nur für c gleich oder kleiner als 4 zur Anschau- 
ung bringen. 2) Der Flächenraum eines Dreiecks ist die Hälfte 
von dem eines Parellelogramms , dessen Seiten mit zwei Seiten 
des Dreiecks gleich lang und parallel sind, der Körperraum des 
Tetraeders \ von dem äes Spathes (Parallelepipedums), dessen 
Kanten mit 3 in einem Punkte* zusammentreffenden Kanten des 
Tetraeders gleich lang und parallel sind. Darin scheint der Satz 
angedeutet: der Raum, welcher zwischen n Punkten liegt, dje in 

einem Gebiete rcter Stufe (und in keinem Gebiete von niederer 

* 

Stufe) vereinigt sind, ist . ^ 0 — von dem Raume eines Ge- 

1.2.3.. .n 

Bildes (einer Figur, eines Körpers), dessen Begränzungslinien 
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(Seiten, Kanten) den Ton einem der n Punkte zu den übrigen ge- 
zogenen geraden Linien gleich und' parallel sind. Aber auch die- 
ser Satz kommt hier nicht in seiner Allgemeinheit heraus. — Hin- 
gegen in der Ausdehnungslehre treten in diesen beiden, und in 
allen andern Fällen, die ganz allgemeinen Sätze vollkommen her- 
vor. So nimmt also überall die Kaumlehre einen Anlauf zur All- 
gemeinheit, stösst sich aber, ohne diese Allgemeinheit erreichen, 
zu können, an den ihr durch den Raum gesteckten Schranken, 
welche nur die abstrakte Wissenschaft der Ausdehnungslehre zu 
durchbrechen vermag. • 

4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Aus- 

dehnungslehre ist die Gesammtheit der Elemente, in 
die ein seinen Zustand stetig änderndes Element 
übergeht ' 

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet wer- 
den, in die ein seinen Ort stetig ändernder Punkt übergeht. Sub- * * 
stituiren wir hier dem Punkte allgemeiner irgend ein Ding, wel- 
ches einer stetigen Aenderuog irgend eines Zustandes, den es 
hat, fähig ist, und abstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte 
des Dinges und aller Besonderheit dieses seines Zustandes, und 
nennen aas von allem anderweitigen Inhalte abstrahirte Ding das 
Element, so gelangen wir zu dem aufgestellten Begriffe. 

5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand 
stets auf gleiche Weise' ändert, so dass, wenn aus 
eiuem Elemente « des Gebildes durch Eine solche 
Aenderung ein anderes Element b desselben hervor- 
geht, dann durch eine gleiche , Aenderung aus b ein 
Beues Element c desselben Gebildes hervorgeht, so 
entsteht das der geraden Linie entsprech end e Ge- 
bilde, das Gebiet zweiter Stufe. 

Die gerade Linie wird von dem Punkte konstruirt, wenn 
dieser seinen Ort stets nach derselben Richtung hin ändert ; / sub- 
stituiren wir daher der Richtung die Art und Weise der Aende- 
nrog, so geht der aufgestellte ßegriff hervor*). 

6., Wenn man alle Elemente eines Gebietes wter 
Stufe einer und derselben Aenderungsweise unter- 
wirft, welche zu neuen (in jenem Gebiete nicht ent- 
haltenen) Elementen führt, so heisst die Gesammt- 
heit der durch diese Aenderungsweise und die entge- 
gengesetzte erzeugbaren Elemente ein Gebiet (w-f-l)ter 
Stufe; das Gebiet dri tter Stufe entspricht der Ebene, 
das vierter dem ganzen Raume. . 

Wenn die Punkte einer geraden Linie sich alle nach einer 
und derselben Richtung bewegen, die zu neuen (in jener Geraden 
nicht enthaltenen) Punkten führt, so ist die Gesammtheit der 
durch diese Bewegung und die entgegengesetzte erzeugbaren 
Punkte die Ebene; und wenn man ebenso mit den Punkten der 


*) Soll die gerade Linie und da* ihr entsprechende Gebilde nach 
beiden Seiten unendlich sein, so muss der Punkt (das Element) auch 
oach der entgegengesetzten Richtung (Änderungsweise) fortschreiten, 

*a« wir hier der Einfachheit wegen übergangen haben. . , 
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Ebene verfahrt , so erhält man den ganzen Raum. Substifuirt man 
hier den räumlichen Begriffen die vorher angegebenen abstrakten 
und hält den Fortgang von einer Stufe zur nächst höheren allge- 
mein fest, so ergiebt sich der obige Begriff. 


II. Tendenz der in meiner Ausdehnungslehre angewandten 
Rechnungsmethode an der Geometrie erläutert. . 

7. In meiner Ausdehnungslehre tritt eine eigen- 
thtimliche Rechnungsmethode hervor, welche auf die 
Raumlehre übertragen von unersc hopf! icher Frucht- 
barkeit ist, und hier (in der Raumlehre) darin besteht, 
dass räumliche Gebilde (Punkte, Linien u. s. w.) unmit- 
telbar der Rechnung unterworfen werden. 

Zum Beispiel wird die durch zwei Punkte geführte Gerade 
ihrer Grösse und Lage nach als Verknüpfung jener Punkte und 
zwar als eine eigentümliche Art der Multiplikation aufgefasst 
(s. unten no. 15.), ebenso das zwischen 3 Punkten liegende Drei- 
eck seinem Flächenraum und der Lage seiner Ebene nach als 
Produkt dreier Punkte, so dass dies Produkt null ist, wenn der 
Flächenraum jenes Dreiecks es ist d. h. die 3 Punkte in gerader 
Linie liegen; ferner der Durchschnittspunkt zweier gerader Linien 
in einem unten (no. 22. und Aufg. 18.) näher zu bezeichnenden 
Sinne als Produkt dieser Linien. 

8. Die Tendenz dieser Rechnungsmethode für die 
Geometrie ist, die synthetische und analytische Me- 
thode zu vereinigen, d. h. die Vorzüge einer jeden auf 
den Boden der andern zu verpflanzen, indem jeder 

> Konstruktion eine einfache analytishe Operation zur 
Seite gestellt wird und umgekehrt. 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Bekanntlich be- 
schreibt eine Ecke y eines veränderlichen Dreiecks, dessen beide 
andere Ecken a, ß sich in festen geraden Linien A und B bewe- 

S en, und dessen Seiten durch 3 feste Punkte a , b, c gehen, einen 
Kegelschnitt Sind a, 6, c die festen Punkte, durch welche be- 
zienlich die den Ecken a, ß, y gegenüberliegenden Seiten gehen, 
so sieht man, dass (s. no. 7.) yaB die Ecke ß, yaBcA die Ecke 
et darstellt, und da die Punkte a, b, y in einer geraden Linie lie- 
gen, also ihr Produkt null ist (no. 7.), so hat man die Gleichung 

yaBcAby = 0 



' als Gleichung eines von y beschriebenen Kegelschnittes. Man 
sieht, dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade 
ist, und man wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven 
gehendes wichtiges Gesetz ahnen. 

/ * 

UI. Einfachste Rechnungsregeln für die neue Analyse. 

i 

Die Verknüpfungen, die in diesem Theile der Ausdehnungs- 
lehre Vorkommen, sind Addition, Subtraktion, kombinatorische 
Multiplikation, kombinatorische Division. 
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9. - Für alle Arteil der Addition nnd Subtraktion 
gilt das gewöhnlic h e Rechnungsve rfahren. 

10. Für alle Multiplikations- und Divisionsweisen 
gilt das Gesetz: Statt ein Aggregat von Gliedern mit 
einem zeichenlosen Ausdrueke auf irgend eine Weise 
zu multipiiciren oder zu dividiren, kann man ohne 
Aenderung des letzten Ergebnisses die einzelnen 
Glieder mit diesem Ausdrucke auf dieselbe Weise*) 
multipiiciren oder dividiren, und die einzelnen Pro- 
dukte oder Quotienten so zu einem Aggregate ver- 
knüpfen, dass man einem jeden das Zeichen desje- 
nigen Gliedes vorsetzt, durch dessen Multiplikation 
oder Division es entstanden ist: ein Zahlfaktor kann 
überdies, wenn er irgend einem Faktor des Produktes 
zugeordnet ist, auch jedem andern oder auch dem 

Produkte zugeordnet werden; endlich -r ist allemal 1, 

. 4 

wenn A nicht null ist. 

11. Ein Produkt a.b.c .... nenne ich ein kombina- 
torisches, wenn ausser dem Gesetze no. 10. für das- 
selbe noch das Gesetz gilt, dass, wenn von den einzel- v 
nen Faktoren a , b , c,.... zwei aufeinanderfolgende 
vertauscht werden, das Produkt entgegengesetzten 
Werth annimmt; und zwar nenne ich a, b, c,.... und 
deren Summen oder Differenzen dann Faktoren erster 
Ordnung. , 

Hiernach ist also z. ß. a.b.c,d— — a.c.b.d. 

12. Wenn in ein em kombinatorischen Produkte 
zwei Faktoren erster Ordnung einander gleich sind, . 
so ist das Produkt null. 

Z. B. a.b.b.d— 0 (wie sich auch sogleich ergiebt, wenn 
man in dem Beispiel zu no. 11. b und c gleich setzt). Folgende 
Aufgaben mögen zur Erläuterung dieser MuTtiplikationsweise dienen : 

Aufg. 1. Das kombinatorische Produkt («!«! -fa*C 2 + « 3 c 8 ) 
'(ßi*i + ß*e*-{-ß 3 e 3 ).(Y l e l -\-y«e 2 +y 3 e 3 ) zu entwickeln, wenn a x , 
ß 3 9 Yi> y%, y 3 Zahlgrössen; e lf e 2 , e 3 aber kombi- 
natorische Faktoren .erster Ordnung- bezeichnen. Man erhält 
durch Anwendung der Rechnungsregeln (9 — 12) schliesslich den 
Ausdruck 

( a &Y> - «,/5 3 y a 4 a 3 ß x y a -u 3 ß 2 yi - a 2 ß l y 3 )e 1 . e 2 . e 3 . ^ 

Aufg. 2. Drei Gleichungen ersten Grades mit drei Unbe- 
kannten durch die Regeln der kombinatorischen Multiplikation zu 
losen (§. 45.). • 

Die drei Gleichungen seien 

*) Dieser Ausdruck bezieht sich nicht nur auf die Verknüpfunga- 
»eisc im Allgemeinen, sondern auch auf die Steifung des Faktors in 
dem Produkte. 
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, 

Man multiplicire die 3 Gleichungen beziehlich mit 3 kombina- 
torischen Faktoren erster Ordnung e x , e 2 , e 3 , deren Produkt nicht 
null ist, addire sie, und setze 

, • • • • • • j 

«i<?i + <**€* +cc 3 e 3 = a, :• 

■0i^l “f'^3^3 —b» 

+y a «3 =c> 

< 

djCj -f-d 2 ß2 "l^^3®3 — 
so erhält man die Gleichung 



3 . * a:a-\-yb-\-ic=d.' 

, * * • * 

Multiplicirt man diese Gleichung kombinatorisch mit b. c , so erhält 
man, weil b.b.c und c.b.c nach no. 12. null sind, die Gleichung 


x.a.b.c=d . b.c, also 


x— 


d • b • c 
a.b .c 



und auf ähnliche Weise findet man y und z, und erhält 



4 


. x — 


d » b » c 
a.b .c’ 



a.d.c 
a.b.c 9 



a.b .d 
a.b.c 


Diese Ausdrücke (in welchen die Gesetze der kombinatorischen 
Multiplikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren 
gestatten ) sind äusserst bequem für die Analyse. Will vm 
die Unbekannten in der gewöhnlichen Form ausgedrückt erhalten, 
so hat man nur aus Gleichung 2. zu substituiren, nach Aufg. 1. zu 
entwickeln uud e x .e % nach no. 11. im Zähler und Nenner zu heben: 
z. B. findet man 


5 — dAri-f^Vi 

«10273 — «1037a -f «30l7a — «30271 + «203^1 “ «20^3 

Man sieht, wie dies Verfahren nicht nur überhaupt für fl 
Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten anwendbar fetj 
sondern wie man auch bei einiger Geläufigkeit hiernach sogleid 
das Endresultat hinschreiben kann, sobald die n Gleichungen 
gegeben sind. 

» • 1 » ' \ 

> * • 

IV. Anschauliche Begriffe der verschiedenen Grössen uo? 

Verknüpfungs weisen in der Geometrie. 

13. Die räumlichen Grössen erster Stufe sind 
einfache oder vielfache Punkte, und gerade Linie* 
von bestimmter Länge und Richtung, (f 13. - — § 20.) 

Sind A und B Punkte , so bezeichne ich die g. L. von A nacl 
B, so fern an ihr zugleich Länge und Richtung, aber auch nicht' 
weiter, festgehalten wird, mit B — A; ich sage also, dass B— J 
dann und nur dann gleich B l —A 1 sei, wenn die geraden Liate 


/ 
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von A nach B und yon A x nach B x gleiche Länge und -Rich- 
tung haben. 

14. Die räumlichen Grössen wter Stufe entstehen 
durch kombinatorische Multiplikation von n Grössen 
erster Stufe, welche als Faktoren erster Ordnung an»' 
genommen, werden. 

In diesem Falle, wenn nämlich die Faktoren erster Ordnung 
zugleich Grössen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation 
•eine äussere. 

15. Sind A , B, C, D Puukte, so bedeutet (§ 106 — 115) 

. • * * * « 

1) A.B die Linie, welche A und B zu Gränzpunk- 
ten hat, aufgefasst .als bestimmter Theil der durch 
A und B bestimmten unendlichen geraden Li nie. . . 

2) A.B . C das Dreieck, dessen Ecken A, B, C sind, 
aufgefasst als bestimmter Theil der durch A, B , C 
bestimmten unendlichen Ebene. 

3) A.B .C.D d as Tetraeder, dessen Ecken A , B, C, 

D sind, aufgefasst als bestimmter Theil des unend- 
lichen Körperraumes. ' 

D. h. wir setzen A . B=A t .Bi , wenn beide Produkte gleiche 
und gleichbezeichnete*) T heile derselben geraden Linie vorstellen ; 
ferner ^ !*• 

' - * « • 

A.B. Cv=-A x . Bi. C lf . . ' 

wenn beide Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile der- 
selben Ebene sind; endlich 

A.BiC. D—A x . B l Ci. D x , 

*. 1 * 

wenn beide Tetraeder gleichen und gleichbezeichneten Inhalt haben. 

16. Sind a, b, c Linien von bestimmter Lange und 
Richtung, so bedeutet (§ 28 — -36). 

1) a.b das Parallelogramm , dessen Seiten gleich 
und parallel a und b sind, und zwar aufgefasst als 
Fläcbenraum ' von bestimmter Grösse und Ebenen- 
Richtung**). 

2) a.ö.c das Spath (Par allelepipedum), dessen 
Kanten gleich und parallel a, b, c sind, und zwar 
aufgefasst als Körperraum von bestimmter Grösse. 

I). h. wir setzen 

a.b — cl\ • b\p 

> 1 ... 

wenn die Parallelogramme, welche durch diese Produkte darge- 
stellt sind , in parallelen Ebenen liegen , und gleichen und gleich- 
bezeichneten Fiächenraum haben; 

a . b » c — ß|. b\. c X j t 

“ " N > 1 

*) Gleichbczeichnet nenne ich zwei Grossen , welche entweder beide 
positiven, oder beide negativen Werth haben. 

**) Von zwei parallelen Ebenen sage ich , dass sie gleiche Ebenen- 
Richtnng haben. : s • 
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wenn die durch diese Producte dargestellten Spathe gleichen nnd 
gleichbezeichneten Inhalt haben. 

* 17. * Die Seite (rechte oder linke), nach welcher 
die Konstruction einer räumlichen Grosse erfolgt«, 
bestimmt ihren positiven oder negativen Werth, 
nämlich # 4 

1) Zwei Theile derselben Linie, A.B und A X .B X> setzen 
wir als gleichbezeichnet, wenn B von A aus nach derselben Seite 
liegt, wie B x von A x aus. 

x 2) Zwei Theile derselben Ebene, A.B.C und A x .B x .C li 
setzen wir als gleichbezeichnet, wenn C von A.B aus nach der- 
selben Seite hin liegt, wie C x von A X .B X aus, oder deutlicher, 
wenn dem, der in A stehend nach B sieht, C pach dersel- 
ben Seite hin liegt, wie C x dem liegt, der in A x stehend nach 
B x sieht. 

3) .Zwei Körpertheile A.B .C.D und A x . B x . Ci . D x setzen 
wir als gleichbezeichnet , wenn D von A.B .C aus nach dersel- 
ben Seite hin liegt, wie .A von A x . A.G aus ; . oder deutli- 
cher, wenn einer menschlichen Figur, die den Kopf nach A, die 
Füsse nach B , das Auge nach C hin gerichtet nat, der Punkt 
D nach derselben Seite * liegt, wie D x einer Figur, , die den 
Kopf nach A x , die Füsse nach A. das Auge nach C\ hin gerich- 
tet hat. 

4 ) Zwei parallele Flächenräume a . b und a x . b x setzen wir 
als gleichbezeicnnet, wenn die Richtung b von der Richtung a aus 
nach derselben Seite liegt, wie b x von a x aus. 

5) Zwei Körperräume a.b.c und a x .b x .c x setzen wir als 

§ 1 eichbezeichnet, wenn die Richtung c von a.o aus nach derselben 
leite hin liegt, wie c x von e^.bx aus,, d. h. wenn einer mensch- 
lichen Figur, welcher die Richtung a von den Füssen zum Kopfe 

S eht, und deren Augen in der Richtung ^ vorwärts sehen, die 
bichtung c nach derselben Seite liegt,, wie die Richtung c x einer 
Figur u. s. w. 

18. Es giebt sieben Gattungen räumlicher Grös- 
sen, in vier Stufen vertheilt: 

! 1) Einfache oder vielfache Punkte. 

2) Gerade Linien von bestimmter Länge und 
Richtung. 

3) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher 
gerader Linien. 

4) Ebene Flächenräume von bestimmter 
Grosse und Eb enen - Richtung. 

(5) Bestimmte Theile bestimmter unendli- 
• III. St. 1 eher Ebenen. 

v 6) Bestimmte Körperräume. 

IV. St. 7) Bestimmte Körperräume. 

Hier kommen die Körperräume zweimal vor, theils als Grös- 
sen dritter Stufe, theils als Grössen vierter Stufe, je nachdem sie 
als Produkte dreier g. L. von bestimmter Richtung und Länge, 
oder als Produkte von 4 Punkten aufgefasst werden. 

• 19. Gleichbezeichnete Theile eines und desselben 
Ganzen geben als Summe einen ebenso bezeich neteu 


II. St. 
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i • 

Theil desselben Ganzen, -welcher so gross ist» als 
jene beiden zus am mengen onimen. (§. 8.). 

-Z* B. A.B und At . B x geben , wenn sie gleichgerichtete 
Theile derselben unendlichen g. L. sind, zur Summe einen eben 
so gerichteten Theil derselben Linie, welcher so gross ist, als 
jene beiden Theile zusammengenommen. 

20. Je zwei Grössen derselben Stufe, aber auch 
nur solche, können addirt werden; der Begriff für die 
Addition solcher Grössen lässt sich allemal bestim- 
men, wenn man die vorhergegebene Bezeichnung die- 
ser Grössen festhält, und die Rechnungsregeln aus 
III. an wendet. 

Aufg. 3. Zwei Punkte A und B zu addiren. 

Setzt man A+B^VS , so erhält man B — A=2(S — A), d. h. 
S ist die Mitte zwischen A und B. Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden. 

Aufg. 4. 'Zwei vielfache Punkte aA und ßB t zu addiren, 
wenn die Coefficienten a und ß positiv sind, d. h. den Punkt S 
zu finden, welcher der- Gleichung •* « » 

<5 .» • . .aA + ßB=(a+ ß)S 

genügt.; (§. 94 — 98). » 

Soll dieser Gleichung genügt werden, so muss 


ß(B-A)=(a+ß)(S~A) 


r 

Aus 


sein, und umgekehrt erhält man aus der letzten die erstere. 
der letzten folgt aber die Konstruktion: Man nimmt von der Linie 

ß 


AB von A aus den Theil 


<*+ß 


(oder von B aus den Theil 


- — ß ) , so ist der Endpunkt dieses Theiles der Punkt & — Also 

„die Summe zweier vielfachen Punkte mit positiven Koeflicienten 
ist ein mit der Summe der Koeflicienten multiplicirter Punkt, wel- 
cher in der geraden Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass 
seine Entfernungen von diesen beiden Punkten sich umgekehrt 
verhalten, wie die zu diesen Punkten gehörigen Koeflicienten*).“ 


Aufg. 5. Einen Punkte und eine ger. Linie von bestimmter 
Länge und Richtung C — B zu addiren. 

Man konstruire eine ger. Linie von A aus, welche mit C — B 
gleich lang und gleich gerichtet ist: diese sei D — A, so ist D 
die gesuchte Summe; denn da O — B—D — A ist, so ist 


; A-\-(C~B)-=zA-\-(D — A) — D. ■ 

. » > • . r 

Also „die Summe eines Punktes A und einer geraden Linie von 
bestimmter Länge 1 und Richtung ist der Endpunkt dieser Linie, 
wenn A ihr Anfangspunkt ist.“ *• 


*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist," wenn die 
Koeflicienten Gewichte vorstellen. • * ; 
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Aufg. 6. Einen vielfachen Punkt aA und eine g. L. von be- 
stimmter Länge und Richtung C—B zu addiren 

•'Man konstruire eine g. L. von A aus, welche mit C— B 

, gleiche Richtung hat, aber nur — so lang ist; diese sei D—A y so 


a - 


ist aD die gesuchte Summe. Denn da 

. . . » * 

, . . . ... C—B~a(D—A) ist, so ist, 

aA -f (C — B ) = aA -|- ci (D — A ) = aD. 

* 1 i i 4 . 

Aufg. 7. Zwei ger. Linien von bestimmter Länge und Rich- 
tung B~A und D—Czvl addiren. 

Man mache E—B — D—C , so ist 


(B-A) + (D-C)^(B-A)+(E-B)^E-A. 

* * i * 

Also „zwei Linien von bestimmter Länge und Richtung addirt 
man, indem man, ohne die Länge und Richtung zu verändern, 
auf den Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, 
dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten zum Endpunkte 
der letzten die gesuchte Summe.“ 

A u f g. 8. n ger. Linien von bestimmter Länge und Richtung 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflösung von Aufg. 7. fuhrt 
sogleich zu der Lösung dieser Aufgabe, nämlich „» ger. Linien 
von bestimmter Länge und Richtung addirt man , indem man die 
einzelnen Linien, ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, nach 
der Reihe stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine auf* 
hört, die nächstfolgende anfangt; dann ist die g. L. vom Anfangs- 
punkte der ersten zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe/ 
Aufg. 9. Die Summe von n Pnnkten A u A % A n zu fin- 

den, d. h. den Punkt S zu finden, welcher der Gleichung 


A A% i , An — 71 S 

genügt. 

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung nR , wo R 
ein beliebiger Punkt ist, so erhält man 

i . ■ » • ■ 1 

(A — ,R) d-*** • (An~~ R)~n(S-~ Ä). 


! • • . » > l • i 1 

Und da aus dieser Gleichung wieder die erstere sich ableiten lasst, 
so folgt: ,, Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem belie- 
bigen Punkte &die g. ,L. nach den n Punkten, legt sie, ohne 
ihre Richtung und Lange zu ändern, stetig an einander und zwar 
so, dass der Anfangspunkt der ersten auf R fallt, verbindet R mit 
dem Endpunkte der letzten durch eine g. L. und theilt diese Ver- 
bindungslinie in n gleiche Tbeile, so ist der erste Theilpunkt von 
R aus der Punkt S 9 dessen ?ifacbes die gesuchte Summe ist. 

<Aufg. 10/ Beliebig viele vielfache Punkte aA, ßB, ... . zu 
addiren, wenn die Summe der Koeflicienten a-fjS-j*.. . . nicht 
null ist. 

Setzt man 


% 
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und subtrahirt auf beiden Seiten (<* *-f ß . .. .)R, wo 22 ein belie- 
biger Punkt ist, so erhält man * . »• • 

a(A— K) + ß(JB~ Ä)-f R )- 

* * ’ f • ' 0 i 

Also da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten 
lässt, so folgt „die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten 

aA,ßB , deren Koefficienten - Summe nicht null ist, findet 

man, indem man von irgend einem Punkte R aus die Linien nach 
A legt, diese dann beziehlich mit a, ß,.... multiplicirt*), die so 
gewonnenen Linien, ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, 
stetig an einander legt, so dass der Anfangspunkt der ersten in R 
lallt, dann R mit dem Endpunkte der letzten verbindet und von 

der Verbindungslinie von R aus den Theil -= nimmt, so 

. . . . * . : « + ? + .- 

ist der mit (a -f ß . . . .) multiplicirte Endpunkt dieses Theiles die 

gesuchte Summe.“ • 

Aufg. 11. Die Summe von vielfachen Punkten aA, ß 
zu finden wenn a -f ß -J- . . . . = 0 ist. 

Man subtrahire von aA- yßB-{-.».. den Ausdruck (« + £ + •••) ^> 
so wird, da diese subtrahirte Grösse null ist, der Werth der 
Summe nicht geändert > also ist 


- ctA -f- ßB -j-, ... — a (A — R) -j- ß ( B —— jR) - f- • • • . 


I.l!’ 


. Also „die Summe von vielfachen Punkten, deren KoefBcienteu- 
suinme null ist, ist eine g. L von bestimmter Länge und Rich- 
tung, die man dadurch findet, dass man von einem beliebigen 
Punkte R die g. L. nach den gegebenen Punkten zieht, diese 
mit den diesen ‘Punkten zugehörigen Koefficienten multiplicirt, und 
die Produkte addirt.“ * " *• 

JAufg. 12,? Zwei Theile A.B und C.D von Linien, 4ie sich 
in E» schneiden , zu addireh. 

Man mache E.F gleich A. B und E. G gleich C.D, so ist 
A.B+C.D = E.F+E.G==E.(F+G)-2E.S , wenn S die 
Mitte von F und G ist (vergl. Aufe. 3). Also ,, zwei Theile von 
Linien, welche sich schneiden , aadirt man , indem man diesen 
Theilen den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt; dann ist 
die doppelte g. L. vom Durchschnittspuukte zu der Mitte der bei- 
den Endpunkte die gesuchte Summe**).“ , • 

Aufg. 13. Zwei parallele Linientheile A.B und C.D |zu 
addiren, wenn beide nicht gleichlang und zugleich entgegengesetzt 
gerichtet sind. Xi . 

Wenn A.B und C.A parallel sind , so muss D — C gleich 
a(B—*A) sein, wo a irgend eine positive oder negative Zahl ist. 


"TT" 


*) Durch solche Multiplikation mit einer Zahlgrosse a ändert sich, 
wie man leicht sieht, wenn a positiv ist, die Richtung nicht,, während 
die Länge im YerhältnisS 1 : a sich ändert; und ist a negativ, so wird 
die Richtung die entgegengesetzte. 

**) Diese ist zugleich die Diagonale des Parallelogramms, welches 
jene Linientheile zu Seiten hat, woraus man sieht, dass die Summe der 
Linientheile die zusammengesetzte Kraft ist* wenn * die *» Linientheile 
Kräfte vorstellen. ’ ’ » 
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Danün A.B gleich A.(B-~A) ist, weil A. A nach no. 12* null 
ist, so hat man . » • .. 


k > 


A.B+C.D=A.(B— A) + C.(D^,C) 

, =A.(B—A)+c'C.(B~A)< 
=(A+aC)(B—A). 


•» f 


Ist die Summe A+aC gleich (1 -F«)jS (vergl. Äufg. 4.), so wird 
der letzte Ausdruck, 

r “ . ■ ' 

* } 1 , f 

worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. 

* * i 

Aufg. 14./ Zwei gleich lange und entgegengesetzt gerichtete 
Linientheile A.B und C.D zu addiren. 

Liegen beide in derselben g. L. , so ist die Summe null. Ist 
dies nicnt der Fall, so ist, weil D — C=—(B — A) ist. 


)■ « 


1 A.B+C.D=A.(B—A)+C.(D—C) 

' "" " =A.(B-A)~C,(B— A) ■ 

=(A-C).(B~A). , 

• . * * . ■ : * • **•.'* . • * 

Dann ist die Summe also ein Flächenraum von bestimmter Grösse 
und Ebenen -Richtung*). ■ 

Auf g. 15. Zwei Flächenräume von bestimmter Grösse und 
Ebenenricntung a.b und c.d zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so können sie schon nach no. 19. 
addirt werden, sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine 
Richtung gemeinschaftlich haben. Es sei e eine g. L., welche 
diese Richtung hat, und a.b gleich e.f, c.d gleich e.g, so ist 

* *' a.b+c .d—e.f\e .g. 

Aufg. 16. Zwei Theile A.B.C und D.E.F bestimmter 
Ebenen , die nicht parallel sind , zu addiren. 

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sich schneiden. 
Es sei G.H ein Theil der Durchschnittslinie,' und es sei A.B.C 
gleich G.H.J , D.E.F gleich G.H.K, so ist' 

A .B . e+ D iE-Ft=zd: ff.J+ G.ff.K 

% = G.H.(J+K)=*2G.H.S, 

> , , ■ . , , • . f 

wenn S die Mitte zwischen J und K ist. Also „Zwei Theile 
nicht paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke 
darstellt, deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt 
beider Ebenen liegt; dann ist das Doppelte des Dreiecks, 


i \ 



■i U *) ■ Wie die Summe zweier Linientheile, die nicht in derselben 
bene liegen, zu behandeln sei, kann ieh hier nicht ausführen (vergl. 
lehnungsl. §. 51. u. §. 122.). 


Digitized by Google 


t 


349 


was dieselbe Grundseite hat, und dessen Spitze die Mitte ist zwi- 
schen den Spitzen jener Dreiecke, die gesuchte Summe. - 

Aufg. 17. * Zwei Theile A* B .C und D.E. F paralleler Ebe- 
nen zu addiren. • . ; : . . • { 

Sind die Ebenen parallel, so muss (E~D) .(F—D) gleich 
ce(B — A) . ( C—A ) gesetzt werden können , wo ct eine Zahlgrösse 
ist. Dann ist t «•*••• i 

A . B . C + D . E . F = A . (B — A ) . ( C ~ A) + D . ( E — D ) . (F — D) *) 

X •.*. X .' =(A+al)).(B~A).(C-A) 

= S.(l+a).(B—A).(C~A), • : • i- : 

. ! * . • • ' . * . t < . i * . 

wenn (Lfrg)Ä die Summe von A-\raD ist. Der letzte Ausdruck ist 

' =S[(B-A).(C-A) + (E-B),(F-rD)] f . 

worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch «r=— 1, 
d. h. sind beide Flächenräume gleich gross, aber entgegengesetzt 
bezeichnet, so ist A\aD eine g. L. von bestimmter Richtung 
und Länge (Aufg. 11.); ist diese gleich H—G, so ist 

A.B.C+D.E, F=z (AT-r* G).(B — Ä). (C— Ä), 

t % i # * * > S t , i % g 

also die Summe dann ein Körperraum. 

Aufg. 18. Einen Theil A.B.C einer bestimmten Ebene und 
einen Körperraum (D—A).(B—A).(G — A) zu addiren. 

. - ! » * 1 ' I ' ‘il i t • 

a.b:c+(d— a).(b— A).(c— a) '?'• ;/ " 

-A.(B— A).(C— A)+(D— A).(B— A).(C— A) 

= D.(B-A)+(C-A), ' . 

‘ t 1 • . • »*,-**; 

woraus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht • ' 4 • • 

' * » » » * 

21. Ein kombinatorisches Produkt, dessen Faktor 
ren erster Ordnung Grössen (»— ~l)ter Stufe sind, 
welche aber alle in einem und demselben Gebiete 
Titer Stufe liegen, nenne ich ein eingewandtes Pro- 
dukt, und zwar ein aufj ; eues Gebiet bezügliches, 

z. B. ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen j in der 
Ebene, oder von Ebenentheilen im Raume. 

22. Wird von jetzt an die äussere Multiplikation durch blos- 
ses Aneinanderschreiben, die eingewandte Multiplikation durch 
einen zwischen die Faktoren gesetzten Punkt bezeichnet, so ver* 
stehen wir unter dem eingewandten Produkte AB.AC, 
wo A, B, C beliebige Grössen sind, das Produkt 
ABC.Ay in welchem ABC wie ein zu A gehöriger Koef- 
ficient behandelt wird, vorausgesetzt, dass das Pro- 
dukt auf das Gebiet von niedrigster Stufe, in welchem 
A , JB und C zugleich liegen, bezogen wird. 

Aufg. 19. Das auf die Ebene ABC bezügliche Produkt 
zweier Linientheile AB.AC zu finden. 


*) vergL no. 12. 



\ 


Digitized by Google 


350 


^ Nach no. 22 ist dasselbe gleich ABC.A ; d. h. „das Produkt 
zweier Linientheile , deren Linien sich schneiden, ist der Durch« 
schnittspunkt, verbunden mit einem Theil der Ebene als Koeffici 
enten. “ Denkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit an- 
genommen, so werden die Ebenentheile, mit denen die Punkte 
behaltet sind, wirkliche Zahlgrössen und die Produkte erscheinen 
als vielfache Punkte; doch müssen dann alle zu vergleichenden 
Grössen in derselben Ebene, auf die sich die Produkte beziehen, 
liegen (wie dies in der Planimetrie immer der Fall ist). 


Aufg. 19. Das Produkt dreier Linientheile AB, AC, ßC 
in Bezug auf die Ebene ABC zu linden. i‘ 

Aufl. AB.AC.BC=ABC.ABC=(ABC)\ 

' 1 Auf 21. Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile 
ABC und ABI) (in Bezug auf den Körperraum) zu finden. 

Au fl. : ABC. ABD = ABCD . AB. 


Aufg. . 22. Das eingewandte , Produkt dreier Ebenentheile 
ABC, ABD, ACD zu linden. 

Aufl. ABC.ABD.ACD=ABCD.ABCD.A^{ABCDy.A 

Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier EbenentheileD 
ABC, ABD, ACD , BCD zu finden. 

Aufl. ABC.ABD\ACDcBCDMABCD)\< 


Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil uDd 
dieser Punkt haben dann noch einen Raum theil oder ein Produkt 
von Ilaumtheilen als Koefticienten , und nimmt man einen Raura- 
theil als Einheit an, so gehen diese Koefticienten in wirkliche Zahl- 
grossen über. 

Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem 
ersten Theile meiner Ausdehnungslehre Vorkommen. Aber es ist 
unmöglich, von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Me- 
thode für die Behandlung nicht nur der Raumlehre, sondern über- 
haupt aller Wissenschaften, welche auf räumliche Verhältnisse 
zurückgehen , hier auch nur einen oberflächlichen Begriff zu geben. 
Ebenso wenig konnte ich hier die Beweise liefern, dass in der 
That die in tu. gegebenen Rechnungsregeln für die einzelnen hier 
dargelegten Verknüpfungsweisen gelten , sondern auch hier muss 
icK aul meine ausführliche Schrift verweisen, in welcher diese 
Beweise in aller Strenge geführt sind; und wo zugleich die Ent- 
wickelung überall in der Art fortschreitet, dass alles Willkühr- 
liche , was noch in der Aufstellung der verschiedenen Begriffe zu 
liegen scheint, verschwindet. n;, - • - . 

. • \ . \ . *»1 1 • • » -l v i «I *? ) i. M i“, // • • ; . . . .* ' . 

» . I • L * » i \ 

, 'i U l r‘ * * L i> iiM * J . ■ 

* t ' < • 1 , * f ] - * . j " * | 

■ i ’* - i} !» i? I* . .* :i ; • , i .7 . » ; 

> ‘I ll .1 i .'»’l'J S. . . ■ ‘"T"— T V , 

.bl » ff • , i* •••«.. . . • 
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Observation geometrique, au snjet du 
Probleme traite p. 331. du V. vol. de 

ce Journal. 

• ' i] . • . * * 


• V 


Par 


Monsieur le docteur J. R. Boy man, 

V 

a l’^eole superieure de Malmedy. 


U : 


1 * . ' 

< 'i i ■ * ’ > j > . * > 

■ D^crivez par le sommet B d’un angle ABC (Tab. . V. Fig. 1.) 
un cercle quelconque, qui coupera les deux cötes de langte en A 
et C, elevez a ees points les perpendiculaires, qui se rencontreront, 
comme on sait , sur la circonierence en un point D, et abaissez du 
point D la perpendiculaire DP sur la droite, qui joint les deux points 
A et C. Menez en outre entre les deux cötes de Tangle par le point 
f* encore une droite GH ä volonte, et circonscrivez au triangle 
GBH un cercle , qui coupera le premier en F. Si maintenant on 
foint DG, DH et FG, FH, on trouvera <,ADC=<^GFH; mais 
•omnie <^GFH e st plus petit que <GDH, on aura aussi <ADC 
ilus petit que <JGDH. Ainsi dans les deux triangles ADC et GDH 
»n a <^DCp1us petit que <GDH, DA < DG, DC<DH, donc 
4C<^GH. br la droite GH ayant £te menee ä volonte par le 
>oint P, on est conduit au theorerae suivant: 

,, Si entre les cotes d un angle donne on tire une ligne 
droite quelconque et que du point d’intersection des deux per- 
pendiculaires elevees ä ses extremites sur les cotes de l’angle 
on abaisse sur eile la perpendiculaire: le pied de cette per- 

{ »endiculaire est un point tel , w que la ligne droite est la droite 
a plus courte qu’on puisse faire passer par ce point entre les 
cötes de l’angle donne. 


99 


99 


99 


99 


99 


2 . 

Maintenant qu’apres avoir tird BP on decrive sur la ligne BP, 
>mme diametre, un cercle qui coupe la droite AC en Q, et qu’on 
igne aussi BQ: alors on aura &DPAc*) &AQB et &DPC 
3 A. CQB, d’oü rdsultent les proportions suivantes: 


> 
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% 

AP.DP=BQA:Q, 

DP: CP= CQ:BQ. 

t 

I i • 

St on multiplie ces deux proportions terme ä terme, on trouvera 
la sui vante : 

AP:CP=CQ:AQ. 

De lä rrisulte . 

AP + CP:AP=CQ + AQ:CQ, ' 

• * I 

# 1 * 

ou ce qui revient au mdme: 

AC:AP=AC:CQ, 

* 

d’oü l’on conclut: 

AP= CQ . 

Nous venons donc de demontrer le theordme suivant: 

k , „Si par un point entre les cotds d’un angle cpielconque on 
„mene la ligne droite la plus courte et qu’on decrive un cercle 
„sur la ligne qui joint ce point au sommet de 1’angle, comme 
„diametre : la droite la plus courte sera coupde par la circon- 
„fdrence, de maniere que les deux Segments hors du cercle 
„sont dgaux.“ 


• • ; « « » , 

D’apres ce qui precede il n’jr a plus de difiiculte pourtirerla 
droite la plus courte par un point P donne entre les cotes d’un 
angle , comme c’est aussi indique dans le traite eite. Car outie 
le point P on a aussi le point Q, qui ddtermine sa position. Mai* 
ce point est le point d’intersection du cercle deent sur la Ugoe 
BP comme diametre et (puisqu’on doit avoir AP~ CQ) de Inj 
perbole radnee par le point P, laquelle a les cötes de l’angb 
donnee pour asymptotes. 
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Betrachtungen einiger Gegenstände 
der Logik, mit besonderer Rücksicht 
auf ihre Anwendung in der Mathe- 
matik. 
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Von 


* 


^ # * 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

« * i f 1 * ' ä 1 | 

Professor der Mathematik 1 * * 

an der k. k. philosophischen Lehranstalt za Tamow in Galizien. 




i 

l 


Allgemein erkennt man an, dass einerseits die Mathematik 
und von ihr ganz vorzüglich die reine Geometrie und Statik die 
beste Schule für die gründlichste und folgerechteste Anwendung 
der Logik sei, und andrerseits dass die Logik durch die Bemü- 
hungen der neueren meist deutschen Philosophen seit Kaut, einen 
sehr hohen Aufschwung in ihrer Ausbildung genommen hat. Dess- 
ungeachtet folgen diejenigen Schriftsteller • und Lehrer . der 
Mathematik, welche ihre Lehrgegenstände ausführlich begründen, 
mit sehr geringer Ausnahme,- noch immer der Weise Euklid’s in 
den zwar für seine Zeit ganz vorzüglichen aber doch nicht unver- 
besserlichen Elementen der Geometrie; was um so weniger zu 
billigen zu sein scheint, als heut zu Tage besonders an gelehrten 
Schulen der Zögling schon eine höhere wissenschaftliche Vorbil- 
dung als vordem mitbringt und als man durch den ungeheuren Um- 
fang, den die theoretische Mathematik schon erlangt hat, haupt- 
sächlich auf übersichtliche und gedrängte Darstellung des Lenr- 
ganzen, jedoch ohne dabei die Deutlichkeit und Gründlichkeit 
ausser Acht zü lassen , hinzuarbeiten sich gedrungen sieht. * Darum 
möge es mir erlaubt sein, in dem wegen seiner Tendenz, vorzüg- 
lich Lehrern höherer wissenschaftlicher Bildungsanstalten zu die- 
nen, am besten hiezu geeigneten vortrefflichen Archiv, durch fol- 
gende Winke die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf die Ver- 
besserung der Anordnung der Lehrsätze ihrer Wissenschaft und 
der logischen Form ihrer Be weise zu lenken. 
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Ueber unmittelbare Folgerungen aus hypothetischen 
Urtheilen mittels der Umkehrung oder de? Contra* 

Position. 

1. Die Umkehrung eines hypothetischen Urtbeils besteht 

in der Verwechslung oder Umstellung des Grundes und der Folge, 
der Bedingung und des Bedingten ; indem man, die Folge als Grund 
setzend, auf den Grund als Folge zurückschliesst. Die allgemeine 
Form des hypothetischen Urtheils ist nein lieh: .* \r > 

* „Wenn A ist, so ist B; iS - • 

!• i «.♦ ' ' ' f ' * 

daher die Form seines Umgekehrten: ... \ 

„Wenn B ist, so ist A “ 

Dieser Schluss aus dem Bestehen der Folge auf das Bestehen 
des Grundes ist jedoch nicht nothwendig, sondern bloss etwa zu- 
fällig richtig, oft sogar ganz unrichtig. Denn das hypothetische 
Urtlieil spricht nur die einseitige Abhängigkeit der Folge vom 
Grunde aus , setzt aber keineswegs umgekehrt die Verknüpfung des 
Grundes mit der Folge als nothwendig voraus. In dem Wesen des 
Grundes liegt es, dass er die Folge nach sich zieht; aber die 
Folge allgemein gedacht kann in besonderen Fällen verschiedene 
Gründe haben. Setzt man daher eine gewisse Folge, so muss 
man darum noch nicht diesen oder jenen bestimmten Grund setzen. 
Die Folge wird im hypothetischen Ürtlieile nur gesetzt, wenn und 
' wiefern der Grund gesetzt wird; allein dieses Setzen des Grundes 
erscheint an sieh bloss möglich , nicht aber unbedingt nothwendig. — 
Die Gültigkeit eines umkehrenden hypothetischen Urtheils muss 
demnach jedesmal erst eigens geprüft und wo möglich . erwiesen 
werden, wenn man ihrer versichert sein soll. 

So z. B. beweist die Geometrie den Satz: 

* • j » » i 

„Wenn Parallelogramme gleiche Grundlinien und flöhen haben, 
so sind sie gleich ;“ 

allein umgekehrt darf man nicht schliessen: 

,, Wenn Parallelogramme gleich sind , so haben sie gleiche 
Grundlinien und Höhen;“ ... 

- » • % t i 

denn dies findet nur in ganz besonderen Fällen statt, tmd kann 
also auch gar nicht allgemein bewiesen werden. Den Satz dagegen: 

i 

„Wenn Parallelogramme von gleichen Grundlinien gleiche Hö- 
hen haben, so sind sie gleich“ . . . ? 

darf man zwar in den folgenden umkehren ; ' * * 

„Wenn Parallelogramme von 
so haben sie gleiche Höhen;“ 

allein seine Gültigkeit muss erst nachgewiesen werden. 

2. Die Contraposition eines hypothetischen Urtheils be- 
steht in der Umtauschung sowohl des Grundes als auch der Folge 
mit ihrem contradictorischen Gegentheile und in der nachherigen 
Umstellung dieser Gegentheile. Man folgert also hier aus dem 
Gegentheile, dem Nichtbestande, der Folge das Gegentheil, den 

«,* .1 t L ' • i 


• > | > « » • 

gleichen Grundlinie^ gleich sind, 


! 4 


\ 
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Nichtbestand des Grundes; oder man hebt ,.mit der Folge auch 
den Grund auf. Aus dem allgemein hypothetischen Urtheile 

„Wenn A ist, ist B“ 

« » m 
«chliesst man nemlich: *. * 

• *»* * i % f ( j • * 

„Wenn B nicht ist, ist auch A nicht/' 

J . i • * ; % ( 

Diese unmittelbare Folgerung aus einem hypothetischen Ur- 
theile durch Contraposition hat jederzeit strenge logische Gültig* 
keit. Denn eigentlich ist sie ein abgekürzter hypothetischer Schluss 
in aufhebender Schlussweise, ein Enthymem der zweiten Ordnung, 
in welchem der Untersatz fehlt, durch den die Folge aufgehoben 
wird. In der allgemeinen Form zum aufhebenden hypothetischen 
Schluss vervollständigt lautet sie daher also: 

Obersatz: „Wenn A ist, so ist B.“ 

Untersatz: „Nun ist B nicht." 

Schlusssatz: „Also ist auch A nicht." 

/ m * * 

3. Durch die Contraposition der hypothetischen Urtheile oder 
der durch die unmittelbare Folgerung des Gegentheils des Grundes 
aus dem Gegentheile der Folge eines hypothetischen Urtheils kann 
man in der Mathematik, besonders in uer reinen Geometrie, wo 
die meisten Lehrsätze hypothetisch ausgesprochen werden oder 
sich wenigstens hypothetisch aussprechen lassen, aus sehr vielen 
Lehrsätzen, sobald sie erwiesen sind, andere unmittelbar erschlos- 
sen ; ohne dass man wie Euklid und seine Nachahmer , erst noch 
eines indirecten Beweises für sie bedarf oder über ihre strenge 
Gültigkeit auch nur den mindesten Zweifel zu hegen vermag. Ge- 
wöhnlich wird man dabei, zur Aufhellung der Einsicht, bloss den 
schon bewiesenen Lehrsatz nachträglich, den daraus abzuleitenden 
Folgesatz aber anfänglich, in der hypothetischen Form auszuspre- 
chen haben, und dem letzteren dann erst noch den angemessenen 
sprachlichen Ausdruck ertheilen. 

“ w . * • ' • i 

Durch einen solchen Vorgang drängt man nicht nur den Lehr- 
gegenstand mehr zusammen — was bei dem gegenwärtigen Um- 
fange der zu lehrenden Wissenschaften schon höchst Noth thut • — • 
sondern man verschafft auch dem Lernenden einen helleren Blick 
in die Natur des Lehrgegenstandes und io den Zusammenhang 

seiner Wahrheiten. .. .... 

•* • 4 \ 

So z. B. -beweist man in der ebenen Geometrie nach Euklid . 
einzeln und nach einander folgende Sätze: 

a) „Durch denselben Punkt kann mit einer Geraden nur eine 
einzige Gerade parallel gezogen werden." 

b) „Eine gerade Linie, welche eine von zwei parallelen schnei- 
det, muss auch die andere schneiden." 

c) „Zw r ei gerade Linien, welche zu derselben dritten parallel 
6lnd, müssen auch unter sich parallel sein." 

Nun sind die beiden ersteren Sätze nichts weiter als verschie- 
dene Ausdrücke des hypothetischen Satzes: ?' • * 

*,Weon zwei Geraden sich schneiden, so können sie nicht 
zugleich zur nemiiehen dritten parallel seiu;" , . . . . ; 

' 23 * 
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der 1 also allein zu beweisen kommt. Und daraus folgt sogleich 
ohne allen Beweis bloss durch Contraposition der drittd'Satz zu- 
nächst in der hypothetischen Form: ■ \ » :* 

„Sind zwei Geraden zu einer dritten parallel, so schneiden sie 
sich nicht, d. h. sie sind auch zu einander parallel.“ 

v • ■ j * . j . * 1 'Ti * * « _ • « j x 1 

Man bedarf daher hier nur Eines Beweises statt dreier. _ * 

; ' «\ ♦, » ' * s • < , • • 

4. Die Umkehrung eines hypothetischen Urtheils fuhrt 
jedoch dann auf ein wahres Urtheil, oder man schliesst rich- 
tig von dem Bestehen der Folge auf das Bestehen des Grundes, 
wenn man überzeugt ist, dass nur bei dem angeführten Grunde 
die Folge nothwendig besteht, oder dass ein bestimmter Grund 
und eine gewisse Folge einander gegenseitig bedingen, unumgäng- 
lich mit einander stehen und fallen. . . 

Hier lässt sich nemlich das gegebene hypothetische Urtheil 
in der Form aussprechen: , 

' 4 ~ ! '.*.**• 

„Nur wenn A ist, ist auch B;“ . , 

* • . . - ' • * 

und man schliesst daraus mit voller logischen Strenge: 

„Wenn B ist, muss auch A sein.“ 

Denn in einem solchen Falle gilt das gegebene Urtheil eigent- 
lich folgenden zweien gleich: 

„Wenn A ist, ist auch ß 

und ' * 

• • / ’ • . • 

„Wenn A nicht ist, ist auch B nicht.“ 

Aus dem ersteren folgert man aber mittels seiner Umkehrung: 

• „Wenn ß ist, kann — unter andern - — ■ A sein;“ ' • 

und aus dem zweiten Urtheile, mittels der Contraposition: 

„Wenn ß ist, ist auch A;“ 

• . \ . • ' * J 

mithin aus beiden Urtheilen zusammen, wie oben: . 

„Wenn ß ist, muss auch A sein.“ 

' * • . / v * 

Z. B. der Satz der Astronomie: 

„Nur wenn die Erde die Gestalt einer Kugel hat, ist ihr 
Schatten auf dem verfinsterten Monde jedesmal kreisrund,“ 

berechtigt uns zn dem Schlüsse: 

„Weil der Schatten der Erde auf dem verfinsterten Monde 
jedesmal kreisrund sich zeigt, so muss die Erde die Kugelgestalt 
naben.“ 

. •••• .»• * 

Ebenso schliesst man aus dem geometrischen Satze: 

„Wenn zwei Parallelogramme gleich sind, so haben sie’ die 
Grundlinien im verkehrten Verhältnisse der Höhen“ 

« I < . » » ^ * * 

mit Sicherheit: 

„ Wenn zwei Parallelogramme die Grundlinien |m verkehrten 
Verhältnisse der Höhen haben, so sind sie gleich.“ 
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; ’5. Diese letztere Schlussweise wird in der Mathematik, beson- 
ders in den Anwendungen der Algebra auf Geometrie, Mechanik, 
Physik, Astronomie u. dgl. und* in der höheren Analysis häufig 
aogewendet. .f *♦•*'. ‘ • ». 

In den allgemeinen algebraischen Forschungen dieser mathe-’ 
matischen Doctrinen erscheinen nemlich oft gewisse Grössen in 
einem solchen Zusammenhänge, dass überhaupt die zwischen ihren 
Zahlwerthen bestehenden Beziehungen theils durch Gleichungen, 
theils durch Ungleichungen, theils auch noch durch sonstige Be- 
dingungen ausgesprochen werden, welche zusammen gefasst ein 
System von Beziehungen ausmachen , das wir kurz mit A bezeichn 
nen wollen. Tritt nun dazu in einem besonderen Falle noch ein 
System B von solchen Beziehungen zwischen einigen oder allen 
in Betracht genommenen Grössen oder ein System particulärer 
Werthe einiger. jener Grössen, und verwandelt sich dadurch, mit- 
tels der algÄraischen Reductionen , das allgemeine System A noth- 
n endig in ein anderes nun mehr particuläres System C; so gewinnt 
man daraus die Ueberzeugung : * ' • » • 

,* ■ . i 

„Wenn zwischen den betrachteten Grössen insbesondere das 
System B von Beziehungen besteht, so besteht zwischen ihnen 
auch das System C. “ '/ *’ * * *' 

Hat man nun das System B, wie es gewöhnlich geschieht, so 
allgemein angenommen, dass nur bei seinem Bestände das System 
Cnesteht, was aus der Art der Beziehungen, aus den Formen 
der Gleichungen und der Beschaffenheit der darin vorkommenden 
Rechnungsoperationen meistens dergestalt einleuchtet, dass eine 
weitläufige Erörterung überflüssig erscheint; so ist eigentlich der 
Satz festgestellt: 

„Nur wenn zwischen den in Betracht genommenen Grössen 
das besondere System B von Beziehungen besteht, kann und muss 
wischen ihnen auch das System C von Beziehungen bestehen. “ 
Folglich schliesst man daraus mit voller Sicherheit umgekehrt: 

„Wenn das System C von Beziehungen besteht, so besteht 
auch das System B,“ ' . . ' „ 

Meistens sprechen die Analytiker diesen Folgesatz nicht erst 
uoch eigens aus , sondern benützen ihn , wo er Anwendung findet, 
ohae weiteres Bedenken. 

Beispiel 1. In der Planimetrie wird der Satz erwiesen: 

* • ■ , • . . * . . . • . t i 

»Parallelogramme verhalten sich wie die Producte ihrer 

Grundlinien und Höhen . ** • •.•«••• * 

» 

Sind nemlich P, p zwei Parallelogramme, A, a ihre Höhen 
und B, b ihre Grundlinien, so ist 

P:p—AB:ab. 

* r i 

In dieser Proportion setzt man nun insbesondere P—p und 
folgert daraus auch AB == ab oder A : a wie b : B. 

Man hat also eigentlich den Satz erwiesen : 

„Wenn P=p , so A:a=b:B (S 
«• b. „Sind zwei Parallelogramme gleich, so sind ihre Höhen 
den Grundlinien verkehrt proportional; « * 
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und hieraus folgert man sogleich ohne ferneren Beweis umgekehrt : 

* » • • 

„>Venn A:a — b:B , so P—p ; 

d. h. „Wenn zwei Parallelogramme ihre Hohen den Gfundliaien 
verkehrt proportional haben, so sind sie gleich.“ 

Beispiel 2. Bezeichnen a, b, c die Seiten eines geradli- 
nigen Dreiecks und a, ß, y die in derselben Ordnung ihnen gegen- 
überliegenden Winkel , so beweist die Trigonometrie den allgemei- 
nen Satz: c*— -26c . cos a. Nimmt man nun das Product 

26c. cos a =0 an, was nur dann sein kann, wenn cosa=0, also 
ist; so erhält man den Satz: Wenn o=90°, so ist a a =6 a 
+ c‘ 2 , d. h. den bekannten pythagoräischen Lehrsatz. 

Allein man folgert daraus auch sogleich umgekehrt: 

„Wenn a a = 6 a -|-c a , so a=90°;“ 

ft. , , . . • « i ** p / • 

d. h. „Wenn in einem Dreiecke die zweite Potenz des Zahlwer- 
thes einer Seite so gross ist, als die zweiten Potenzen der Zahl- 
werthe der beiden andern Seiten zusammen genommen ; so liegt 
der ersteren Seite ein rechter Winkel gegenüber.“. 

Beispiel 3. Die analytische Geometrie stellt zu einer Linie 
oder Fläche, für eine gewählte Art von Coordinaten, eine Gleichung 
oder ein System zusammen gehöriger Gleichungen auf, woduren 
jene Linie oder Fläche analystisch vollständig enarakterisirt wird; 
folglich erweist sie eigentlich den Satz: 

„Wenn eine Linie oder Fläche für eine gewisse Art von Coor- 
dinaten diesen angeführten Charakter besitzt; so kommt ihr die 
hier abgeleitete Gleichung oder dieses System simultaner Gleichun- 
‘ gen zu. “ 

Sie scbliesst daraus aber auch noch umgekehrt: 

„ Wenn einer Linie oder Fläche , bei der angewiesenen Art von 
Coordinaten, diese bestimmte Gleichung oder dieses bestimmte 
System von simultanen Gleichungen zukommt, so besitzt sie den 
vorher beschriebenen Charakter.“ 

So beweist z. B. die Lehre von den Kegelschnitten, dass in 
der Parabel, wenn p den Parameter eines Durchmessers und 
x, y die hier gewöhnlichen schiefwinkligen Coordinaten vorstel- 
len , die Gleichung y * = px besteht. Andrerseits lehrt die Balli- 
stik oder die Dynamik« dass im leeren Raume ein schief gegen 
den Horizont geworfener Körper eine Linie durchläuft, deren Glei- 
chung die Form y* = px hat; mithin, schllesst sie, beschreibt 
dieser Körper eine Parabel. 


II. 

Von der Umkehrung mehrerer 
zusammenhängender, allgemeiner disjunctiver und 

hypothetischer Urtheile. 

1. Höchst wichtig ist folgender, zuerst von Haube r *) aufge- 
stellter Satz, nach dessen Anleitung man aus mehreren zusammen- 

*) Vergleiche dessen Scholae logico-mathcmaticac. cap. 7. Stutt- 

gart. 1829, und Drobisch Logik. Leipzig. 1836. S. 162. 
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hängenden allgemein bejahenden disjunctiven und hypothetischen 
Urtneilen mittels Umkehrung andere unmittelbar folgern kann. 

Seien als gültig anerkannt : 

erstens folgende zwei disjunctive Urtheile: 

Der Begriff S kann nur entweder a oder b oder c, oder s. f. sein. * 
Der Begriff 2 kann nur entweder a oder ß oder y oder s. f. sein? 

. ' 4 i * 

zweitens folgende hypothetische Urtheile: 

' Wenn S,a ist, so ist 2,a; ' 

Wenn S,b ist, so ist 2,ß; 

Wenn S,c ist, so ist 2,y; 
u. s. w. ; 

dann gelten auch umgekehrt die folgenden hypothetischen 
Urtheile : 

Wenn 2,u ist, so ist S,a; 

» . 9 9 » , 9 ** i « ► < 

Wenn 2,ß ist, so ist S ,6; 

Wenn 2,y ist, so ist S,c; 

u. s. w. , . . 

Es genügt nur das erste behauptete Urtheil : 

/ „Wenn 2,a ist; so ist S f a t( 
zu erweisen, weil die übrigen ihm analog sind. 

Indirecter Beweis. Wäre der Behauptung zuwider S 

nicht a, so müsste S entweder b oder c oder d u. s. f. sein. 

’ * « * • 

Wäre S,b, so wäre nach der Annahme 2,ß also nicht 2,a * 

* j« », Ä,c, ,, ,, „ „ ,, also nicht 2 f tt 

wie bedungen , u. s. w. 

Mithin wenn 2, a ist, kann S weder b, noch c, noch d u. s. f. 

folglich nur a sein, wie behauptet wurde. 

* * « • « • 

1 Direct er Beweis. > Aus den vorausgesetzten beiden dis- 
junctiven und allen hypothetischen Urtheilen folgt der Satz : 

Wenn S nicht a ist, folglich entweder b oder c oder d 
u. 6. f., so ist 2 entweder ß oder y oder S u. s. f. also nicht ct; 
kurz: Wenn S nicht a ist, so ist auch 2 nicht «. . 

Hieraus folgert man aber durch Contraposition sogleich richtig 
den behaupteten Satz: 

Wenn 2,ct ist, so ist S,a. 

2. Aus diesem höchst allgemeinen Umkehrun^sgesetze lassen 
sich für die Mathematik viele wichtige Sätze ableiten. 

Betrachten wir zunächst zwei mit einander zusammenhängende 
Gattungen von Grössen in Absicht auf ihre gleichzeitigen 
Veränderungen. Gewöhnlich beweist man von . ihnen folgende 
zwei Sätze : 

1) „Zu gleichen Grössen der ersten Gattung gehören 
gleiche Grössen der andern Gattung." 

2) „Zu ungleichen Grössen der ersten Gattung gehören 
ungleiche Grössen der zweiten Gattung ; und zwar gehört zu 
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j . grössere 

einer grosseren Grosse der ersten Gattung eine £l^flere 

Grösse der zweiten Gattung. > 

Hier bedeutet nun 5 und £ die Vergleichung, welche zwischen 
zwei Grössen der ersten und zweiten Gattung besteht a und a 
das Gleichsein beider Grössen, b das Grösser«, c das Kleinerseio 

in der ersten Gattung, ß das K|einer . und y das G , ;ig , erse ; n <» 

der zweiten Gattung. Mithin folgert man nach obigem Umkeh- 
rungsgesetze aus den erwiesenen zwei Sätzen noch diese zwei 
zugehörigen : •*»... 

3) „Zu gleichen Grössen der zweiten Gattung gehören 
gleiche Grössen der ersten Gattung.“ 

. * 4) „Zu ungleichen Grössen der zweiten Gattung gehören 
ungleiche Grössen der ersten Gattung; und zwar gehört za 
• „ , .. « .. . ' grössere 

° * kleinere 

Grösse der ersten Gattung.“ 

Beispiel 1. Die Algebra beweist, dass, wofern in einem 
Producte ein Factor (der Multiplicand) ungeändert bleibt, «) zu 

f g leichen zweiten Factoren, (Multiplicatoren) gleiche Producte und 
zu einem grösseren zweiten Factor (Multiplicator) ein grösseres 
roduct gehört. Indem sie ferner bei der Lehre von derTheilung 
das Product in.- den Dividend, den ersten Factor in den Divisor 
und den zweiten Factor in den Quotienten übersetzt; folgert sie 
sogleich, dass, bei ungeändertem Theiler oder Divisor, a) zu 

g leichen Dividenden gleiche Quotienten und ß) zu einem grösseren 
Dividenden ein grösserer Quotient gehört. • 

Beispiel 2. Die Planimetrie erweist, dass in einem Drei- 
ecke a) gleichen Seiten gleiche Winkel und b) einer grösseren Seite 
ein grösserer Winkel gegenüber liegen. Daraus lässt sich daher 
sogleich folgern, dass auch umgekehrt c ) gleichen Winkeln gleiche 
Seiten und d) einem grossem Winkel eine grössere Seite gegen- 
über liegen müssen. 

3. Diese Sätze lassen sich nunmehr leicht auf drei oder 
mehrere unter einander zusammenhängende Gattungen von 
Grössen ausdehnen. Seien nemlich die beiden folgenden Sätze 
erwiesen : 

1) „Zu gleichen Grössen der ersten Gattung gehören auch 
gleiche Grössen der zweiten, dritten, vierten und so fort jeder 
andern Gattung.“ 

• * ' 4 » * ' , * t 

. , .2) „Zu einer grösseren Grösse der ersten Gattung gehört bald 
eine grössere bald eine kleinere Grösse einer jeden andern Gattung, 
jenachdem diese mit der ersten in gerader oder verkehrter Ver- 
gleichung steht.“ 

Dann folgert man daraus umgekehrt für jede übrige Gattung 
zwei Sätze von folgender Form : 

a) „ Zu gleichen Grössen jedweder anderen Gattung gehören 
auch gleiche Grössen der ersten, mithin auch jeder übrigen Gattung.“ 


> 
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J! .6) '„Z\i einer grosseren Grösse jedweder anderen Gattung 
gehört bald eine grössere, bald eine kleinere Grösse der ersten* 
jenachdem diese zwei Gattungen in gerader oder verkehrter Ver- 
gleichung mit einander stehen ; mithin gehört dazu auch entweder 
eine grössere oder kleinere Grösse jeder übrigen Gattung, je nach- 
dem diese mit der ersten Gattung in gerader oder verkehrter Ver- 
gleichung steht. ' > ’ > : 

B e i s p i e 1 1. In der beweist man von den s ch i e- 

fen Geraden, die nebst der senkrechten aus einem Punkte 
an eine gezogen werden die beiden Sätze: 

: a) .Schiele, welche mit der Senkrechten gleiche Kin- 
kel bilden , sind gleich und haben ihre Fusspunkte von dem der 
Senkrechten gleich weit abstehen. 

b) Zu einem grösseren Winkel einer Schiefen mit der 
Senkrechten gehört eine grössere oder längere Schiefe und ein 
grösserer Abstand von der Senkrechten. ; ’ 

‘ • .5 ‘ .» * N ' S. , '« • , .5. 

. Hieraus folgt nun umgekehrt: . 

c ) Gleiche Schiefen bilden mit der Senkrechten gleiche Win? * 

kel und stehen von der Senkrechten gleich weit ab. i.. ’ • j*. . \ 

d) Eine grössere Schiefe bildet mit der Senkrechten einen • 
grösseren Winkel und steht von ihr weiter ab. 

e) Schiefe , welche von der Senkrechten gleich weit abstehen, 
bilden mit der Senkrechten gleiche Winkel und sind gleich. 

• f) Eine Schiefe, welche von der Senkrechten weiter absteht, 
bildet mit dieser Senkrechten «inen grossem Winkel und ist länger. 

Beispiel 2. Die Lehre vom Kreise beweist, dass 

<i) zu gleichen Winkeln am Mittelpunkte gleiche Kreisbogen, 
Kreisausschnitte, Sehnen und gleiche Winkel der Sennen 
milden Halbmessern zu ihren Grenzpunkten, gleiche Abstände 
der Sehnen vom Mittelpunkte, gleiche Sagitten und Kreisab- 
schnitte gehören; und . ; ' , , v ", . . . 

6) dass zu einem grösseren . *1 JV Winkel am Mittel- 
punkte auch lein grösserer Kreisbogen und Kreisausschnitt, eine 
Sehne, ein Winkel der Sehne mit dem Halb- 

kleinerer 

messer am Grenzpunkte, ein .. Abstand der Sehne vom 

r . grosserer 

Mittelpunkte , eine S^ 8Sere S a gitte und ein S r ^ sser ® r |^ re j sa b_ 

* * , t kleinere kleinerer 

schnitt gehört. 

Daraus kann man sogleich umgekehrt schliessen, dass wenn 
einer der genannten Gegenstände gleich ist, auch jeder andere gleich 
sein muss ; und dass z. B. einer längeren Sehne ein grösserer 
hohler und ein kleinerer erhobener Winkel am Mittelpunkte, ein 
kleinerer Winkel der Sehne mit dem Halbmesser an ihren Grenz- 
punkten, ein kürzerer Abstand vom Mittelpunkte u. s. f. angehört. 

• > 4. Selbst wenn die Abhängigkeit der betrachteten Gattungen 
von Grössen in bestimmteren Formen ausgesprochen wird,* lässt 
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sich das angeführte Umkehrungsgesetz noch benützen/ wie z. B. 
bei der Proportionalität zweier Gattungen von Grossen.: 

Ist nemlich erkannt, dass zwei Gattungen von Grossen derge- 
stalt Zusammenhängen: et) dass zu gleichen Grössen einer jeden 

Gattung auch gleiche der anderen und ß) zu einer grösseren einer 

jeden Gattung auch eine der anderen gehört und y) dass 

zuv jedem Vielfachen einer jeden Grösse der ersten Gattung das 

der* eite ngo'viel t e Theil der ^gehörigen Grösse der zweiteo Gattung 

gehört; so gilt, vermöge des erwähnten Umkehrungs^esetzes, 
auch der Schluss umgekehrt von der zweiten Gattung auf die erste, 

und beide Gattungen von Grössen heissen dann zu einander 

proportional 

* » ^ J , • * i , t 

5., Aus allen diesen Beispielen erhellet, dass hier, so wie in 
ähnlichen Fällen die Beweise, ja sogar die blosse Anführung der 
umgekehrten Sätze, da diese für sich verständlich sind, überflüs- 
sig ist, wenn nur dieses Umkehrungsgesetz als dem zu Unterrich- 
tenden bereits bekannt vorausgesetzt werden darf, daher zu diesem 
Zwecke etwa in die Vorrede oder in die Vorbegriffe des betreffen- 
den Lehrbuches aufgenommen worden ist 


. t 


. III. 


• % 


Ueber indirecte Beweise und ihre Ersetzung 

durch direct e. . . 


1. Directe Beweise lassen bekanntlich die Wahrheit ihres 
Satzes als Schlusssatz aus richtigen Prämissen unmittelhar erken- 
nen ; indirecte Beweise dagegen stellen die Gültigkeit ihrer Behaup- 
tung dadurch ausser Zweifel, dass sie zeigen, das Gegentheil der- 
selben sei unmöglich , in so fern es andern anerkannten Wahrheiten 
widerstreitet Directe Beweise gewähren daher eine befriedigende 
Erkenntniss des nothwendigen Zusammenhanges der Behauptung 
mit ihren Beweisgründen, indirecte aber lassen nur den Widerstreit 
des Gegentheils der Behauptung mit den Beweisgründen erkennen. 
Denn directe Beweise zeigen , dass und warum etwas wahr sei und 
gerade so sein müsse, die indirecten aber bloss, dass und warum 
es nicht falsch sei und nicht anders sein könne. Durch den direc- 
ten Beweis werden wir daher weit inniger von der Wahrheit des 
zu beweisenden Satzes durchdrungen, als durch den indirecten 
Beweis, welcher uns bloss das Zugeständnis derselben abnöthigt 
Doch sind darum die indirecten Beweise noch nicht geradezu ver- 
werflich ; denn wo sich die vorausgesetzten Disjunctionen , von 
denen man eine behauptet, die übrigen aber widerlegt, vollständig 
übersehen lassen, wie vorzüglich in der Mathematik, passt der- 
selbe immerhin. Wünschenswerth bleibt es jedoch immer, die 
indirecten Beweise überall, wo es nur angeht, durch directe zu 
ersetzen und sie nur als unumgängliche Notnbehelfe zu gebrauchen. 
Wie jenes Ersetzen wenigstens in manchen Fällen geleistet wer- 
den kann, soll hier gewiesen werden., i . . - .• ■•• • . . 


\ 
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2. Haupthülfen der Vermeidung: indirecter Beweise sind die 
bereits in den vorangehenden zwei Abschnitten behandelten Con- 
trapositionen hypothetischer Urtheile und die Umkehrung hypothe- 
tisch -disjunctiver Urtheile ; da die daraus fliessenden unmittelbaren 
Folgerungen sonst indirect erwiesen werden müssten. 

Man wird daher überhaupt das indirect zu beweisende logische 
Urtheii vorerst contraponiren und dieses neue (contraponirende) 
Urtheil erweisen; dann folgt daraus, mittels abermaliger Contra- 
position, das zu erweisende von selbst. Soll das kategorische 
Urtheii 

.-'fll.* iS 'S ,,'lilfl ... . _ . • ..(*••• " 4|fl flM 1 ' 1 *«*• , 

bewiesen werden , so wird man vorerst das contraponirende . 

„Ein Nicht ? B kann nicht A sein“ • , 

, • • i 

begründen; dann folgt jenes unmittelbar daraus. 

Ist das hypothetische Urtheii 

. „Wenn A ist, so ist B“ « * 

zu erweisen , so zeigt man zuvorderst t 

„Wenn B nicht ist, so Ist auch A nicht.“ 

* i - * i* » i» l ’ • •• ’ ' • I • ' | I 

Sehr oft muss aber hierbei noch eine Umgestaltung des Ausdruckes 
des vorerst zu erweisenden contraponirenden Urtheils vorgenom- 
men werden. M . 

Beispiel lr Dem Satze:. . .. 

„Wenn zwei in einer Ebene befindliche Geraden von einer drit- 
ten unter gleichen Wechsel winkeln geschnitten werden (d. h. so, 
dass jede zwei Wechselwinkel gleich sind und jede zwei Gegen- 
winkel *) zusammen genommen zwei rechte Winkel ausmachen), 
so schneiden sie sich nicht, und sind also zu einander parallel;“ 

schickt Euklid folgende ZWfei Sätze voraus: t 

1 , • • 

„In jedem Dreiecke ist 

1) der äussere Winkel grosser als jeder innere i ihm gegen- 
über liegende, und. , . 

2) die Summe jeder zwei Winkel kleiner als zwei rechte. 

Beide lassen sich nun in den Satz zusammenziehen: 

• • 

„ Wehn sich zwei Geraden schneiden , so werden sie von jeder 
dritten Geraden in zwei Punkten dergestalt geschnitten, dass auf 
derjenigen Seite der Schneidenden, auf welcher ihr Durchschnitts- 
punkt Hegt, der äussere Winkel grösser als sein innerer Wech- 
selwinkei und die Summe der inneren Gegenwinkel kleiner als zwei 
rechte ist, kurz, sie werden unter ungleichen Wechselwinkeln 
geschnitten. “ 

Daraus folgt demnach der anfangs aufgestellte Satz unmittelbar 
bloss durch einfache Contraposition ohne den weitwendigen Beweis 
Euklids. 

.« i * i . i • • , • *« 

1 1 1 vi 1 • i * ■' ■ h : ..... . i • . , i . * 


t i 


(. 


' *) Vergl. Knar Anfangsgründc der reinen Geometrie. Grätz. 1829. 

S. 42. §. ICO. ‘ ; ■ a 


< \ 
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1 Beispiel 2. Eben soi folgt sein Batst : 

„Wenn an den Berührungspunkt einer Geraden mit einer Kreis- 
linie der Halbmesser gezogen wird, so muss dieser auf der berüh- 
renden Geraden senkrecht sein“ . ' 

) ;i « p t , . 1 •* 

ohne den .indirecten Beweis, den er giebt, aus dem nächst vorher- 
gehenden Lehrsätze: * ** 

Die gerade Linie , welche auf dem Halbmesser in dem End 
punkte senkrecht errichtet wird, berührt die Kreislinie; 

„jede andere Gerade aber, die durch eben diesen Punkt (also 
schiel gegen den Halbmesser) gezogen wird, schneidet die Kreis- 
linie noch in einem zweiten Punkte.“ 


, • « 

Denn hieraus folgt durch Contraposition unmittelbar: 

„Wenn eine Gerade eine Kreislinie in einem Punkte nicht 
schneidet, sondern berührt, so steht sie nicht schief auf dem Halb- 
messer dieses Punktes“ 

und dieser Satz ist dem zu erweisenden gleichgeltend. 

3. Oft kommt zu erweisen , dass unter mehreren möglichen 
Gegenständen einer Art nur ein einziger eine beschriebene Eigen- . 
Schaft besitze.,.' In, einem solchen Falle umgeht man den indirecten 
Beweis , wenn man darthut , dass , sobald man sich ausser jenem 
ausgezeichneten Gegenstände noch was immer für einen dieser Art 
denken will, er die angeführte Eigenschaft nicht, oder das Gegen- 
theil derselben besitzt. Zuweilen ist dazu erforderlich, die Defini- 
tion dieser Eigenschaft und ihres Gegentheils in dem zu erweisen- 
den, Lehrsätze zu wiederholen. 


•' Beispiel L Soll der Satz bewiesen werden: 

1 ' ' J * t 

„ Jede begrenzte Linie hat nur Einen Halbirungspunkt ", 
sd zeigt man, dass jeder andere Punkt, den man sich ausser dem 
angenommenen Halbirungspunkte denken will, die Linie in zwei 
Theiie zerschneidet, von denen einer kleiner, der andere grosser 
als die Hälfte ist , die also ungleich sind. . 

•« ' Beispiel 2. Den Satz: > • i .. 

„ Durch einen Punkt ist auf eine Gerade nur eine einzige Senk- 
rechte möglich“ 

beweist man, indem man durch diesen Punkt ausser der angenom- 
menen Senkrechten noch, eine beliebige andere gerade Linie führt 
und von ihr nachweist , - dass sie mit der gegebenen 'ungleiche 
Nebenwinkel bildet, also nicht senkrecht, sondern schief auf die- 
ser steht: . . 

* * 1 __ ' , 

4. Häufig hat man zu beweisen , dass irgend einem Gegen- 
stände, z. B. einer Linie, insbesondere einer geraden, oder einer 
Fläche, insbesondere einer ebenen, mehrere solche Eigenschaften 
zugleich zukommen, von denen jede, an und für sich allein betrach- 
tet* nur einem einzigen derartigen Gegenstände anhaften kann. 
In ?inem solchen Falle denkt man sich, nebst dem angenommenen 
mit einer derlei Eigenschaft begabten einzig möglichen Gegenstände, 
noch einen weiteren mit einer solchen Eigenschaft, von der bereits 
Bachgewiesen ist, dass mit ihr nothwendig auch jede der übrigen, 
also auch jene vorausgesetzte, verknüpft ist; und schüesst dar- 
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aus, dass jener Gegenstand mit diesem ganz identisch sein muss, 
folglich 1 ' dass '■ auch ihm alle übrigen genannten . Eigenschaften 
zukommen. •' *» * 5 * • *. 

Man habe nämlich allgemein folgende zwei Urtheile bereits 
festgestellt: ■ ‘ : * * # * ; *r. 

1) „Nur ein einziges Subject kann jedesmal eines der Merk- 
male a, b y c, d.,\. einzeln besitzen.“ 

2) ,lWenn unter gewissen Umständen ein solches Subject das 
Merkmal a besitzt, so kommen ihm auch alle übrigen Merkmale 
by c, d . ... vereint zu.“ 

Daun gilt auch das folgende Urtheil: t 

„Wenn unter denselben Umständen ein Subject S eines der 
letzteren Merkmale b, c, d..,. ohne a besitzt, so besitzt es auch 
alle übrigen, 

d. h. wenn S,b ist, so ist auch S,acd . ... 

wenn S,c ist, so ist auch Sy abd.»>. • . 

. .. . •, wenn S,d ist, so ist auch S,abc.,,. 

■ \ ; . u. s. f.“ . 

kurz die Merkmale a, 6, c, rf ... können unter diesen Umständen 
nicht von einander getrennt, sondern nur vereint bestehen; sie 
stehen und fallen mit einander.'. ' 

Es genügt hier nur den einen Satz: 

„Wenn S,b ist, so ist auch S,acd,,, (t 

i • , ' , , 

zu erweisen, da die übrigen ihm analog sind. 1 

• • * * > < * ( , », 1 / 

Man denke sich unter den hier stets bedungenen Umständen 
das einzig mögliche Subject S' , dem das Merkmal a zukommt; 
dann besitzt es auch das Merkmal 6, vermöge des zweiten als 
erwiesen vorausgesetzten Satzes. Allein dieses Merkmal b kommt 
. zufolge der Annahme dem Subjecte *S zu und kann nach dem 
ersten, als bereits für gültig anerkannten Satze, nur einem einzigen 
Subjecte eigen sein ; folglich muss das Subject S mit S' einerlei, 
ganz das nemliche Eine sein; mithin kommt diesem Subjecte S 
auch das Merkmal a und daher, gemäss dem zweiten Satze, auch 
die weiteren Merkmale c, d .... zu. 

Beispiel 1. Die Planimetrie erweist folgenden Satz: 

„Jede Gerade, die in einem Dreiecke zu einer Seite parallel 
geführt wird, zerschneidet die beiden anderen Seiten proportional“ 
(d. i. so , dass die von einer gemeinsamen Spitze aus auf ihnen 
abgeschnittenen Stücke den übrig bleibenden Stücken und den gan- 
zen Seiten selbst direct proportional sind). 

Dieser Satz umgekehrt lautet: . 

„Eine Gerade, die zwei Seiten eines Dreieckes proportional 
zerschneidet, ist zur dritten Seite parallel“ und wird gewöhnlich 
indirect, auf folgende Weise aber auch direct erwiesen. 

Jede begrenzte Linie kann von einem angewiesenen Grenz- 
punkte zum anderen hin in einem angegebenen Verhältnisse nur 
auf Eine Weise, d. i. durch einen einzigen Punkt, in zwei Theile 
getheilt werden. Man kann daher den Einschnitt der Geraden in 
die erste Seite entweder frei, oder erst durch dieses Verhältnis« 
bestimmt ansehen; dann theilt auch nur Ein Punkt die zweite 
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Seite in demselben Verhältnisse, in welchem die erste bereite 
get heilt ist. Durch zwei Punkte ist nur Eine Gerade denkbar ; 
also hier auch nur Eine Gerade, welche die zwei Seiten in gleichem 
Verhältnisse zerschneidet. Durch einen Punkt ist zu einer Gera* 
den nur Eine parallele Gerade möglich ; also durch jenen Thet- 
lungspunkt der ersten Seite auch > bloss Eine parallele Gerade zur 
dritten Seite. Diese parallele zerschneidet aber die beiden ande- 
ren Seiten in gleichem Verhältnisse. Mithin ist jene proportional 
zerschneidende Gerade mit dieser parallelen identisch , d. n. selbst 
parallel zur dritten Seite. 

Beispiel 2. ln jedem Dreiecke bat a) jeder Winkel nur 
Eine Halbirungslinie, b) aus jeder Spitze lässt sich auf die gegen- 
über stehende Seite nur Eine Senkrechte lallen, e) jede Spitze 
kann nur durch Eine Gerade mit dem Halbirungspunkte der Gegen- 
seite verbunden werden, und d) in dem Halbirungspunkte jeder 
Seite lässt sieb nur Eine Gerade auf die Seite senkrecht aufstellen. 

Nun kommt aber im gleichschenkligen Dreiecke am Scheitel 
desselben derjenigen Geraden, welche die erste Eigenschaft besitzt, 
auch jede der drei übrigen zu;' - mithin sind in diesem besonderen 
Falle die angeführten 4 Eigenschaften unzertrennlich mit einander 
verbunden ,: jede einzelne zieht die drei übrigen nach sich. Dar- 
nach ergeben sich als vollkommen begründet die bekannten 4 Sätze 
von der Halbirungslinie des Winkels am Scheitel ipi gleichschenk- 
ligen Dreiecke. 

. . : » ‘ . ' 

5. Zuweilen hilft man sich auch schon damit, dass man den 
zu erweisenden Satz nicht im voraus vollständig in Zeichen dar- 
stellt, die ihn erläuternde geometrische Figur nicht ganz auszeich- ' 
net, sondern erst im Beweise die nothigen Zeichen oder räumlichen 
Gegenstände einführt. So z. B. lässt sich der Satz: 

„die Mitte der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks liegt 
von den Spitzen desselben gleich weit ab“, 

den Euklid indirect erweist , direct erweisen, wenn man den rechten 
Winkel durch eine Richtung so zertheilt, dass diese mit jeder 
Kathete einen eben so grossen Winkel als die Hypotenuse bildet 
Denn diese Richtung schneidet in die Hypotenuse ein, an jeder 
Kathete liegen gleiche Winkel, also in den entstandenen beiden 
Dreiecken diesen Winkeln gegenüber gleiche Seiten. Mithin ist 
jener Einschnittspunkt in die Hypotenuse von allen drei Spitzen 
des Dreiecks gleich weit entfernt, und also auch die Mitte der 
Hypotenuse. 

6. Andere Wege, auf denen man in besonderen Fällen die 
indirecten Beweise umgeht, gestatten endlich nicht wohl eine all- 
gemeine Darlegung. 

1 So z. B. der Satz : 

r * ' f | »,* • * I | 

„ Wenn zwei in einer Ebene enthaltene unendliche Geraden von 
einer dritten unter gleichen Wechselwinkeln geschnitten werden, 
so schneiden sie sich nicht“, 

7 * • • ' t. . . •» < . . * • , 

wird bewiesen , indem man die zu beiden Seiten der Schneidenden 

Ö nen Paare von Richtungen, was hier möglich ist, zur Deckung 
und nun statt des hier gewöhnlichen indirecten Beweises 
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direct, wie folgt, schliefst Wenn zwei’ Paare gerader Linien 
mit einander zusammenfallend gedacht werden können, so müssen, 
wem) die Geraden des einen Paares sich schneiden, auch die des 
„ anderen Paares sich schneiden, und wenn jene von einander 
getrennt bleiben, auch diese überall aus einander bleiben. Daher 
müssen die beiden betrachteten I unbegrenzten Geraden entweder 
zu beiden Seiten der Schneidenden getrennt bleiben oder auf beiden 
Seiten Zusammentreffen. Das Letztere ist jedoch undenkbar, weil 
zwei Gerade höchstens Einen Punkt gemein haben können; mithin 
gilt das Erstere, nämlich die Geraden treffen sich nirgends. 


IV 

Ueber die Vermeidung der inductorischen 'Beweise 
„ ‘ in der Mathematik. , 


» « 


1«. Die Inductions- Beweise werden, wegen ihrer zu grossen 
Weitläufigkeit, in der Mathematik nur als Nothbehelfe verwendet, 
wo andere präcise Beweise maugeln Denn vorerst muss aus meh- 
reren einzelnen, an oder nacn einander gereihten« /Fällen das 
Gemeinsame oder allgemein Gültige abstrahirt und als in einigen 
ersten Fällen gültig nachgewiesen werden. Dann ist zu erweisen, 
dass sobald dies ; ais wahrscheinlich hiugestellte Gesetz bis zu einem 
gewissen Falle gültig ist, es auch noch bis zu dem nächst folgen- 
den Falle gelten müsse. Dadurch erst erlangt man die Ueberzeu- 
gung, dass das aufgestellte Gesetz oder der zu beweisende Satz 
allgemeine Gültigkeit besitzt; und der Inductionsbeweis heisst 
so fort vervollständigt. Nicht bloss , dass dadurch der Zug des 
Beweises sich sehr verlängert, so erfährt man durch ihn auch nur, 
wie jeder folgende Fall mit dem nächst früheren Zusammenhänge 
keineswegs aber gewinnt man eine helle Einsicht in den nothwen- 
digen Zusammenhang des zu erweisenden Satzes mit seinen Beweis- 
gründen; die Kraft des Beweises, der nennt probandi, wird 
gleichsam verdunkelt oder versteckt gehalten.' 

2. Wo daher der inductorische Beweis sich vermeiden lässt, 
da sollte man ihn immer durch einen auf sein Ziel gerade losge- 
henden directen Beweis ersetzen. 

* ' ‘ * # » i ♦ \ 

Beispiel 1. So wurde sonst der binomische Lehrsatz Inder 
Algebra für ganze absolute Exponenten inductorisch erwiesen, wie 
er selbst durch Induction entdeckt worden war. Allein wie voll- 
ständig und richtig der Beweis auch hingestellt werden mag, so 
gewährt er doch dem denkenden Geiste keine deutliche und leben- 
dige Ueberzeugung, weil man nicht den nothwendigen Zusammen- 
hang des Bildungsgesetzes der Coefiicienten der einzelnen Glieder 
mit dem Bau der Potenzen einsieht. Heut zu Tage, wo die Com- 
binationslehre auf den hinreichenden Grad ausgebildet ist, wird 
jener inductorische Beweis durch den directen combinatorischen 
als den überzeugendsten ersetzt. 

■* 1 ! ’ . . ' *,* , { J * . .. 4 * . ’ * 

<*) Vergl. De Veley dldments de gdotndtrie. 3 ddit. Gendve 1830. 
pag. 24. t num. 29. Ohm. M. ebene Raunigröiscnlehrc. * 2 Auf!. Ber- 
Uh. 1835. -irS. 111. §. 22. o- * . *. « 
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' ' 'Beispiel 2. - Eben so kann der Satz: • * • ' •> ' 

• * . f ( f j \ * • * . 

’ „Das Product mehrerer Zahlen gibt durch jede Zahl getheilt 
denselben Rest» wie das Product der Reste der Factoren nach 
dem uemiichen Theiler“ 


> ,»• 


inductorisch erwiesen werden befriedigender aber direct auf fob 
gende Weise. 

Geben die Factoren des Produktes durch den Theiler t getheilt 
die Quoti a, b, und die Reste «, ß, y,....p,so sind die 

nach einander folgenden Factoren at + a, bt+ß, .mf-f-ft, 

daher das Product selbst 

(at-fa) (bt+ß) ( ). 

Denkt man sich nun die Multiplicatjon ausgeführt und das 
Endresultat nicht reducirt, so liefert in jedes Theiiproduct dieses 
nicht reducirten Endproductes jeder der zweigliedrigen Factoren 
ein Glied, sein erstes oder sein zweites;, daher muss es .ein, und 
zwar nur ein einziges, Theiiproduct geben, welches bloss die zwei- 
ten Glieder der Factoren, also gar kein erstes Glied eines Factors, 
in sich \ vereint und daher = aßy...fi ist. Jedes der übrigen 
Theilproducte aber muss wenigstens aus Einem Factor das erste 
Glied in sich aufnehnien , folglich sowie dieses erste Glied selbst 
durch den Theiler t theilbar sein; mithin nimmt es auf den Rest 
des ganzen Productes gar keinen Einfluss , sondern bloss jenes ein 
zige Theiiproduct aßy,..,(j, f nemlich das Product det' Reste 
der einzelnen Factoren. •* ’ • •’ * . ■ ' “ , 

3. Die neuere höhere Analysis nimmt es mit der Induction 
gewöhnlich nicht sehr genau und dies nicht ganz ohne Recht 
Sehr oft ersieht man nämlich an den Gliedern einer Reihe, an 
mehreren nach einander folgenden Ausdrücken oder Gleichungen, 
welche aus einer Untersuchung nach und nach sich entwickeln, 
ein bestimmtes Bildungsgesetz so deutlich ausgesprochen , dass es 
für nutzlose WeitläufigKeit gehalten würde,, wenn man die vollkom- 
mene Gültigkeit dieses Gesetzes erst noch umständlich nachweisen 
wollte, da man doch den Gang der successiven Entwickelung 
leicht überschaut und an der Richtigkeit der ohne Mühe hinzu- 
steilenden allgemeinen Formen solcher Ausdrücke oder Gleichungen 
auch nicht den mindesten Anstand findet. Belege hiezu geben 
z. B.; die Reihenentwickfelungen der Exponentiellen , Logarithmen, 
Sinus Cosinus u. dgl. mittels der Methode der unbestimmten 
Coefficienten. . . 
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V;. 


Ueber die Umgehung der logischen Divisionen und 
. Distincti o nen in mathematischen Beweisen. 

* * » • * ♦ • k * » ♦ . * * , • * * „ * . ' » « { 

' Die logische Division fordert die vollständige Aufzählung aller 
einem höheren Begriffe untergeordneten und einander selbst beige- 
ordneten Begriffe. Von ihr w ird in der Mathematik häufig Gebrauch 
gemacht, wenn die Gültigkeit eines Theorems für alle verschiede- 
nen möglichen Fälle erwiesen werden soll. . Es lässt sich jedoch 
nicht verkennen , dass dadurch der Beweis weitläufig und mühsamer 
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zu ubersehen ausfällt. Darum bleibt es vortheilhaft, dergleichen 
Eintheilungen und Unterscheidungen überall, wo es ohne Beeint- 
rächtigung der Strenge und Allgemeinheit des Beweises geschehen 
kann , bei Seite zu lassen. Wie dies in einzelnen Fällen zu leisten 
sei, soll hier gezeigt werden. 

i * * 

Beispiel 1. Ein in der Mathematik, besonders in der Geo- 
metrie, oft vorkommender Fall ist der, wo die Gleichheit zweier 
Grössen A und B indirect‘zu erweisen ist Hier schliesst man 

S ewöhnlich also: „Könnte A nicht = B sein, so müsste entwe- 
er ^>2? oder A<*B sein.“ Und dann zeigt man, dass weder 
jenes noch dieses bestehen kann. Allein , immer lässt sich der 
Nachsatz hier so wenden: „ Wären die Grössen A und B ungleich, 
so müsste eine aus ihnen die grössere sein; sei diese die A, näm- 
lich A> B.“ Hat man dann nur dieses Eine, dass die zwei Grös- 
sen nicht ungleich sein können, erwiesen, so müssen sie noth- 
wendig einander gleich sein. 

Beispiel 2. Der planimetrische Satz: 

„ Parallelogramme von gleichen Grundlinien und Höhen 
sind gleich“ 

wird von Euklid erwiesen , indem er die Parallelogramme auf einer- 
lei Grundlinie zwischen dieselben zwei parallelen Geraden stellt 
und dabei die hier möglichen drei Fälle unterscheidet, je nachdem 
ein Grenzpunkt der zur Grundlinie parallelen Seite entweder 
zwischen die Grenzpunkte oder auf einen Grenzpunkt oder end- 
lich ausserhalb beider Grenzpunkte der analogen Seite im andern 
Parallelogramm zu liegen kommt. Man bedarf jedoch dieser Unter- 
scheidung gar nicht, wenn man die Parallelogramme nicht als 
Summen, sondern als Unterschiede congruenter Trapeze und Drei- 
ecke darstellt *), indem man bloss die beiden .Dreiecke, deren Con- 
gruenz man jedesmal erweisen muss, von dem entstandenen ganzen 
Trapeze abzieht, wornach theils das eine, theils das andere 
Parallelogramm übrig bleibt. Aehnlich verfahrt man auch, wenn 
man erweisen will, dass Parallelepipede von gleichen Grundebenen 
und Höhen gleich sind **)* t , . | 




» » v * 


* '■ : i 

*) Vergl. Lesl ie T. Geometrical Analysis, Vcga \or!e*. über Mathe- 
matik. 7 Aufl., herausgegeben von Mutzka. Wien 1835. 

**) Vcrgl. Xr. IV. meine* Aufsatzes im Archiv. Tid. 4, ' Heft 4. S. 362. 
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XLV. 


Goniometrisclie Anfliisnn^ dreier Glei- 
chungen von .der Form oaj + by + cz 
= i, «i<r+Gijf+c 1 «=i 1 ,ap 2 +if 2 +* 2 =l* 


Von 

dem Herausgeber. 




. ... . .« 


Wegen der dritten der drei aufzulösenden Gleichungen ist man 
berechtigt 4 ‘ * 

! a: = cos (pcosty, 

y — sincpcosip, :• 

z=sint^ 

zu setzen, und hat dann bloss die beiden folgenden Gleichungen 
aufzulösen ’V* . 1, , , 

! a cos qp cos ip -f-b sin <p cos ip -j- c sin ■ 

a x cos < p cos 7p -f- b x sin <p cos -f c x sin i// ==i x . 

Bringt man diese Gleichungen auf die Form 

~ t * . * • ■ .* * . • . i * . * ■ * . r 

(a cos qj + b sing?) cos i/; + c sin •* . • 


3 ) 


(a x cos (p + sin cp) cos -f- c x sin i p = i x ; 


tr 

-* ! 


und bestimmt aus denselben sini// und costJj durch gewöhnliche 
algebraische Elimination, so erhält man: 


4 ) 


. (ai l — ia x ) cos cp -f- (6» t — ib t ) sin cp 

l s,n ^ (ac 1 — ca,) cos cp -f-(6c, — cbi) sin cp 9 


’costy 


. - ir | ci\ — ic, 


(aci — ca,) cos cp ( 6c i — cb x ) sin cp * 

Weil nun sin i{/ 2 -f cos i/; 2 = 1 ist, so ist, wie man leicht findet: 
5) {(«<?! — c«i) a — (aii cos<p a 

-f |(&c, — cb x y — (bi x -i*6,) 2 } sin cp 2 
, —2{(aii—iai)(bii-‘ibx) — (aci—ca 1 ) (bc x — cb x )\sincpcoscp 

= (cii — tci)* , 

: .■ 
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aus welcher Gleichung 9 bestimmt werden muss. Setzt man aber 
in derselben 


/ . 


. * 


cos 9* = i (1 + cos 2 9) , sin9* = i(l -^ cos 29), sin 9 cos 9= £sin29; 
so erhält sie folgende Gestalt: • v‘ ; . ' 

6) 2 {(at, — ia x ) {bi x — ib x ) — (ac x — ca x ){bc x — c6i)j sin 2 9 •.*; 

— \ (aci — ca,) a — ( bei — cb x ) a — ( aii *-1 ia (bi x ~ib x y j cos29 

— (ac x — ca x )* -|-(6c, — ■ cfr x ) 9 — (ai x ~ia x y — (bi x — ib .)*. 

* « • * »• 1 \* 7 « # 0 , ‘ , T * . „• j ♦ 

h * • * -^2(ct*xr-ic‘i) 4 . . » „ • / 

Berechnet man jetzt den .Hiüfswinkel 0 mittelst der Formel: 

• J * x .1 * . i . - 1 „• ■< . 

. , 7 ) tang ö = .. . 

{ac x ~ca x y — (bc x — c6Q a — (ai x — ia x )* + (6i x — ib x y 
2{(aii — ia x ) {bi x —ib x ) — {ac x ~~ cd x )(bc x — c6 x )} 

\ 

so erhält man nach einigen leichten Reductionen zur Berechnung 
von 9 den folgenden Ausdruck: - 

8) sin (29—0) = . * 

(ac x — ca x y- {-(bc x — cb x y—(ai x — tg 1 ) a -r-(6i 1 — ib x y — Z(ci x — ictf 
2{(ai, — ia x ) {bi x — -ib x )-~(ac x — ca x )(bc x — cb x ) } 

i 

Nach einer sehr bekannten arithmetischen Transformation erge- 
hen sich aber hieraus zur Berechnung von 9 die, folgenden Aus- 
drücke. Man berechne zuerst die Hülfsgrüssen C mittelst 

der Formeln: , 

* f 

* t 

{ q(ci i x ) — «i (c-f j)}|g(c,— i,) — a x (c— i)} 

“2 { ( ai x — ia x ) ( bi x — ib x ) — {ac x — ca x ) ( bc x — cb x ) } ? 

Q v j I6( ci-Hi)'— Mg + Ql \b(c x — ii)— b x (c — i ) ) 

' j 2((ati — u»i)(6ti — ib x ) — ( ac x — ca x )(bc x — ’ 


cos 0. 


C==7-r 


(ci, — ic x y 


(ai x — ia x )(bi x — ib x ) — ( ac x -~ca x ) (bc x — cb x ) 
dann hat man zur Berechnung von 0 und 9 die folgenden Ausdrucke: 

\ " " 1 ‘ A * ~* T;) l ‘* r ' « ' ' 

im tang &=A — B, 

\ j sin (29 — 0) = (^4-fÄ— r G)cos0. . ;i 

Die Grosse 9 findet man, nachdem man 9 gefunden bat, mit- 
telst der Formeln 4), oder besser mittelst der aus denselben flies- 
sernlen Gleichung: 

,, v . ai x — i«t bi, — ib x , 

11) tang i>*=-r- c i~'_SfiT cos?.- sing). 


Setzt man 


) ~ 


,12) tang 0.= -^^ 


* \ •** 
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so ist . . % i . • * . • ‘ . ' • . 

13) tang^=-fc^ . coa( *- a l - 

' 8T , Ch-r-lCx COS (0~ x l ' • 

* * • »I 

Die Möglichkeit der Auflösung hängt, wie sogleich aus den 
Gleichungen 10) geschlossen wird, davon ab, dass der absolute 
Werth der Grösse v ’ * 1 

(A + B— C)cosG * 

v . . % * \ 

nicht grösser als die Einheit ist, eine Bedingung, die wir daher 
von jetzt an im Folgenden als erfüllt voraussetzen wollen. 

Bezeichnen wir nun durch u den, absolut genommen, klein- 
sten Werth, welchen 2g? — G der zweiten der Gleichungen 10) zu- 
folge haben kann, so ist bekanntlich, wenn k eine beliebige posi- 
tive oder negative ganze Zahl bezeichnet, entweder 

. » * , * % * 

2g? — @ = 2kn 

oder , . \ ; •• 

2g> — G=(2Ä + l)w — u ; 

und folglich entweder 

2g? = w-f 0-f-2Ä:7r 


oder 


also entweder 


oder 


, \ 


2cp=(‘2/c+l)n-(u—e); 


•*l « 5 

> v % 


* t 


g? == \ (u -f 0) + kn 


' : *»i 


g> — — u- 1- 0) + kn. 


,“.)A 


f 


Daher ist entweder *• v ' 

« 

• • 

sing> = ( — l)*sin 0), cosg> = ( — 1)*cos £ («-f 0) 


oder 

• •. • . * * 1: 

sing>=( — 1)* sin£(?r — ti+0), cosg>=( — 1 )*cos1(tt~ w-f- G). 

Folglich ist nach 4) entweder < 

• f (aii — ich) cos l (u-j- G) + — ib\) sin £ (i/-f 0) - 

. sin ip — — cai) cos^ (u + 0 ) + (6c , — cö , ) sin > (u + G) 9 

• • 1 4 

. , . Ch — IC 1 • 

cos ip (— ) __ cai ^ cog i ^ ty Ct — c b x ) s i„ ^ (u _f. &) ' 

/ t 

oder 

♦ i * S 

t (aii — ta,) c os j (n—u+Q)-\- ( 6i t — 16,) sin \ u -f- o) 

smip— ( aCl _ c<Ji ) CO s4(ts— M- f @)-f (ßcj — c6i) sin £ {n — u-\-&Y 
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cosy— ( ) ( aCi — CflOeosifTT — m+@)+(6c x — c6i)sin£0r— tj-f-9)* 


Also ist entweder 


» * i* % 


X= COS qp COS 7p . 

(Cli — l*C|) COS \ (u -f 9) 


” (aci — cai ) cos 3 (ti + ^) + (toi — £&) sin 2 (« + &)’ 

»uin A tu: » >■ >f^ = sin 9 CO 89 » / >f\Wr 

blf.S ‘jsurc) , . ul • v/ . .'<bcr»yi;n 

.. (ct,— tc,)smH«;t-^ 

(aei — ca i) cos 3(11+ 9)+(bcn 


,) sini(a + e)’ 


2==sin9 

(aii — ifli) cos \ (u -f 0) + (fa*i — i6i) sin | (m -f 9) 
~ (aci — cai) cos4(M+ö)-f-(6cj — c6 x ) sini(M-f-ö) 


oder 


x = cos 9 cos 9 

(cii — icj) cos £ (?c — u -f Q) , 

(aci — cai) cos j(7r — u+9)-{-(bc x — cb x ) sin£(7C — n-f-0) 5 

N 

y — sin 9 cos 9 

(ci x — fei) sin \ {it — 

(ac t — ca x ) cos 3 (n — u + 0 ) +(6c x — cbi) sin £ (n — u + 0 )’ 


, 2 = sin 9 

_ (gti — iaQcoslfo — ti-f 0 )-K&i i— -i6i)sinj(^ — u+9) 

~ (aci — eai) cos £ (n — u -f G) -f(6ci — cb x ) sin £ (tc — u -f 9)' 

\ 

Aus dieser Betrachtung geht, weil überhaupt 

(eij — »Ci) cos 9 

x— cos 9 cos 9 — cai) cos 9 + (6c 1 — e6i)sin(p ’ 

. (cii — t'ci) sin 9 

^ 810 ^ 808 ^ (aei — cai) cos cp -f- {bc x — cb x ) sin cp 9 

(ai i — iaQ c os9-f-(6i x — iAQsiny 

2 smip j <JCj — coj) cos 9+ (6ci^-ci^i) sin 9 

ist, unzweideutig hervor, dass man zur Erreichung völliger Allge 
meinbeit bloss 




14) 9 = 


£(«+©) 

£(tc — u + 9) 


zu setzen braucht. 

Wenn man 9 mittelst der Formel 13 ) berechnet, und den, abso* 
lut genommen, kleinsten Werth von -9 durch v bezeichnet, so ist, 
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indem k wieder eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
bezeichnet , . 

15) tp=v-j- kn y 

und folglich 

sin xp = (— - 1)* sin v , co8xp = ( — I)*cosr, 

. . ; ♦ ** • * \ 

* 

woraus man siebt, dass die, geraden und ungeraden Werthen von 
k entsprechenden Werthe von sin jp und von cos ip immer ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. Ob man nun für k eine gerade 
oder ungerade,, übrigens an sich willkührliche, ganze Zahl setzen 
muss, ist nach den Vorzeichen zu beurtheilen, welche sin ip und 
cos xp in Folge der Formeln 4) haben müssen. ■ 

» • 1 ' 
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XliVI. 


! Heber die Genauigkeit der 
Ketten - Messungen. 

V. *» l J ■ <* 1 ' • : 

(Dritter Nachtrag zur Ausgleichungsrechming *). 

• • « i t . • 


. Von dem 

Herrn Professor Dr. : Gerling zu Marburg. 


« *' > • • , 

* • * * • : : . • • . 

In meiner Ausgleichungs-Rechnung (S. 44) habe ich 
darauf aufmerksam gemacht, äass wir noch im Dunkeln darüber 
seien, wie deT mittlere Fehler der Kettenmessungen mit der 
Länge der gebrauchten .Kette und der Länge der gemessenen 
Linie Zusammenhänge; und dass also hier verdienstliche Unter- 
suchungen noch anzustellen blieben. 

Diesem Geschäft hat sich Herr W. Handschuh aus Fulda 
nun unterzogen, welcher, nachdem er bereits längere Zeit als 
Kataster -Gleometer gearbeitet, jetzt hier studirt. Derselbe über- 
brachte mir nämlich bei seiner Herkunft eine Reihe von 200 Mes- 
sungen, welche er, veranlasst durch jene Bemerkung, im vorigen 
Herbst im Fuldaischen angestellt hatte, und deren Ergebnis? ich 
den Praktikern im Folgenden mittheile. 

Hr. Handschuh natte in einem nach dem Au^enmaass ebenen 
Wiesen-Thal mit ziemlich festem Untergrund fünf Linien abgesteckt, 
von 20,3; 49,5; 65,0; 79,9 und 100,0 Ruthen, 
und jede derselben zehnmal mit der fünfmaligen, mit der dreiruthigen 
und der zw eiruthigen Kette gemessen , indem er bei jeder einzelnen 
Messung die letzten Ueberschüsse an einem Zollstab ablas, und 
nach je zehn Messungen seine Kette an einer Normal-Ruthe revi- 
ihte, sie auch, wenn sich Abänderungen zeigten, sammt den 
Messungen berichtigte. 

Zu aiesen 150 Slessungen hatte er nun aber noch weitere 50 
’iinzugefügt, zu dem Zweck eines entscheidenden Versuchs über 
las Verhältniss der Genauigkeit in den Ketten-Messungen und den 
Uaass-Stab-Messungen. Jede der obigen Linien wurde nämlich auch 

*) Die beiden ersten siche Thcil VI. Heft 2. S. 141. 

- » , * i . ' * « 
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zehnmal mit zwei Kuthen-Stäben durchgemessen, so dass der eine 
auf dem horizontalen ßoden angedruckt gehalten und der andere 
dann vorsichtig daran gestossen wurde. 

Ich lasse nun zuerst die Original - Beobachtungen hier folgen: 


Original - Beobachtungen. 



Erste 

Linie. 

Zweite 

Linie. 

Dritte 

\ 

Linie. 

Vierte 

Linie. 

Fünfte 

Linie. 


20,324 

49,506 

64,934 

79,910 

100,000 


20,322 

49,517 

64,985 

79,880 

99,991 


20,353 

49,500 

64,956 

79,912 

100,030 


■« 20,327 

49,512 

65,000 

79,891 

100,000 

Fünfruthige 

20,330 

49,468 

65,034 

79,895 

100,030 

Kette. 

20,330 

49,460 

65,000 

79,850 

100,050 

« 

20,342 

49,450 

' 64,970. 

79,844 

100,010 

V 

20,331 

49,477 

64,955 

79, a 50 

100, 020 


20,346 

49,450 

64,925 

79,885 

100,030 

• 

20,334 

49,440 • 

, 64,930 

79,851 

100,000 


20,360 

49,467 

64,900 

79,860 

100,065 


20,340 

49,490 

64,920 

79,850 

100,115 


20,340 

49,480 

64,900 

79,860 

100,050 


20,340 

49,510 

64,910 

79,873 

100,025 

Ureiruthige 

20,345 

49,490 

64,960 

79,860 

99,965 

Kette. 

. 20,315 

49,500 

64,900 

79,850 

100,065 


20,330 

49,530 

64,890 

79,875 

100,070 


20,320 

49,535 

64,920 

79,860 

100,120 


20,335 

49,550 

64,960 

79,855 

100,037 

- 

20,320 

49,490 

64,960 

79,850 

99,960 

• 

20,355 

49,490 

64,880 

79,885 

100,000 


20,330 

49,470 

64,920* 

79,885 

100,001 


20,320 

49,440 ' 

64,860 

79,900 

100,004 

* 

20,350 

49,445 

64,875 

79,875 

99,996 

Zweiruthige 

20,320 

49,460 

64,880 

79,915 

100,020 

Kette. 

20,330 

49,453 

64,870 

79,880 

99,990 


20,340 

49,435 

64,910 

79,862 

100.005 

< 

20,335 

49,443 

64,905 

79,856 

99,995 

9 

20,330 

49,465 

64,890 

79,850 

. 99,991 

« . 

20,330 

49,485 

• 64,880 

79,865 

100,000 

* 9 » • * 

20,360 

49,544 

65,000 

80,000 

100,180 


20,360 . 

49,540 

64,996 , 

80,012 

100.180 


20,360 

49,541 

64,990 

80,013 

100,180 

' , f * 

i 20,355 

49,543 

64,989 

80,012 

100,160 

Maass-Stabe 

20,357 

49,542 

64,996 

80,006 

*00,176 


20,353 

49,543 

64,990 

80,003 

100,160 

• 

20,356 

49,542 

64,991 

80,006 

100,163 


20,355 

49,549 

65,000 

80,003 

100,17» 


20,356 

49,543 

64,993 

80,004 

100,16» 

1 

20,360 

49,543 

64,987 

80,006 

100,165 
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■ Wir haben nun diese Messungen gemeinschaftlich in Rech* 
nung genommen auf folgende Weise. 

Zuerst nahmen wir die arithmetischen Mittel aus je zehn Mes- 
sungen und fanden: , .... 

fiinfruthige Kette 20,3339 49,4790 64,9689 79,8768 100,0161 . 

dreirathige „ 20,3345 49,5042 64,9220 79,8693 (100,0472) ' 

zweiruthige „ . 20,3340 49,4586 64,8870 79,8743 100,0002 • 

Maass- Stäbe 20,3572 49,5430 64,9932 80,0065 100,1694. 

» % I * • * * * 

Hiezu ist zweierlei zu bemerken, ä) Die Messungen der fünften 
Linie mit der dreiruthigen Kette wurden „nach dem Erfolg ausge T 
schlossen weil sich f für die Abweichung der protocollarische 
Grund fand, dass ein eingetretenes Regenwetter den Boden er- 
weichte und die Genauigkeit beeinträchtigte. Oben ist deshalb das 
betreffende Mittel in Parenthesen eingeschlossen, b ) Die Mittel aus 
den Maass-Stab-Messungen zeigen sich sämmtlich etwas grösser als 
die aus den Ketten - Messungen. Diese Erscheinung endärt sich 
wahrscheinlich aus dem kleinen Unterschied der hier gebrauchten 
Maass-Stäbe von dem Normal-Stab, worauf die Ketten regulirt waren* 
oder auch daraus, dass die Ketten bei der Regulirung nicht gang 
dieselbe Spannung hatten , welche die Kettenzieher ihnen nachher 
im Felde gewohnheitsmässig gaben. Sie ist aber für den Zweck 
der Verbleichung der Genauigkeit offenbar ganz unschädlich, indem 
es hiebei nicht auf das absolute Maass ankommt. 

' »i # . . ... 

Die gewonnenen Mittel benutzten wir nun zur Berechnung des 
mittleren Fehlers (m nach §. 16. und §. 20.) für die einzelne Messung 
io der einzelnen Linie , und fanden : 

fünfnithige Kette 0,0100 0,0286 0,0357 0,0260 0,0188 
dreiruthige ,, 0,0136 0,0265 0,0276 0,0083 

zweiruthige „ 0,0115 0,0189 0,0190 0,0211 0,0085 

Maass-Stäbe 0,0026 0,0024 0,0046 0,0044 0,0088. 

Hieraus scheinen nun drei T hat Sachen hervorzugehen, die 
wir, bis weitere Beobachtungen darüber etwa anders bestimmen, 
für entschieden halten müssen. Nämlich: • ‘ 

1) Es ist irrig, wenn man glaubt, der mittlere Fehler, sei un- 

, abhängig von der Länge der Kette. Im Gegentheil zeigt 

sich hier, dass die Genauigkeit im Allgemeinen abnimmt, 
wenn man mit einer längern Kette misst 

2) Es ist irrig, wenn man den mittleren Fehler der Länge der 

gemessenen Linie proportional setzt. Im Gegentheil zeigt 
sich hier, dass er m längeren Linien geringer sein kann als 
in kürzeren. , -• , •• *. . 

3) Es ist auch irrig, wenn man glaubt, die Ketten-Messung sei 
im Allgemeinen der Maass-Stab -Messung beim Auflegen auf 
den Boden vorzuziehen. Im Gegentheil zeigt sich, dass ein 
in beiderlei Messungen gleich geübter Geometer mit dem 
Maass-Stab auch be'i unmittelbarem Auflegen auf den Boden 
bedeutend genauer misst als mit der Kette. 

Um die Verschiedenheiten der obigen mittleren .Fehler besser 
zu übersehen verzeichneten wir nun 4 Curven, bei welchen die 
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gemessenen Längen der Linien als Abscissen, jene m als Ordina- 
ten aufgetragen waren. Hiebei zeigt sich für die Maass-Stab- 
Messungen ein langsames , beinahe stetiges Ansteigen ; so dass 
man in erster Annäherung wohl den mittleren Fehler der gemesse- 
nen Länge proportional setzen darf. Dagegen findet sich bei den 
Kette o-Messungen ein ziemlich gleichförmiges Ansteigen nur 
bis zu 65 Ruthen gemessener Länge: von da an fällt die Curve 
für die dreiruthige Kette rasch , die für die fünfruthige Kette lang- 
sam, die für die zweiruthme Kette aber steigt noch ein wenig, um 
nachher auch namhaft zu fallen. Demnach sollte es beinahe schei- 
nen, als sei der mittlere Fehler von der gemessenen Länge perio- 
disch abhängig. Offenbar sind aber der Beobachtungen viel zu 
wenig, als dass man berechtigt wäre, ein so auffallendes Resul- 
tat dadurch schon für entschieden zu halten, wenn eieich anderer- 
seits es auch nicht geradezu für absurd erklärt werden darf. 

Von dem Anschliessen einer Formel an diese Curven mussten 
wir abstehen, indem sie dazu weder ausgedehnt noch regelmässig 
genug schienen. Doch wurden uns zwei Ümstände bei dieser Gele- 
genheit klar ,* welche , wenn sie früher schon zur Sprache hätten 
kommen können,* Herrn Handschuh veranlasst haben würden, die 
Messungen etwas anders einzurichten, und deshalb für den mög- 
lichen Fall einer Wiederholung 'dieser Arbeit hier angeführt zu 
werden verdienen. Nämlich ' 

* a) Es würde gewiss bequemer für die Bearbeitung und vielleicht 
auch sicherer für das Resultat gewesen sein,/ wenn die Längen 
der gemessenen Linien näher in arithmetischer Progression gestan- 
’ den hätten, ich würde also, wenn die Arbeit jetzt erst zu machen 
wäre, vorschlagen, für die fünfruthige und die zweiruthige Kette 
die Linien, statt der obigen Längen, möglichst genau zu 

20; 40; 60; 80 und 100 Ruthen 

zu nehmen, für die dreiruthige Kette aber zu 

21; 39; 60; 81 und 99 Ruthen. 

1 . * f > 

b) Bei den Ketten-Messungen haben wir es eigentlich wenig- 
stens mit zwei verschiedenen Fehlern zu thun, welche einzeln zu 
untersuchen bleiben, dem der vollen Kettenlänge, welcher sich so 
oft wiederholt als die Kette ausgelegt w ird , und dem des Ueber- 
schusses über die letzte Auslegung. Bezeichnet man nun ersteren 
Fehler mit mt, letzteren mit wi u , die Anzahl der vollen Auslegun- 
gen mit er, den mittleren Fehler der gemessenen Längen mit mi ; 

so gilt bekanntlich (siehe S. 71, 82 und 90) die Formel 

.« •* . * « 

- 1 . I. •. . mi=V amtmt-f m u mu- .. 

Demnach war es nicht dem Zwecke vollständig entsprechend, 
dass in den verschiedenen Linien die Ueberschüsse verschieden 
waren. Hr. Handschuh würde gewiss aus diesem Grunde, wenn 
er die Arbeit jetzt erst zu machen hätte, lieber - solche Linien 
wählen, die entweder bis auf einen kleinen, mit dem Zollstock zu 
messenden Unterschied, runde Summen von Kettenlängen darstell- 
ten oder die doch alle einerlei Ueberschuss hätten. 

So wie die Sache jetzt aber lag, probirten wir erst, ob sich 
die Hypothese rechtfertigen lasse, , dass das mm bei diesen Beob- 
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achtungen als constante Grosse betrachtet werden dürfe, indem 
wir die drei betreffenden mt und das m« aus den sämmtlichen obi- 

S ‘D mi mittelst der vorstehenden Formel nach der Methode der 
einsten Quadrate suchten. Dies führte aber zu dem Wider- 
spruch, dass murrt* negativ ausfiel. 

Wir begnügten uns also damit, das rriu =0 zu setzen, und dann 
die mt einzeln su suchen. Dies gab uns * 

für die fünfrutblge Kette mt=+ 0,006830 
,, ,, dreiruthige „ ,, ±0,004644 

, ,, ,, zweiruthige ,, „ +0,002726. 

k ^ 4 * i 4 ** ;. , 4 | < / • . « » ^ t ^ 

Mit diesen Werthen berechneten wir nun rückwärts die mi und 
efhfoiten 4tätt der obigen unmittelbar aus den arithmetischen Mit- 
teln abgeleiteten ? 

für die fünfruthige Kette 0,0137 0,0205 0,(1246 0,0265 0,0305 

„ „ dreiruthige „ 0,0114 0,0186 0,0213 0,0237 

„ „ zweiruthige. „ 0,0086 0,0134 0,0154 0,0170 0,0193. 

1 • * % 

■ Die Abweichung zeigt sich hier aber ungefähr noch eben so 
gross, als wehn man aus den obigen m für jede Kette, ohne Rück- 
sicht auf die Verschiedenheit der gemessenen Längen, wieder das 
arithmetische Mittel genommen hätte. Man wird also ausser den 
drei oben angeführten Thatsachen nur noch als genähertes 
Resultat angeben können: ; 

dass die mittleren Fehler der drei Ketten-Längen sich wie 
7*6:3 zü verhalten scheinen. ' .• 

, .Bei Messung einer und derselben Linie verhält sich, nun die 
Anzahl der Auslegungen wie 1 Durch Multiplication mit den 
Quadratwurzeln 'dieser Zahlen fände man also das Verhältnis« der 
mittleren Fehler der Messungen nahe wie 31 : 29:21 oder wie 8:7:5, 

Es mag sein, das« die Resultate noch sehr verschieden aus* 
fielen, wenn die Arbeit mit Benutzung dieser ersten, durch Herrn 
Handschuhs Verdienst gewonnenen Erfahrung wiederholt würde, 
jedenfalls glaubte ich diese selbst aber den Praktikern vorerst 
mittheilen zu müssen. \ , , 

* **•%».»« •'*. . i» {.* . •• 
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Disquisitiones de congruentüs 
Omnium graduum et residuis ordinls 

cujuscunque. 

■ • • * 

■ ’ ’ > . »• . f < 

• * < * 

Auctore Friderico Arndt, 

' * • * 1 4 • ' * ' * 

Praeceptore Gymnasii SundensU. # 


» * * • » t 

. M > ‘ i . * 

1. 


’ ' / *4 


. *«♦> 


*« t 


» 4 * f 

ln commentatione ea, quae inscribitur: De Potestatum perio- 
dis etc. (Archiv der Mathematik und Physik. Tora II. p. 1.) ar- 
gumentatus sum , congruentiam gradus x* = 1 secunaum modu- 
lum , qui est numeri primi iraparis potestas alicpia vel ejus duplum, 
tot adraittere radices diversas , quot unitates sint divisori communi 
raaximo numerorum t et p n ~ 1 (p^l). 

Nunc quidem restat, ut disquisitionem hanc ad modulos exten- 
dam, qui sunt numeri 2 potestates. Primunj igitur quaestlo sese 
offert, quot radices sint congruentiae x* ~ 1 (mod. 2"), ubi expo- 
nentem n numero 2 majorem accipere proderit. * 

Perspicuura est, radicem numerum imparem esse oportere, quem 
forma exniberi licet ita ut sit m uni täte major atque h 

numerus impar. Congruentia autem, quam nobis proposuimus, 
resolvi possit necne, ex forma pendebit, quam potestas t ta radicis 
induat. Quam ut reperiamus , sit primum t impar eritque ex theo- 
remate binomiali * 

(2» h ± 1) * =2*» h* ± t \ . 2 1*- 1 )“ h ‘- 1 + 1 9 . 2 (•-•)» h + ©tc. 

■f 

unde manat 

(2*A±l) c =2«Ä(2(«- l )*»Ä*- 1 ±< 1 .2(^*)«Ä<-*+etc.+0J:l, 

denotantibus t 19 t % , t a , etc. coeflicientes binomiales, quos integros 
esse constat. Quum autem numerus uncis conclusus sit impar, 
potestas (2 m Ail) c formae erit 2 m h!±\ > denotante h 1 numerum 
imparem. 


• 4» 
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Sit deinde t numerus par vel fonna© 2 f , ubi f impar, quo- 

facto erit ( 2** h i I)* = { (2”* h 4: 1 y } ** ; atqui (2 m h i l)f estj for- 
raae 2 01 A'dbl, ubi A ' impar, ergo restat disquiramus formam potes- 

tatis (2°* h! ±1)**. Jam vero quadratum radicis formam induit 
A' + l vel hanc 2" + 1 A' (2”— ! 1 A' + 1) +1, «bi 
2*“ 1 A';£l est impar, quoniam m — 1>0, ergo forma quadrati haec 
erit 2 ro + 1 h" J- 1 denotante A" numerum imparem. Simili modo qua- 
dratum bujusce numeri i. e. potestas 4 ta numeri 2 erit for- 
mae 2 m + a A'" -fl, quadratum hujusce i, e. potestas 8 va numeri 
propositi 2"^' i 1 ent formae 2 m J s A /fr +l etc., ita ut sint A"', 
k etc. numeri impares. 

eiX' 

Ex quo sequitur, potestatem (2 ro A4 ; l) < , si t sit par = 2 f, 
formam induere 2 m + * A-f 1, denotante h numerum aliquem imparem. 

♦ ’ 


Quodsi in congruentia 

x* = 1 (mod. 2“) 

t est numerus impar, si radicem x statuas formae 2* 4 + 1, erit 
(1.) 2°*A / ^ : 1 = 1, ergo, si superius signum accipias, 2'”A , = 0, si 
vero inferius, 2 W *A / — 2=0. 


Nunc licet radicem modulo minorem accipere vel 2flAiL<2 B ; 
si igitur radix est formae priori* 2*"A-fl, semper (lebet esse 
m<n; si vero radix formae posterioris 2”*A — 1, id certe contendi 
potest, numerum m exp on entern n non superare, tumque modo ei 
aequalem esse posse, quando A = l. 

Supponamus primum, numerum A non evanescere, quo facto 
pro signo süperiore congruentia 2 m A , =0 (mod. 2") locum habere 
nequit, quia m<w atque etiam A' non evanescit. 


Deinde si A evanescit, radix erit 1 manifestoque congruentiae 
propositae satisfacit. Quod denique attinet ad signum inferius, non 
potest esse.. 2”» 4'— 2 = 0 (mod. 2"); haberetur enim 2 m ~“ 1 A / — 1 
=0 (mod.2* 1 — 2 ), q. e. a. quoniam m — 1>0 ideoque 2 m ~ 1 h ! — -1 
numerus impar. 

x bis omnibus potest, congruentiam unam solum- 
raoäo radicem, nempe 1, admittere, quan do expo n ens 
t sit impar. ' . 1 v , * -• •* , * . * 

S» vero fest numerus par = 2 ^ f, ubi / impar, sequitur ex 
§§. 22. 10. Commentationis jam commemoratae, exponentem, ad 
quem numerus impar pertineat secundum modulum 2", numeros i 
et 2»—*, ergo etiam horum divisorem communem maximum metiri, 

quo designato per 2» omnes numeri modulo minores ad eumque 

* * Jf • 

Primi inter expo n ent es 1, 2, 2*, 2% . .i. 2 , ad quos pertineant, dis- 
tributos fore. " .*• • . f * - * . • 


Ad exponentem 1 autem unus modo numerus pertinet nempe 1, 
ad exponentem 2 tres numeri ,qui sunt St»- 1 — 1, 2*»^*-f 1, 2”— 1, 


382 


ad exponentem 2* pertinent 2* numeri, et in genere ad eiponentem 

2 pertinent totidem numeri, si modo 1. Hinc muititudo oranium 
radicum congruentiae x *~. ! (mod. 2 n ) aequiparabit sanunam 


> i i ■ i 

<* ( 


1 +3+2* +2> + 1 . ..+2 9 , ' ' 


• f* » 1 


* AA.1 ' i ' ’ 

quae valorem obtinet 2 * y quam ob rem n 

» ■ ’ 

'(Congruentia £2* I (mod. 2 n ), si exponens est par, 
tot radices habet, quot unitates duplum divisor is com- 
munis maximi numerorum t et 2**“** * t \ . . 

, *» j* -l v**'. 

Casus denique, in quo mudulus est 2 vel 4,' breviter jam per- 
. stringendus est. 1 

. » . I . ' I • ? « ' 1 i 

Congruentia manifesto 1 (mod. 2) unam modo radicem ad- 
mittit, nempe 1‘, net minus haec #* = 1 (mod. 4) quando t impar, 
quando vero par, du^ nempe 1 et 3. 

Exempl. 1. Sunt 4 radices congruentiae x* = 1 (mod. 2 5 =32) 
nempe 1, 15, 17, 31, quarum 1 ad exp. 1 pertinet, tres reiiqui ad 2. 

Exempl. 2. Congruentia :r ia = l (mod. 2 4 =16) admittit 8 ra- 
dices, quae sunt 1, 3, 5, 7, 11, 13, 9, 15, quarumque 1 pertinet 
ad exponentem 1; 7, 9, 15 ad 2 atque 3, 5, 11, 13 ad 4. 


♦ , i , i 


3. 


• .. !ti. 

i i 


* l* 


* ' * 


Quando congruentia x i = A (mod. m), denotante A numenun 
ad moduium J)rimum , resolubilis est , semper totidem admittet Tadi- 
ces , quot radices simpücior haec x* = 1 (mod. m ). Hujus eterrim 
radices sint ’ • lf • . ' 

1 . • ’ •• • * 

eo,, fi> 2 , co 3 , (Oi, co i etc. 

atque co radix quaelibet congruentiae prioris, tum dico primum 
producta ; “ .. 

... . «W», COÖ,, COWj, etc. •. 

vel eorum residua minima radices fore congruentiae x* = A.. 

v t , * , 

Nam quum sit co 1 = A, atque ex. gr. (0^=1, erit (wa>i)*=4, 
i. e. coco x , radix sicque deinceps. 

Deinde sunt omnia illa producta incongrua vel eorum residaa 
minima inaequalia; nam si naberetur in genere ßjß) 3 =Eojß) , esset 

I \ : <T *• . • I*“ . ; ?• ;> ' * > . ... l »'Cm*: A ■ fjr f ^ 

co (w^ — -( 0 ^= 0 , ergo — -03^ = 0, quoniam co ad moduium pri- 

mus est. Sed iilud suppositioni repugnat, ergo o >ß>j et ton sunt 

incongrua. ■ ' . • ; 

Vice versa, quando z est radix • congruentiae propositae, z ali- 
cui productorum , quae modo dixi , congruus üet. Quoniam sciiicet 
m ad co primus est, ‘ numeruS exstat 9 taiis; ut sit to9=z, ve! 
talis, ut sit e* (w@) * = • Jam vero est id- 

eoque erit 0 f = l. Qua re hic 9 congruentiae satisfacit «r*—!, 
vel 9 debet congruus fieri aiicui radicum öi,j w a , co 3 , e» 4 , etc. Ei 
quo vel z ajicui productorum * etc. congruus fiet. 
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Unde colligitur, productis illis omnes omnino radices congru- 

entiae af — A exhiberi, ita ut totidem hujus sint, quot illius 

v>1ui t hvi |Ky; 

Itaque congruentia x t: ~A (mod. 2 n ) unam solum- 
modo radi cem nabebit, quaudo t est numerus impar: 
quando vero par, tot radices, quot unitates habet 
duplum divisoris communis maximi numerorum t et 

9 n— * 
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* .. -a ■ # 

Residuum ordinis cujusvis t intelligimus nume« 
rum, qui . potestati aiicui . exponentis t.secundum 
modulum pr o posi tum congruus fit. Itaque a vocatur resi- 
duum ordinis t pro modulo m, quando numerus aliquis a inveniri 

S otest, ita ut sit,a r =a (mod. m), Residua trium primorum ordinum 
icuntur residua quadratica, cubica et biquadratica. 

i . » 

Quodsi quaerantur residua minima potestatum exponentis f, 
quarum radices sint omnes ad modulum primae eoque minores, 
quaestio se offert, omnes tales potestates sint incongruae necne? 

Tota autem haec disquisitio manifesto in eo vertitur, ut deter- 
minetur, quot radices admittat congruentia at=A (mod. m), deno- 
tante A residuum quodlibet ordinis t ' j,.. 

■Sit enim multitudo radicum, quas dixi, 0$ quoniam ex his 
omnibus unum idemque gignitur residuum A± patet, multitudi- 
nem omnium residuorum ordinis t ad modulum primorum 

eoque inferiorum aequiparare numerum integrum, 

ienotante <p m multitudinem numerorum ad modulum m 
primorum eoque minorum. 

Denotante igitur p numerum primum imparem, multitudo resi- 
luorum quadraticorum moduli p erit \ (p — 1), quia congruentia 
r*=A (mod. p) duas admittit radices* . • )( , ‘ 

Quia congruentia (mod. p) unam modo habet radicem, 

juando p formae 3n-J-2, tres vero, quando p formae est 3n-f-l, 
imltituao residuorum cubicorum erit aut/?— laut \ (p — 1), prouti 

7 est formae 3n-f-2 vel illius + 1. 

f •% • * 

Congruentia x* = A (mod . p) habet duas radices, quando p est 
ormae 4n-f-3, quattuor, vero, quando p formae 4rc-f-l, ergo inulti- 
tidö residuorum biquadraticorum erit aut l (p— 1) aut { ( p — 1), 

routi p est formae 4w-f3 aut illius 4n + I.‘ 

• * , • 

Simili modo multitudo residuorum ordinis 5 erit aut p — i aut 
C/? — 1), prouti p formam induit 5 h +2, 5n + 3, 5w-|-4 aut hanc 

W-+1- 


• • • • • • • 

Manifesto omne residuum biquadraticum erit etiam residuum 
ia.draticum, quam propositionem conyertere licet, quöties p est 
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formae 4» +3. Quod . ita demonstro. .Quoniam omne non-resi- 
duum quadraticum etiam non - residuum biquadraticum est, per- 
spicuum erit, residua biquadratica inter residua quadratica modo 
occurrere posse. Horum mültitudo est \ ( p — 1), ex quo, si resi- 
dua nonnulla quadratica exstarent, quae non essent biquadratica, 
multitudo residuorum biquadraticorum ipso \ ( p — i) mioor fieret 
Atqui haec multitudo est i (p — 1), quoties p formae 4«-f3 (4), 
ergo omne residuum quadraticum est biquadraticum et vice versa 
pro modulo primo formae 4n-f3. 

Clariss. Gauss (Theoria residuorum biquadraticorum pag. 4 sqq.) 
' hoc theorema ita demonstrat: 

Si a est residuum quadraticum ipsius p , statuamus a = bb 
(mod. p), ubi b vel residuum quadraticum ipsius p erit vel non- 
residuum; in casu priori b e= cc, unde a c 4 , i.* e. a erit resi- 
duum biquadraticum ipsius p\ in casu posteriori*- b fiet residuum 
» quadraticum , quoniam ■— 1 es^ non - residuum numeri primi 4n-f3 
atque productum ex duobus non-residuis residuum est, faciendoque 
— b = cc, erit ut antea a = c* atque a residuum biquadraticum 
ipsius p, • * . 

Porro si modulus est formae 4« -ft, exstant quidem i (p — 1) 
residua quadratica, sed \ (p — 1) modo biquadratica, qua re dimi- 
dia pars quadraticorum erunt residua biquadratica, reliqua non- 
residua biquadratica. Itaque omnes numeri integtf per modulum 
primum p non divisibiles in tres classes sunt distribuendi , ita ut 
in prima sint residua biquadratica, in secunda non -residua biqua- 
dratica, quae tarnen sunt quadratica, in tertia denique non -residua 
biquadratica, quae sunt etiam non -residua quadratica. Et quidem 
prima classis complectitur \ (»— - 1) numeros, secunda \ (p — 1) 
numeros, tertia vero * (p — 1) numeros. 

. *i ‘l • t » !•' . ' i I ' ' 5» ‘ .1 i I' ‘ • 

* . . « . ' 

• \ r .. . >ii '>/; ». 1 « 'I . i. •».... j • i - . ' 

G* . < 


' Sed redeat oratio, unde digressa est, quod totam rem et altf 
ori fonte considerare in animo est. “ j 

Secundum modulum 2", ubi n > 2, exstant 2* —1 resi- 
dua ordinis t , quando t est impar, quando vero t par, 

multitudo residuorum est - ^ — , designante d dlvi- 

sorem communem maximum numerorum t et 2* 1 —*. 

In priori casu enim congruentia x* = A (mod. 2") habet unam 
modo radicero, in posteriori autem 2d radices (3). 

Exempli gratia sunt 8 residua ordinis 3 vel residua 
duli-2 4 = 16; fit etenim- . */ • , . 

Potestas i* congrua residuo 1 

.-•••• li. 

i3 

• • 7 

9 ‘ 

3 


» 

cubica mo- 


* »r i '• 

•v 


Q3 

* | • • * t) • ’ • 

. . 5* . . 

. . V . . . 

. .. 9 3 . . . 

. . 11 * .* . . 

I.U 1 ’*» 'Df *•« 
-.'•4 15* >. i“. U . 


5 

; . 15. 
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Attamen non plures quam 2 exstant residua biquadratica moduli 

2'* — 2 

32=2*. Hic enini es t d = 4, 2 n ““ a =8, — ^ — = 2. *■ Quae residua 

sunt 1 et 17 potestatibus resp. I 4 et 3 4 congrua. 

• ' • ■ ) * * * # 

'Multitudo igitur residuorum quadraticorunx moduli 2 n est 2 n ~ 3 , 

quod in §. 40. De Potestatum Periodis ex alio fönte petivimus. 


Postouam multitudinem tum radicum congruentiae x t ~A (mod. 
p tt , 2 p n , 2*), tum residuorum ordinis cujuscunque t determinavimus, 
progredimur ad locum multo difliciliorem , uni dijudicandum est, 
utnim numerus aliquis propositus residuum sit ordinis cujusvis t, 
an non-residuum. Et satte in doctrina residuorum tres potissimum 
res in quaestionem veniunt, primum num numerus A sit residuum 
ordinis t an non-residuum, demde si illud loeum habet, quae sint ra- 
rlices congruentiae x l = A (mod. m), postremo multitudo residuo- 
rum indaganda erit, quae tarnen, uti in 4. ostendimus, ex multi- 
tudine radicum congruentiae nostrae faciliime petitur. 

Jam ut ad rem veniam, multitudinem numerorum ad modulum 
) n vel 2 p n primorum, ubi p numerus primus impar, designem per 
Vm=p n — 1 (p — 1), atque per ö divisorem communem maximuni 
mmerorum t et cpm . Tum aico 

1. Si A sit residuum ordinis t secun dum, modulum 
> n vel 2 p n , semper congruentiam locum habere 

9>to : • , 

: » A~T = 1. . , ' 

• . v‘ ’ ' . * • . (fm 

2. Vi ce versa, si congruentia A * ~:ilo cum habet, 
eniper A erit residuum ordin i s t. 


Quas propositiones ita demonstro. Quod attinet ad primam, 
umerus aliquis a poterit inveniri ejusmodi , . ut habeatur a 1 == A , 

<fm tpm 


i quo 


sequitur (a*) ^ =A ^ vel Est 


vero — numerus 
o 


teger, unde multiplum ipsius cpm, ideoque *^ m =l,vel 

cpm ! ' ' * * * 



Secundo loco quicunque numerus ad m primus, qui est resi- 

- ... jpm i . 

ium ordinis t, congruentiae x ^ ~ 1 satisfaciet (ex prima parte) ; 
am ob rem restat modo ad demonstrandum, non -residua ordinis 
congruentiae , illi satisfacere non posse. Sed hoc inde darum, 

od multitudo residuorum est ; totidem autem sunt radices con- 


tpm 

lentiae x & =1 (mod .m—p n , 2 p n ), quia divisor communis maxi- 
is numerorum et (p m est pp. Quodsi nonnulla etiam non- 


Thwl VI. 


25 



/ 




Digitized by Google 


386 


V 


»■» 

residua radices essent congruentiae x & s 1 , quia jarn^y radices 

4 ffl 

eaeque residua exstant, congruentia, quam dixi, plures quam *y 
radices haberet, q. f. n. 

fpm 

Ergo numerus quicunque A talis, ut sit A d ZEl , in residuis 
ordinis t occurere debet. 



Hoc theorema rationem snppeditat inveniendi, num — 1 sit 
residuum ordinis t an non-residuum moduli p n vel 2 p n . Sed sim* 
pücitatis gratia modulum esse primum imparem p supponamus. 

Erit enim — l residuum ordinis t aut non-residuum, 
prouti ■ est numerus par aut impar, designante 5 
divisorem communem maximum numerorum t et p — 1. 

Quando igitur 8 est numerus impar, ideoque 
par, semper — 1 erit residuum ordinis t moduli primi p. 


Quodsi exponens t est impar, etiam 8 impar esse debet, ex 
quo sequitur theorema generale: 

Numerus— 1 semper residuum est ordinis cujus* 
vis imparis moduli primi imparis p ; itaque — i erit 
semper residuum cubicum, residuum quinti, septimi, 
noni ordinis etc. 


Pro , exponente t = 4 erit 8 aut 2 aut 4, prouti modulus p 

formam induit kn + 3 aut formam 4 n -f 1. In priori casu yy 

est impar, in posteriori autem simul cum n par et impar. Quodsi 
7i est par, modulus formam habebit 8m + 1 , formam vero 8w -f- 5, 
quando n impar. Unde manat propositio: 


— 1 est non-residuum biuuadraticum moduli primi 
formae 4w-f-3 vel formarum on-f 3, 8» + 7, atque etiam 
moduli 8n+5 non-residuum biijuadraticum est — 1; 
moduli autem 8w-f 1 semper residuum bi quadra ticum 
erit. 

Aliam hujus propositionis demonstrationem , quae theoria resi- 
duorum potestatum nititur, cf. Gauss Theoria residuorum 
biquadraticorum. Gottingae. MDCCCXXVI1I. pag. 10. sqq. 
Postremo pro t~6 erit 8 aut 2 aut 6 prouti p est formae (m+5 

aut formae 6n + 1; in priori casu est par aut impar simul 

cum n, in posteriori casu idem valet; ergo pro p= erit 

— 1 residuum aut non-residuum sexti ordinis, prouti l (p — 5) par 
aut impar; at pro = erit — t residuum aut non-residuum 

sexli ordinis, prouti J (p — 1) par aut impar. 


t ' 


i 

i 
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Unde — 1 est residuum sexti ordinis moduli cujus- 
vis (orntae 12A-f-l, 12A-f-5; non -residuum vero moduli 
forma praediti 12A-f-7, 12A-fil. 


9. 

1 . Quicunque numerus impar residuum est ordinis 
imparis moduli 2 n . 

Exstaut enim ( 6 .) 2 “— 1 residua ordinis imparis t / totidemque 
numeri ad modulum primi eoque inferiores. 

2. Quando vero t est par atque d divisor communis maximus 

2 » — 2 

numerorum t et 2 n — 2 , semper congruentia locum habebit A d 
= 1 (mod. 2 n ), si modo A est residuum ordinis t moduli 2 n . 

Heperitur etenim numerus a talis, ut habeatur cS-A, ergo 

*zl L'2n~* 2n “ 2 


talis , ut sit («*) d 3 ct d 


= A d . Jam vero y est inte* 

2 n — a 

_ jj — 2 y... • 

ger atque er =1 (De Potest. Period. §. 22.), ideoque^t d — 1. 

2n— * 

3. Si numerus A congruentiae x t * ~ 1 non satisfacit , A non 
potest esse residuum ordinis t moduli 2 n . 

Exstare autem possunt non-residua moduli 2 n , uuae 

2»- 2 

tarnen c ongruentiae x d =1 satisfaciunt, i ta ut pr o- 
positionem in 2 . convertere non liceat. 

2n_2 

Piam quum multidudo residuorum ordinis t moduli 2 n sit . “J" ( 6 .) 

2n — 2 

— 3 — • ' 

oninesque congruentiae x * 1 satisfaciant , radicum autem mul- 

2«—* 2« — i 

titudo sit 2 . — fj—— — J — (3.) i. e. alterum tan tum multitudinis re- 

2n — • * 

dduorum , manifesto etiam — y— non - residua erunt radices eongru- 

* ' • « 2 n — 3 

entiae nostrae. Multitudo oninium non-residuorum est 2”— 1 y— 

2n — 2 on — * 

vel — y— ( 2 d — 1 ), quorum^-y— congruentiae satisfaciunt , ergo ex- 

stant ^y — v ( 2 d — 1 ) — ve ^ 2 ~ y ~ (d — 1 ) non - residua ordinis t 

2n — 2 

pro modulo 2**, quae non sunt Tadices congruentiae x d ~l(mo- 
dulus 2 n ). Hoc in causa est, cur omnes numeros integros impares 
modulo 2 " inferiores in tres classes distribuam, quarum prima com- 
plectitur residua t fi ordinis omnia, secunda non-residua t tl ordinis 

2"- 3 

moduli 2 * , tjuae tarnen congruentiae x d satisfaciant, tertia 

denique contmet numeros, qui sunt non-residua, atque etiam con- 

25* 
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gruentiae, quam dixi, non satisfaciant. Multitudo numerorum pri- 
mae classis est 4 . 2» _a , multitudo numerorum secundae classis est 

o 

-1.2»—*^ multitudo denique numerorum tertiae classis. est 
o , 

2 » 


— x 


Nunc quidem quaeritut, ad quam classem numerus propositus 
impar secundum modulum 2* (n>2) referendus sit? Facile autem 
quaestionem hanc decides, si ad sequentia animum attendens. 


10 . 

Quoniam S numerum 2»“* metiri debet, perspicuum est, ipsrnn 
ö potestati alicui numeri 2 aequalem fore, ex quo — ^ erit sem- 

per et ipse potestas numeri 2 aliqua, dummodo ne sit 2™ 

' Quodsi habetur S — 2 n “ a , congruentiae manifesto x —x 
= 1 satisfacere non potest A, nisi est A = 1, quumque esse opor- 
teat t multiplum ipsius 2»~ a , erit pro quocunque x x t = l (mod. 
quam ob rem etiam congruentiae x* eeh A satisfieri nequit , nisi est 

A = 1. - . - 

Unde manat theorema: 

Quicunque numerus impar modulo 2" minor unita- 
tique inaequalis semper aa tertiam classem referen- 
dus est, si ordinem t statuas multiplum numeri 2" * 

Jam sit 2 Ä— a non == ö eritque — ^ — potestas aliqua Humen 1 9 

quam exhibeamus per 2®, ubi 0 numerum n — 3 superare nequit. 

Quodsi numerus aliquis impar A forma exhibetur 

2*Adbl, ubi ä impar atque £> 1, congruentia A — j—= * 

(mod. 2 n ) ln cum non babebit, quando est A-f0<». 

8 

» 

Sivero k-\- 0 ^ n , revera erit A ^ = 1. Nam quum A 

sit = 2* h + 1 , erit (1.) A* e formae 2*+ 0 h' + 1 , ubi h' impar, esset- 

que si congruentia, quam dixi, locum haberet, 2 fc + ^ h' ~ 0. Atqui 
hoc fieri nequit , quum sit k -f 0 < iu 

Deinde si esset A* e =f( mod. 2«), ita ut f unitati non esset 
congruus, haberetur 2*+® h‘ -\-l~f vel 2 — ( f — l) = 0,ideo- 
que /— IeeO, quia £- 4 - 05 ». Illud vero absurdum est, ergo re- 

vera est A ^ s 1. , ; ' 

Hinc sequi tu r (9.)> quem vis numerum imparem 
formae 2* r A : £ 1 , ub i A impar et A> 1 , ad classem tertiam 
referendum esse, quando habeatur A-f@<7i, <juo facto 
hic numerus etiam non-residuum ordinis paris t erit. 
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■Si vero est 4 + 0>n, numerus A aut ad classem 
primam aut ad secundam pertinebit, prouti A est 
r e s i d u um aut non-residuum. 

Sed num A in prima classe sit an in secunda , facile deciditur, 
si A est formae Am — 1. Dico enim, quemvis numerum 
formae Am — 1- nun quam residuum ordinis fore 
secundum moduium 2 71 . t semper par intelligendus est. 

Redigatur t sub formam 2 ubi f impar, eritque, si radix 
congruentiae x* = A exstet formae 2*4:fcl, x l formae 2*+*4' +1, 
ita ut sit b! impar. Hinc 2* + * 4' + 1 = A m — 1 , ideoque 2* ~ 1 h* 

— 2m + lEzO (mod.2 n "~ 1 ), q. f. n., quoniam 2*+^“ 1 h' — 2m + l 
est. impar. Unde manat, si numerus aliquis A sit residuum 
paris ordinis secundum moduium 2 n , semper — A fore non-residuum. 

Etenim A formam induere oportet Am -fl, ergo A formam 
2*— +4m + 1) vel hanc Am — 1, ex quo — A erit non-residuum. 
Exemplum. Sit modulus 32 =2% ergo w = 5, f=6. Erit 

„ ~ 2n — * 

d=2, =z 2 a , 0 = 2. . . ' . r . 

Erit igitur solummodo 4+0 <5, quando4 = 2, qua re ad ter- 
tiatn classem pertinent numeri formae 4m + 1, ubi m impar, i. e. 
oumeri 3, 5, 11, 13, 19, 21, 27, 29. Reliqui 1, 7, 9, 15, 17, 23, 25, 
31 ad classes 1 et 2 referendi sunt, satisfaciuntque congruentiae 
x 4 = 1 (mod. 32). 


11 . 

' . » * 

Jam vero in genere possumus determinare, ad quam classem 
numerus aliquis A formae 2*4+1 referendus sit. 

Etenim si 4 + 0<7i, numerus A semper. ad tertiam 
dass em pertinet (10). 

Si vero 4 + 0 ipso n non est minor, omnes numeri 
formae 2*4 + 1 in prima sunt classe, ii autem, qu'i for- 
mam induunt 2*4 — 1 in secunda erunt classe. 

Nam omnes numeros formae 2*4—1 ad classem secundam peir- 
tinere ex 10. watet. Atcjui manifesto totidem sunt formae 2* 4 + 1 

3 uot hujusce 2*4 — 1; si igitur nonnulli formae 2*4 + 1 ! ad secun- 
am classem pertinerent , in secunda plures numeri exstarent, quam 
in prima classe, quod fieri nequit, quum (9.) totidem sint, nempe 

r.2»”*, in ambabus classibus. * ^ 

Unde manat, quemyls numerum A ejusmodi, ut sit formae 
2*4 + 1 simulque 4+0^w ^ ore residuum ordinis paris t moduli 2** 
Quando4 + 0<7i, numerus propositus semper erit non-residuum; 
quaudo 4 + 0 etiamtum numerus non-residuum erit, si formam 

habet 2* 4 — 1. 

Licet manifesto acclpere 4 + 0 =zn vel k — n — 0, quo facto 4 
potest esse numerus integer quicunque. 

0 « Ofl~® 

. Jam vero est 2 — ~ ' y ideoque 2 n ~0 4 + l = 4d4 + l. Ex quo 

tandem sequitur theorema elegans , quod totanf residuorum ordinis 
paris doctnnam pro modulo 2" exbauriat:- 
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Quivis numerus impar forniae 4dA-f 1 est residuum 
ordinis paris t moduli 2” , reliqui vero numeri sunt non- 
residua, denotante h numerum integrum quemcunqueet 
6 divisorem communem maximum numerorum t et 2®~*. 

Quicunque autem numerus impar residuum est ordi- 
nis imparis moduli 2" (9.). 

Exempli gratia pro t — 2 erit d = 2; ergo quando potestas 
aliqua numeri 2 altior quam secunda pro modulo assumitur, omnes 
numeri impares formae 8/i -fl erunt residua quadratica, reliaui 
vero non-residua. Cf. Comm. meam de Potestatum Periodis. pag. 29. 

12 . . 

2n — a 

Quod multitudo residuorum ordinis paris est — j— (6.), proÄ om- 

nes numeri integri 0, 1, 2, 3, 4, ... . ponendi sunt usque ad —j— 
— 1 ; qua re simul residua reperimus ipsa. Sunt enira haec : 

1, 4d + t, 8d~f 1, 12d+l, 16d -f 1 , 20d -f 1 cett. 4(2»'-* — d)-f 1. 

13 . 

Ut omuia, quae ad hoc de residuis eruimus, complectamur, 
hae inde manant propositiones : 

Congruentia x l = A (mod. p n , 2 p n ) tum modo resolvi potest, 

pix - 1 O — i) 

quando A unitati fit congrua exstantque ö radices diver- 

sae, denotante d divisorem communem maximum numerorum t et 

p n ~ l (p — 1)» Multitudo residuorum ordinis t est ^ *p n ~ x (p— 1). 

Congruentia x* = A (mod. 2»), ubi w>2, semper resolubilis 
est, quando t impar, exstatque una solummodo radix. Multitudo 
residuorum est 2 n ~ l eritque quivis numerus impar residuum. Si ' 
vero t est par, congruentia tum modo resolvi poterit, quando A for- 
mam induit 4dA-fl* Multitudo radicum erit 2d multitudoque resi- 
duorum ordinis t aequiparabit numerum 

Congruentiam denique at = A (mod. 4) semper resolvi posse, 
quando t impar, quando vero t par resolubilem esse aut non-resolu- 
bilem, prouti A formae sit 4w-f 1 aut hujusce 4/« — 1 per se patebit. 

i 

i 

14 . 

, - 

Denotante z numerum aliquem imparem, si habetur z = < 2 k fi±t, 
ubi h impar, atque z < 4d /* f 1 , manifesto erit k<>n — 9 vel 
<?«. Ex quo sequitur (11.) 

, Numerus quicunque impar 2 sub formam reductus 

+ 1 ita ut sit k impar, semper ad classem tertiam 
pertinet, si habetur 2<4dÄ -fl. 

Si vero non estr<4d/i-fl, numerus 2 ad classem 
prim am aut secundam referendus est, prouti formam 
induit 4 öh 1 -flaut hanc4 öh' — 1, designanteA / numerum 
quemcunque integrum. 
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Exempli gratia sit modulus 2 4 =32, ergo w = 5, £=6, erit 
5=2, porro *= 27 = 4.7—1, h = 7, 45A + t = 57, 27<57. Ergo 
27 in tertia classe reperitur. At vero pro z — 17 erit A=l, £54 -fl 
= 9 atque z non <4 54 -fl. Ergo 17 ad primam pertinet dassem, 
quia 17 = 454'-f 1. 


15. 

‘ i 

Si autem t sub formam redigitur 2 /*, ita ut f sit impar, ma- 
nifesto divisor communis maximus 5 erit 2 pro m=o, 2* pro 

n=4, 2* pro « = 5, 2 4 pro w=7 etc., 2* —1 pro w = A- fl atque 

2* pro n>A-f !• Hinc erunt valores numeri 454+1 pro 


n — 3 

2 3 4 + l, 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

**# 

II 

s 

2‘A + l, 

n — 5 

2 *A ± 1 , 

n — 6 

. 2 7« 4- 1 

etc.. 

. . 2* + ‘ A±l, 

71 = 1 + 1 . . . . 

71>1 + 1 

. . 2 i+a A±l. 


Si accipias signum superius, habebis numeros ad classem 
primam pertinentes, ad secundam vero, si sumas inferius. Reliqui 
numeri ad tertiam classem referuntur. 


16. 

Potest etiam periodus inveniri , quae omnia residua ordinis t 
moduli p n vel 2 p n complectatur. Sit enim p n vel 2 p n — m, cp m —p n ~ x 

(/> — 1) atque g numerus aliquis ad exponentem pertinens, de- 

notante 5 divisorem communem niaximum numerorum t et <p m • 

• fpm 

Erit g residuum ordinis t ; atque etiam </*, g 3 , g*, ... g & , 
quorum multitudo quum sit ^ neque plures numeri residua esse 
possiot, patet, illam periodum omnia residua involvere. 


17. 


Si doctrinam residuorum potestatum adhibere velis, theoremata 
art. 11. et 14. facilius ita probantur: 

2 n — « 


Sit indoles numeri f ea, ut habeatur f 5 =1 (mod. 2»), quae- 
riturque, mpn f ad classem primam pertineat an ad classem secun- 
dam, i. e. num f sit residuum ordinis paris t an non -residuum? 
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• Pertinebit autem f ad exponentem, qui divisor est numeri 
, quo designato per 2 n ~ 9 erit f formae 2^ 4 + 1 r denotante k 

numerum imparem ( De Periodis Potest §. 23.). 

' « ' 

Debet autem cp ita determinari, ut sit 5 numerus integer vel 

2»-9> 


2 <p 

ita tit sit ^ integer , quo designato per h erit f formae 4 544 + 1 


* vel hujusce 45//+ 1 , denotante h numerum integrum quencunque. 

2 n— * 

Satisfaciunt igitur numeri formae 454+1 congruentiae x 5 
(mod. 2"). 

Formae autem 454 — 1 ad primam classem pertinere neoueunt 
(10) ; pertinent igitur ad secundam classem. Formae autem 454+1 
ad primam classem pertinent, quia totidem numeri exstant formae 
454 + 1 quot hujusce 454 — -1 atque multitudo uumerorum in am- 
babus classibus eadera est (9). , 


18 . 


• / 

Designemus nunc classes, quas dm, per A , B, C, ita ut A 
sit prima, B secunda, C tertia classis. 

Productum manifesto exA in A reperitur in A, quia (454 + 1) 
(454' + 1) denuo est formae 454+1. 

Productum ex B in B debet occurrere in A, quia (454 + 1) 
(454' — >1) etiamnunc formarn induit 454 + 1. 

Productum ex numero all quo classis A in numerum classis B 
necessario invenitur in B , quoniam est (454 +1 ) (454' — 1 ) formae 
454 — 1, auae characterem indicat classis B. 

Quando C in A multiplicetur , habetur numerus ex C, idem- 
que valet, quando C in B multiplicetur. 

Si vero C in C multiplicetur, numerus inde ortus tum in A, tum 
in B , tum in C occurrere potest; in quam autem classem referen- 
dus sit, hoc modo investigo. 

Primum observamus, omnes numeros classis C forma exhi- 
beri 4 + 454, ita ut 4 sit numerus impar ipso 45 minor, qui nul- 

lum horum +1,-— 1 aequiparat. lam congruentia x* = 1 (mod. 45 ) 
admittit 25 radices diversas (2.), quarum hae solummodo let — 1 
formae sunt 454+1. Grünt igitur 25 — 2 vel 2(5—1) radices formae 
454+4, ita ut 4 ab 1 et — 1 sit diversus; quam ob rem hae qui- 
dem radices ad classem C pertinebunt. Itaque ad classem C per- 
tinebunt etiam numeri formae 454+4^ numeri formae 454+4«, numeri 
formae 454 + 4 S , formae 454 +4 4 etc., designantibus 4 X , 4„ 4 3 * 


4 4 etc. radices congruentiae /si (mod. 45) ab let — 1 diversas. 

2 4 } 

, Debet autem esse in genere 454 + 4^ , vel 4 < ^ > 


2»- a 4^ 


4 < — ^ , ideoque summus valor , quem 4 obtineat , erit 

2»—2 2 ®“-® 

—ß 1. - Ergo forma 454 + 4^ complectitur -y numeros; ex 
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quo, si pro Ui ponunfor omnes radices congruentiae xS=i (mod. 

O/i — 2 On — x 

4d), habentur .2(d — >1) == — r- (S — 1) nuraeri ad classem C 
0 ' '0 

pertinentes. ‘ » 

Totidem autem in hac classe reperiuntur neque vero plures 
(9.); qua re omnes prodibunt numeri classis C, si methodum se- 
quentem adhibeas: 

Quaerantur radices congruentiae x ~i (mod. 4d) ab 1 et — 1 
diversae, quarum qualibet designata per k^, omnes numeros exhi- 

beri oportet formae ASh modulo 2 n minores. Tum numeri clas- 
sis C prodibunt omnes, si pro k^ omnes, radices congruentiae, 
quam dixi, ponuntur. * * ' ' 

Sint igitur z, z 7 numeri propositi classis C determinenturque 
horum residua minima secundum modulum AS ita ut sit z~k^ 

(mod. AS), z 1 =kp (mod. 4d) eritque zz'—k^ U^ (mod. 4d). Quodsi 

habetur k^U ~ 1 (mod. AS), productum zz' ad A pertinet, ad B 

vero, si ^= — 1, et ad C, quando k^ kp^f, denotante /numerum 

ab let— 1 diversum. 



i . • 


! 


Superest, ut radices congruentiae oA (mod. 2") invenian- 
tur, ubi t est numerus par. • * # 

Quaevis radix ad exponentem pertinet, qui numeros t et 2 *— 2 , 

ergo etiam horum divisorem communem maximum 2 simul metia- 
tur. Pertinebunt igitur radices partim ad 1, partim ad 2, partim 

ad 2*, . . . partim ad 2^. 

Iam vero omnes numeri ad exponentem 2 n ~ m pertinentes forma 
continentur 2 m hArl, denotante h numerum imparem, qui valores 
induere possit . ' • » 



1, 3, 5, 7, 


2"” w — 1. 



Quum vero differentia numerorum 2 m /t + i et 2 m (h — 2) + ! sit 
2**+i, numeri ad 2"— m pertinentes facillime ita computantur, ut in 
duas classes distribuantur, cujus in altera sint formae 2 m Ä-fi, in 
altera formae 2 m h — 1; in utra^ue autem classe numerum, qui ali- 
quem proxime sequitur, habebis, si ad eum 2 n, + 1 addideris. 

Classes igitur hae sunt : 


/ a = 2 m — 1 
\ b=a + 2 ot + i 
< c — b + 2 ro l 1 
I d — c -f 2 m l 1 

V 


« , =2*+l " " 
b' — a! -f-2 m + 1 . 

~ c' ~b' - f-2 m + l 
c/' = c'- f-2 TO + I 



I 


t 


’ r \ 
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Ad exponentem 2*— m autera ■* semper 2*~ m numeri pertinent, 
excepto casu, in quo exponens est 2. Tum enim 3 numeri ex- 
stant , nempe 2 n “ * — • 1 , 2" — 1 -f 1 , 2 B — 1 . Hae considerationes 
statim viam sternunt ad radices inveniendas. 

Quaeratur enim divisor communis maximus numerorum t et 
2"~* , qui sit 2^,determinenturque adiumento classium A et A' nu- 
meri ad exponentes 1, 2, 2®, 2*, . . 2 d pertinentes. 

Exempli gratia congruentia (mod.32.) habet 8 radices, 

quae ita inveniuntur : 

Hic est d=2, ideoque divisores ipsius 2^ sunt 1, 2, 4. Ad 
exponentem 1 pertinet 1, ad 2 pertinent 2 4 — 1, 2 4 -fl, 2 S — • 1 vel 
15, 17, 31. Ad 4 pertinent, quia m = 3, 

a=2*— 1=7 a'=2 3 +l = 9 

6 = ä+2 4 =23 b'~a!+ 2 4 =25 

Ergo radices sunt 1, 7, 9, 15, 17, 23, 25, 31. 


20 . 

Invenl etiam aliam methodum radices indagandi, ex quamulta 
alia attentione haud indigna manabunt. 

Dico enim, si ad exponentem t secundum moduium 
2° numerus a pertineat, etiam a k ad eundem exponen- 
tem pertiiiere, si k sit numerus impar. 

Primum patet, potestatem (a*) * certe unitati sec. mod. 2" 
congruam esse, qua re restat modo ad demonstrandum, ( a k ) * esse 
’ intim am ipsius a k potestatem unitati congruam vel potestates 

a k , a* k , a* k , ... a tk 

incongruas esse. Fac autem, ut habeatur , ubi sunt 

9, 9 ' numeri inter 1 et t siti, eritquea vt7 J =1, ideoque, 
quum a ad t pertineat, (0« — 9') Jc = 0 (mod. <). Atqui t ad k pri- 
mus est, ergo 9 — (mod. t) q. e. a. Pertinet igitur a k ad 

exponentem t. 

Itaque residua minima numerorum 

a, a 3 , a 5 , a 7 , . . o 1 “ 1 , 

quorum multitudo \t, ad exponentem t pertinent omniaque sunt in- 
aequalia. 

Quum jam (De Potest. Period. §. 24.) semper t numeri ad t 
pertineant, exstabit unus certe numerus ad t pertinens, qui nulli 
Ulorum sit congruus, quem vocemus 6. Unde ad t etiam pertinent 
residua inaequalia 

b, b\ b\ . . 6*- 1 

V * 

quorum multitudo etiamnunc \t. 
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Nu 11 am denique ipsius b potestatem' alicui ipsius a congruain 
fore, ita demonstro. 

Primum contendo, semper potestatem aliquam numeri a ex- 
stare congruentiae 

» * * ’ \ 

x** = (mod. 2 “) 

satisfaci entern, ubi sunt <p f & aliqui ex his 1, 3, 5, 7, . . t—~ 1. 

Etenim quia <p tanquam impar ad t primus est, numerus fi 
ita semper potest determinari, ut habeatur a>fi = 0 (mod. t ) vel 
<PH' — (mod. t). Est vero a € ~ 1 (mod. 2 "),/ ergo etiam 

^—9 (mod. 2 ") vel (mod. 2 n ), qua re potestas 

d* huic congruentiae x* ~ a® satisfacit. 

Iam vero una solummodo radix ei satisfacit, quia (p impar; 

ergo si ex. gr. haberetur b * = ß ö (mod. 2 n ), esset b=a?, con- 
tra ea quae supposuimus. 

Itaque duas classes nacti sumus 

( M ) . . . . a, « 3 , a 5 , a T . . . a*- 1 . 

(M 1 ) b f b 9 , b>, b\ . . b‘~ l y 

quas per M et M! designavimus. 

Ceterum observandum est, numerum b ea indole affectum ut 
sit 0 (mod. 2 n ), nulli postestatum classis M eongruum fieri. 

Nam primum est — a, ideoque b t = a t =t, quia t par. 
Porro nulla inferior ipsius b vel — a potestas quam unitati fit 
congrua. 

Potestates enim, quarum exponentes ambo pares vel 
ambo impares incongruas esse ex suppositione patet. Hestat 
igitur, ut probemus, congruentiam locum habere non posse 

a? ~ — a V vel a* -f- ~ 0 , designante (p numerum parem, tfj 

vero imparem. Est vero si ponatur a=2 k hjhi, ubi h impar, c? 

formae 2 *+AA'-fl, ubi (p=Wf atque /* impar,; contra eaaV' formae 
2 *A" 4 ;t, ita ut sit h " impar. Unde manat, quando signum supe- 
riu 8 accipias, A Ä -f 2 ^ 1 A' + 1 =0 (mod. ( 2 k ~ l ), q. f. n.; si 

vero signum inferius statuas, habetur 2 * 

Sed etiam hoc fieri nequit, nisi h= 1, quo in casu 2” — *1 ad exponen- 
tem 2 pertinet, quem excludimus. Pertinet igitur — a ad expo- 
nentem t . 

linde classes habemus 

(M) . Uy a 3 , ß 5 , a 7 ... a 1 - 1 

( M ') .. .. — • «, — ß 1 , — a 5 , — fl 7 ... — 

Pro « quilibet numerus ad t pertinens accipi poterit. 

Postremo nullus terriiinus classis (M 1 ) alicui classis (M) con- 

gruus erit. -Nam si haberetur , ita ut <p f y ambo sint 
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Impares, esset, s! a statuas formae 2* Ad tl, + 

(mod. 2"— *), q. f. n. 

Ex quo tandem sequitur , omnes numeros ad exponentem t per- 
tinentes classibus ( M ) et (M 1 ) contineri; nam multitudo termino- 
rum est t, plures vero ad t non pertinent. 


21 . 


Nunc tandem probabo , classem (Ä) congruere cum dasse (M) 
et classem ( A ' ) cum classe (M 1 ). 

Numeri dass i um (A) et (A') ita etiam possunt repraesentari 


/ 2°*— 1 j 

j 3. 2™— 1 | 

► A l . < 

' 2 m -|-l \ 

3. 2~+l / 

j 5. 2"«— i j 

| 5. 2 m -J-l 1 

i 

j. 

• 


; 7. 2«+i ) 


ex quo patet, formas primae classis esse 2 m A — 1, formas vero 
secundae 2 m A-f-l. 

Iam numerus a in classe (M) sit formae 2 m A — 1 eritque (1.) 

etiam a? formae 2 m h — «1, denotante <p numerum integrum impa- 
rem. Hane igitur formam induuut a * , a b , a r , etc. neaue vero al- 
' teram 2”*A-|-1; nam si haberetur simul 2 OT A'-f-l = 2 m ' A — 1, esset 
2 n, A / — -2 m 'Ä=2, 2 m ~ 1 A' — 2 m '— 1 h=l, q. e. a. Ergo classes ( A ) 
et (M) congruunt , similique modo classes (A') et ( M 1 ). 


1 bi# 


22 . 

» « • ■ 

Relationes quaedam valde insignes inter terminos 
periodorum radicesque congruentiarum purarum. 

1. Summa potestatum exponentis k omnium termi- 
norum periodi numeri cujusvis a aut per modulum pri- 
mum p divisibilis est aut exponenti, ad quem a perti- 
net, congrua, prouti t ipsum k non metitur aut metitur* 
Demonstratio. Summa potestatum exponentis k terminorum 
< : 

a, a», a s , a 4 , • « a* 


est 

vel summa 


a* +a u -|-a**-f a 4 *-f-. . -fa f * • 


ideoque 



«**-1 

a*-l’ 




*(a*— l)=a*(a fk — 1), ergo s(a* — 1 ) =0 (mod. p). 
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Quodsi t ipsum k non metitur, esse nequit = i (mod. p), 
quam ob rem tum quidem s per p dividi poterit. . Si vero t nu- 
merum k metitur, erit = 1, ergo a 2k = 1, etc., atque s=l. 


v — \. ' 

CoroIIarium. Quando g ad exponentem pertinet, ubi 

est 8 divisor communis maximus numerorum t et p — l , ex lß. 
sequitiir, residua ordinis t sec. mod. p potestatibus exhiberi 


9> 9*> o'> o'< 



Residua igitur periodum constituunt, qua ex re etiam summa po- 
testatum k tw™ omnium residuorum ordinis t secuud. mod. p aut 

per p divisibilis erit aut numero -*-(/? — 1) congrua, prouti k per 

t non divisibilis est aut divisibilis. 


2. Designante etiam nunc 8 divisorem communem maximum 
numerorum t et p~— i, congruentia = 1 (mod. v) admittit 8 ra- 
dices diversas, quarum qualihet ad exponentem o pertinens desi- 
goata per a omnes radices exhibentur potestatibus 


2 

, CO, CO 2 , CO 3 , 1 CO 4 , . .'CO 

. • . • ' 

Ex quo sequitur propositio (1.): 

Summa potestatum k tarum omnium radicum con- 
gruentiae x t = i (mod. p) semper per/? divisib ilis est, si 
fipsum k non metitur. 

* ’ '• • ‘ t » ' 1 1 

3. In comment. De Potestatum Periodis. §. 43. jam demon- 
stravi, productum ex omnibus terminis periodi numeri cujusvis se- 
cundum modulum p n vel 2 p n unitati congruum esse positive aut 
negative acceptae , prouti multitudo terminorum sit impar aut par. 

Ergo ex 16 manat tbeorema; , . ■ . - 

.Productum omnium residuorum ordinis t moduli 
p n vel 2 p n unitati positive aut negative sumptae con- 
gruum est, prouti multitudo residuorum est impar 
aut par. 


4. Quodsi radices congraentiae 


x t = l (mod. p), 


sunt a„ co 2 , w 3 , . .. coj, designaturque summa omnium radicum 

per — -A-, > summa combinationum binarum radicum per A%, summa 
combinationum ternarum per — A 3 , summa combinationum quater- 
narum per A 4 etc.; deinae summa radicum per , summa qua- 
dratorum per S*, summa cuborum per S 3 , summa biquadratorum 
per S 4 etc., ex theoremate Neuton lano habentur aequationes 


t 
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\ 

/ , S x -\rA\ =0 

Ä 2 + ^ 1 Ä,+2^ 4 =0 

«Sa -|- A i S t -f- A* S t -f- 3^s =0 

'Sa‘f^i^a‘1'^» «Si-f4^4-=0 

$d — i +^i ^—*+^a^_3+ • • * * +(^~ l)^_j = l 0 

^ + -^1^—1 + ^*^—*+ • • • • + i +A4j=0- 

i 

lam vero (2.) summae S t , S*, S t , S 4 , etc. S^_ x sunt =0, at 

S*=8, ergo adjumento aequationum erit A x ~A^^A a =Aj_ x =0, 

at 0. 

Hinc erit etiam 

— At^iOy A % = 0, —A a ~Q, A 4 = 0, etc. 

Productum omnium radicum, quod per P designemus, erit -£ Aj 
prouti d est impar aut par, ergo resp. P=Jbi. 

Hinc deducti sumus ad theorema eiegans: 

Summa omnium radicum congruentiae ar* = l (mod. />), 
deinde summa combi nati o num bi narum, ternarum, qua- 
ternarum etc. radicum semper per modulum primum p 
divisibiiis est. Productum vero radicum unitati posi- 
tive aut negative acceptae est congruum, prouti mul* 
titudo radicum est impar aut par. 

4. Design etur summa combinationum m elementorum ad das* 
sem n tam per n C m eritque, quando e significat elementum quod* 
vis, ut ex theoria combinationum constat: 

n Cm " Cm — *1 -f - ff" 1 Cm — i • I 

Quodsi habetur 

' * < 

’G«= 0, 0, ... t + "C m =0 

* 

erit 

ff^’Cii»— .i — 0 , * C» — l -l-t 1 Cni-i r=0, 3 Cm—i -f f *Cm-l ^0, 

, , • , * t 

etc., ideoque 

; . • • 'Cm-t, *Cm—i — ('Cm— . (’sQ, 

. ( , C.-1)'=0, «C._i-( , CU-..) 4 =t0, 

etc., 

I 

m ~ 1 Cm-l -('C.-l)'*-is0, i t=-( l Cm- l)™. 



I 
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Undemanat, quum inr ~ x C m -' sz:4;l sit, ('Cm— i Signo 
superiore uteodum est aut inferiore, prouti m est impar aut par. 
lara vero habetur l Cm- > =-f, ergo (■ — 6)”»==+ 1 vel £”* — 1. 

Ex quo habetur propositio: 

Si summa numerorum seeundum modulum primum 
p incongruorum, quo rum multitudo m , deinde simui 
summa combinationum binarum, summa combinationum 
ternarum etc. per modulum divisibilis est, productum 
vero unitati positive aut negative acceptae congruum, 
prouti multitudo numerorum impar aut par, necessario 
quicunque illorum numerorum erit radix congruentiae 
x m =l (mod. p). 

5. Finem huic commentationi imponam demonstratione propo- 
sifiouis, quae sequitur: 

Productum oninium numerorum ad eundem expo- 
nentem perti neutium seeundum modulum, qui potestas 
est aliqua numeri 2 altior quam secunda, semper uni- 
tati seeundum hunc modulum congruum est. 

Examinemus primum casum, in quo exponens t est 2. Tum 
vero ad t pertinent — 1, 2"— *-fl, 2 n — 1 productumque 

P=(2 2 ( n— 1 )— 1)(2'» — 1), quod unitati seeundum 2” congruum esse, 
statim perspicietur. 

Deinde sit 2 pertinebuntque hi numeri ad exponentem t (20.) 


a, a 3 , a 5 , a 7 , .. o*— 1 ; — a,— a 3 , — a 5 , . . — a*“ 1 

vel eorum residua minima. Quoniam ex supp. semper est nu- 
merus par, erit productum 


P=(a. a 3 . a *. . *) * =(a l + 3 + 3 +*- + f — l ) 2 , 

ideoaue P=ai t *. Est vero a f = l, ergo (a* )** = !, i. e. P= 1 
(mo(1. 2"), q. e. d. 
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XXVIII. 

Leber die Libelle oder das Niveau*). 


Weil die Libelle oder das Niveau ein für alle Messinstrumente so 
wichtiges Werkzeug ist, so halte ich es für zweckmässig, den folgenden 
Aufsatz zu dessen weiterer Verbreitung, und weil derselbe wohl sonst 
nicht allen Lesern des Archivs zu Gesicht kommen möchte, in dieser 
Zeitschrift mitzuthcilen. G. 


. Academie des Sciences de Bruxelles. 

Seance du 2 novembre 1844. 

Physique. — Un rapport fait dans cette seance par MM. 
Quetelet, Crahay et Stass, conelut ä l’impression de la note sui- 
vante de M. Liagre, lieutenant du genie beige, sur les osciliations 
du niveau ä bulle d’air et sur les moyens d’y remedier. 

„On a fait iusqu’ici peu d’attention aux deplacements au’e- 

f irouve la bulle dun niveau fixe sur un plan horizontal immobile, 
orsque l’une des extremites de cette bulle vient a recevoir une 
temperature superieure a celle de l’autre. J’ignore si des observa- 
tions analogues ont dejä ete publiees, mais, dans ce cas, eiles 
doivent etre tres peu connues, car je n’ai vu cette particularite 
mentionnee dans aucun ouvrage**), et Ton est generalement d’ae- 
cord aujourd’hui , lorsque l’on observe un changement quelconuue 
dans l’indication du niveau adapte ä un Instrument, a en rendre 
responsable l’instrument lui-meme, regardant comme infaillible la 
marche de la bulle. M. Quetelet, lorsque je lui ai parle du fait 


*) L’Institut,, jonrnal universel des Sciences et des sociötd« savantes 
en France et a l’Etranger. Ire Section. Treizieine annee. Nr. 590. 16. 

Avril 1845. p. 145. 

**) J’ai consulte inutilcmcnt sur ce sujet les traites de physique et 
d’astronoroie Ics plus rdeents ct les plus estimös, notamment le Physika • 
lisches Wörterbuch de Gehler, ct V Astronomie physiaue de M. Biot, qui 
a consacrd quarante pages de son excellent ouvrage (tnmc II, 1844, chap. 
IX, sect. 2) k developper la construction, le roanicment et les propridtds 
du niveau k bulle d’air. L. 
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en question, m’a appris qu il avait observe le meme phenomene il 
v a dix ans, pendant qu il etait occupe a determiner la latitude de 
Bruxelles au nioyen du cercle repetiteur, niais qu il n’avait pas 
insiste sur cette singularite , paree qu il eroyait lavoir vue rappor- 
tee dans un ecrit dont le titre lui echappe aujourd'hui. Qiioi qu il 
en soit, mon but, en prdsentant cette note, n'est uullement d’e- 
tablir nies droits de priorite a la decouverte du phenomene que je 
Signale, niais siinplement de donner de la publicite ä un fait que 
jai constate pour ma part, et qui merite detre connu. Mon desir 
est detre utile ä ceux qui se servent du niveau a bulle d’air coinine 
instruinent de precision, en leur insiiirant de la defiance dans soo 
maniement, et de les inettre en garue coutre des erreurs qui, dans 
des circonstances ordinaires, selevent facilement a plusieurs se- 
coudes, et, dans des cas extremes, a une minute et au dela.“ 

„En substance, ma rejnarque peut se formuler en ces quel- 
ques mots: „Un niveau a bulle d air tres bon et tres sensible 
etant cale sur un plan invariable, si Tune des extremites de sa 
bulle vient ä se trouver en presenee d une temperature superieure 
a celle de l autre extremite, la bulle tout entiere marche du cote 
d’oü emane la chaleur.“ 

„Cette experience est extremement facile ä rdpeter, lorsque 
Ton possede un niveau un peu sensible. 11 suflit de le caler , et 
de placer ensuite la main ä un centimetre environ au-dessus d’une 
extremite de la bulle. Au bout de cinq ä six secondes (plus ou 
moins suivant la chaleur de la main et la sensibiüte du niveau) 
on verra la bulle se deplacer lentement , marcher vers la main et 
suivre celle -ci dans tous ses mouvements. On rend cette action 
nlus energique en dirigeant l haleine vers celui des deux bouts que 
Ion veut faire avancer. En moins de cinq secondes, jVi deplace 
ainsi de douze millimetres la nulle d un niveau; chaque millimetre 
de l’echelle correspondait ä un angle de quatre secondes.“ 

„Cette observation est bien simple, et cependant je ne crois 
pas qu’on en ait ja niais tire aucune consequeuce. Ne voit - on pas 
en enet tous les jours des ingeaieurs, cbarges de nivellements tres 
precis, operer avec le niveau cercle, saus meme prendre la pre- 
caution de soustraire leur instruinent a l'action directe des rayonsj 
du soleil, en Sorte que tantdt Tune des extremites de la bulle, 
tantot l’autre est la plus echauffee? Si les erreurs que Ton com- 
met forcement ainsi deviennent trop palpables, on se rejette alors 
sur les dilatations inegales de la monture de 1’instrument, on s’en 
prend au mecanicien *) , tandis que les meines irregularites se 
seraient manifestees si I on avait pu se servir d une simple fiole 
sans aucune monture. “ 

„Tout le monde connait les ecarts inexplicables auxquels sont 
sujettes les observations de latitude laites a )’ai<le du cercle repe- 
titeur. On voit, dans la ßase du Systeme metrique (zevol., pages 

et suiv.), des discordances frappantes entre. des seriös d’ob-, 
servations de latitude faites par Delambre avec des soins scrupu- 


*) M. Bcanlicu, mecanicien de roliscrvatoirc de Bruxelles, auquel 
je parlais derniercment de ce fait, m’a dit que plusieurs ingenieurs 
8'etaient plaints a lui de ce que ses niveaux se derangeaint au soleil. J ui 
inontre u M. Beaulieu qu’un excellcnt niveau de Fortin, attaehe au cercle 
repetiteur de robservatoire , sc derangeuit a la chaleur de sa main. L. 


Thcil VI. 


26 


Digüized by Google 


402 


N. 


leux. Cet habile observateur se demande s’il est possible de les 
expliquer par des rdfractions extraordinaires dues au grand froid 
uu il iaisait alors. “ 

„Ces derniers mots suflisent pour me rendre compte des er- 
reurs d’environ dix secondes que Delambre a pu faire sur des 
distances zenithales conclues a l’aide du niveau. Sans parier 
d un feu de bivouac qui, par un temps si rigoureux, bnllait proba- 
blement ä quelque distance de la Station , m des deux bougies qui 
servaient ä dclairer le rdticule et le niveau du cercle repetiteur, la 
cbaleur rayonnee par le corps de l’observateur, dans un temps tres 
froid, peut facilement devier la bulle de 10", d’autant plus que la 
disposition du niveau , pour la determination des latitudes, est teile 
que l’un de ses bouts est tournd vers l’observateur, et l’autre daus 
une direction opposee. Ajoutons enfm que, par un grand froid, 
la bulle devient plus sensible, et que l’allongement considerable 
tiu'eile prend permet aisement qu’une de ses extremites s’echauffe 

plus que 1 autre.“ * 

„ll faut donc eviter de faire de pareilles observations daos 
un lieu ferme, ä travers une ouverture etroite ; car il s’etablit alors 
' un courant d’air qui, venant frapper l’une des extremitds de la 
bulle du niveau, la deplace ndcessairement.“ 

„Pour bien m’assurer de l’effet que les variatiönis de la tem* 

f ierature peuvent avoir sur un niveau expose a l’airi j’ai opere de 
a maniere suivante. Sur une forte pierre de taille servant d’appni 
exterieur ä une fenetre de premier etage, j’ai placd deux niveux 
u bulle d’air. Les deux instrumens dtaient situeS sur le prolonge* 
ment Tun de l’autre , et separds par un intervalle de vingt centi- 
metres environ. L’extrdmite de cbacun d’eux etait distante de 22 
cent. du montant le plus voisin. 11s etaient exposds vers le sud, 
mais la direction de leur axe faisait avec la mdridienne un angle 
de 40° comptes du nord en passant par l’ouest. Le niveau n° la 
une longueur de 22 centimetres et un diamdtre intdrieur de IO»"", 4; 
la plus petite longueur de sa bulle a etd de 22”»”*, 5 par une 
temperature de 36° environ ; sa plus grande longueur de 74 wu » par 
12°, 3. On voit qu’il renferme trds peu d’air et que la majeure 
partie de sa bulle est formte de vapeur d’alcool. 1 Le niveau n° 2 
a la meme longueur que le precedent, mais son diametre n’est 
que de 14 mTO , 7. Sa bulle varie de 17”””, 5 ä 50 mm aüx tempera* 
tures respectives de 36° et 12°, 3. Les fioles en verre n’etaient 
garnies aaucune armature ni support: je m’affranchissais par*la 
de toute cause d’erreur due aux ailatations inegales du metal par 
la cbaleur, ou du boispar l’humiditd. Elles etaient posdes sur la 
1 pierre formant l’appui de la fenetre, mais, pour les fixer, j’avais 

place au - dessous de leurs extTemitds deux petites couches de cire. 
epaisses d’un demi - millimetre environ, adndrentes ä la fols ä la 
pierre et aux fioles.“ ^ _ 

„Pour eviter qu’on atribue les oscillations de la bulle ä un 
mouvement pdriodique de la pierre de support ‘ou du^ bätlment 
cause par la cbaleur du soleil, je ferai remarquer de suite que les 
deux bulles marchaient en sens inverse, c’est-ä-dire qu’elles se 
rapprochaient pendant le jour et se fuyaient pendant la nuit. Ce 
fait, que j’avais prdvu, est ce qui ra’a engage ä operer avec dem 
niveaux au lieu d’un seul. En effet, pendant lajournee, les rayons 
solaires rdflechis par la couleur blanche du montant a concentraient 
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la chaleur vers le milieu de l’appui horizontal, et attiraient les 
deux bulles vers ce point milieu. La nuit, au contraire, les deux 
montants conservaient une temperature superieure ä celle de l’air 
ambiant, et attiraient les bulles a leur tour.“ 

- , „Mes observations ont commence le 5 septembre et fini le 16: 
j’ai note chaque jour, ä 15 ou 16 epoques differentes, la position 
du milieu de la bulle de chacun des deux niveaux. Kn regard de 
cbaque resultat, j’indiquais la temperature donnee par uu thermo- 
raetre centigrade place ä l’ombre du montant b. J’ai formd ainsi 
des tableaux oü la marche des niveaux est comparee ä celle du 
thermometre, et je les ai trouvees toutes deux parfaitement con- 
cordantes. Enfin, pour permettre de mieux saisir d un seul coup 
d’oeil la liaison intime qui existe entre les variations de la tempe* 
rature et les deplacements des bulles, j’ai traduit graphiquement 
les resultats de mes tableaux.“ 

„J’ai cherche vainement ä me donner ä moi-meme une expli- 
cation completement satisfaisante du phenomene qui fait l’objet 
de cette communication : c’est un sujet de recherche tres interes- 
sant, et qui, suivi avec soin et discutd avec sagacite, pourrait 
peut-etre jeter un jour nouveau sur la theorie des ondes calo- 
rifiques.“ * 

„Je me suis donc borne, apres avoir bien constate le fait, 
h tacher de remedier ä un defaut qui euleve une grande partie 
de ses avantages ä un instrument precieux. Le moyen que je 
?ais proposer me semble resoudre le probleme aussi completement 
que possible.“ 

„Un niveau ä bulle d’air est enveloppe d’une seconde fiole, 
d’un diametre double de la premiere. Les deu¥ cylindres se tou- 
chent tout le lon^ de la generatrice inferieure, en Sorte que la 

S &usratrice superieure du veritable niveau se confond avec Taxe 
e la fiole enveloppante. Celle -ci est rempüe entieremeiit d’eau 
coloree en bleu: la teinte que Ton donne a l’eau doit etre aussi 
foncee que possible, mais permettre cependant de faire la lecture 
des divisions tracdes sur le niveau interieur. Enfin, l’une des 
extremites du tube enveloppant est fermde ä l’aide d’un bouchon 
en c&outchouc, qui, par son elasticite, suit le liquide colord dans 
contractions et dilatations, et empecbe que la grande fiole 
5 en ete, oü qu’il s’y forme un vide en hiver. Par ce moyen, 
Ile se trouve entourde de tous les cdtes d’une egale quantitd 
iquide, au milieu duquel eile peut etre consid^ree conime na- 
lt, et eile est soustraite, dans toute sa longueur, aux brusques 
egali tes de tempdrature, par la conductibilite du liquide ambiant : 
mo, couleur bleue donnee ä l’eau sert a absorber davantage le calo- 
rique rayonnant.“ 

„ Pour m’assurer de l’efficacitd du moyen que je viens d’in- 
diquer, j’ai commencd par exposer un niveau ordinaire ä la chaleur 
artificielle provenant d’une lampe ä meche cylindrique. Un dcran, 
srcd d’un trou circulaire, et interpose entre la lampe et le niveau, 
»rmettait de diriger la chaleur sur l’une des extrdmites de la 
le. Je I’ai deplacee ainsi de 11 divisions en deux minutes.“ 
„J’ai ensuite enferme le .niveau dans une enveloppe sem- 
>le ä celle que je viens de ddcrire, mais sans y introduire de 
liquide: l’effet de la chaleur a ete plus energique que dans be 
premier cas; la bulle s’est deplacee de 14 divisions en deux mi- 

' ' 26 * 
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nutes. En effet, l’enveloppe cylindrique faisait fonction de 
lentille.“ 

„En troisieme lieu, j’ai rempü d'eau claire la grande fiole, et 
j’ai replace tout le Systeme dans I es meines ronditions que prece- 
demment, ‘ c’est-ä - dire que la meine distance existait entre l axe 
de la meche et celui de la bulle. Un thermometre place pres du 
niveau, mais soustrait par l’ecran a I’action de la lampe, et «n 
autre, expose directement a cette action, indiquaient dans les deux 
cas les mdmes differences de temndrature. Apres quatre minutes, 
la bulle ne s’etait deplacöe que dune division et un quart . “ 

„Enfin j’ai colore le liquide en bleu ä l’aide du sulfate de 
cuivre ammoniacal , et j’ai dirige pendant cinq minutes la chalenr 
de la lampe sur la meine extremite de la bulle. Au bout de ce 
temps, j’ai pu voir, en m’aidant de la loupe, que la bulle avait 
marche de huit dixiemes de division au plus. Ainsi, l’effet produit 
par la chaleur n’est plus, dans ce cas, que les trois centiemes de 
ce qu’il dtait sur le niveau ordinaire.“ 

„Je crois donc devoir conseiller d’adapter la modification qne 
je viens d’indiquer aux niveaux destines a des mesures de preci- 
sion : si eile rend l’instrument un peu plus lourd; 1 eile a l’avantage 
de le rendre moins fragile; lorsquil lui arrivera un accident, pres* 
que toujours la fiole sera prdservee, ce sera l’enveloppe aui se 
brisera, et celle-ci est bien facilement remplacee, car eile n’a 
pas besoin d’avoir une forme cylindrique parfaite.“ 

„Je terminerai en recommartdant ä ceux qui se servent du ni- 
veau comme instrument de precision, non -seulement d eviter qu’une 
des extremites de sa bulle soit soumise ä une temp^rature supe- 
rieure ä celle de l’autre, mais encore de ne pas l’employer lors- 
qu’il vient d’etre transporte d’un lieu chaud dans un lieu Iroid on 
reciproquement. J’ai remarqud en effet que lorsque l’alcool de la 
fiole sunit des dilatations ou des contractions rapides, la bulle 
parait ne pas se contracter ou se dilater egalement des deux cotes 
< a partir de soll point milieu, en sorte que son centre est reelle- 
ment deplace; et ce mouvement de transport de la bulle continue 
jusq’ä ce qu’elle ait acquis une longueur constante. J’attribue ce 
fait ä des courants Interieurs qui s’etablissent dans le liquide pen- 
dant qu’il s’echauffe ou qu’il se refroiditJ 

Anmerkung. Aehnliche Erscheinungen wie die vorher besproche- 
nen sind übrigens auch schon sonst beobachtet und auch ähnliche Mittel 
zu ihrer Beseitigung angewandt worden. M. s. z. B. die Abhandlung 
von C. A. F. Peters über den Ertelschen Vertikalkreis der Pnlkowaer 
Sternwarte in dem Bulletin de la classe physico-iuathematique de l’Aca- 
ddmie J. de St Petersbourg. Thl. II. 1844. p. 307. G. 
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Andeutungen zu planimetrischen Auf- 
gaben aus der Curvenlehre. 


I ft 


Von 

' * ; • / 

Herrn J. Katzfey, 

t * 

Director des Gymnasiums zu Münstereifel. 


Bei der Stundenzahl, worauf das Studium der Mathematik an 
den meisten Gymnasien beschränkt ist und wegen der übrigen 
Lehrfächer beschränkt bleiben muss,* ist es rathsam und bereits 
vielfach verwirklicht, dass der Inhalt dieses Lehrgegenstandes 
auf sein Minimum reducirt und davon ausgeschieden bleibe, was 
immer ohne Nachtheil des Verständnisses und ohne Verkümme- 
rung der Allgemeinbildung ausfallen kann. Hiernach ist auch die 
Lehre von den Kegelschnitten der Hochschule zu überlassen, un- 
geachtet des Bedürfnisses verschiedener Sätze dieser Lehre zur 1 , 

Behandlung der Physik. Lassen sich nun diese Sätze mit den 
interessantesten Eigenschaften dieser Curven auf rein planimetri- 
schem Wege und leicht fasslich den, Schülern mittheilen; so ist 
hiermit für die Wissenschaft viel gewonnen. Dass und wie dieses 
geschehen könne , habe ich in den Abhandlungen zu unsern 
Herbstprogrammen der Jahre 1826, 1833 und 1840, so wie in meinem 
Lehrbuche der Mathematik gezeigt. Einen andern Weg hierzu 
bieten die nachstehenden Andeutungen, nach welchen die Prima- 
ner in ihren häuslichen Aufgaben zur Kenntniss der Elemente der 
Curvenlehre gebracht und die Fleissigern zu einer angenehmen 
Selbstbeschäftigung angezogen werden können. 

i , 

Genesis und Form der Curven zweiter Ordnung. 

- f ‘ ^ 

* * * . i \ 

§. 1. Aufg. Man soll beliebig viele Punkte einer Linie be- 
stimmen, welche einzeln von einem Punkte und einer Kreislinie 
oder einer geraden Linie in Einer Ebene gleiche Abstände haben.. 

Zur Auflö sung. lster Fall. Der gegebene Punkt ist 
in der Kreis- oder geraden Linie. Die verlangten Punkte liegen 
in der geraden Linie, welche die gegebene Linie unter gleichen 
Winkeln schneidet. (Die Axenlinie). 
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2ter Fall. Der gegebene Punkt Ist Mittelpunkt des gegebe- 
nen Kreises. Die verlangten Punkte liegen in einem concentri- 
scheu Kreise. • 

Bemerk. Von hier ab werde die gegebene gerade Linie als 
Kreislinie von unendlichem Durchmesser betrachtet. 

3ter Fall. Der gegebene Punkt liege im Radius oder in der 
Verlängerung desselben. Sei der Axendurchmesser gh (Taf. 
V. Fig. 2, 3, 4.) und in dem Radius gc oder in dessen Verlänge- 
rung der gegebene Punkte. Dann erliält man zuerst die Schei- 
telpunkte a, e mittelst ga — ab , ge — eh; jeden andern der ver- 
langten Punkte mittelst br, er, bz — zr und zn±-br. 

Mittelst Verlängerung der Richtungslini e br erhält man 
auf der andern Seite der Axenlinie den Punkt v, wo bv=sv wird. 

6. 2. Lehrs. Wenn der feste Punkt b (erster Brenn- 
punkt) im Radius des Bildungskreises (Direktrix) liegt 
(Tal. V. Fig. 2.) ; so liegen die fraglichen Punkte in einer Linie, w elche 
in sich zurückläuft und zwischen Kreisen eingeschlossen ist, welche, 
um den ersten Brennpunkt b und um den Mittelpunkt der Direktrix 
c (zweiter Brennpunkt) beschrieben, sich in a berühren. 

Bew\ Es ist 

« 

' ' bn*^ bz (Eiern. I. 19.); *' * , 

< bz^ba (br^bg); . 

bn*>ba. . t 

% 

* i ’ . , \ * *• , * /' ' . ' 

k - Somit bn^bl. (Wo l Schneidepunkt ist). 

Ferner ist 

ac<gc, 

<rc. 

Sei daher k Schneidepunkt; so ist 

rk—ga 

= ba ; 

aber 

bn^>ba 

6n>rÄ 

0 

rn > &c. 


Er kl. Die Linie, in welcher &c. ist eine Ellipse. 

g.3. Lehrs. Wenn der erste Brennpunktauf der Verlängerung 
des Durchmessers des Bildungskreises liegt, (Taf. V. Fi^. 2.) ; so 
liegen die fraglichen Punkte in zwei Linien, welche in einer Win- 
kelebene unendlich fortgehend sich den Schenkeln des Winkels 
(Asymptoten) allmälig nähern, ohne dieselben je zu erreichen. 

Bew. Seien a , e (Taf. V. Fig. 5.) die Scheitelpunkte, b, c 
die Brennpunkte, bd, bt Tangenten der Direktrix; so halbire ae 
(die Hauptaxe) in o (der Cu rvenmittelpun kt) und ziehe 
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von o aus Lothe zu den Tangenten , . die nach beiden Richtungen 
unendlich fortgesetzt werden können ; seien fk - L bd in i und pq -L bt. 
Dann lässt sich zeigen, dass die fraglichen Linien, durch a, e ge- 
hend, innerhalb der Winkel foq, pok unendlich fortgeführt wer- 
den können, ohne die Schenkel, denen sie sich alimälig nähern, 
je zu erreichen. 

Zu diesem Zwecke nehme man auf der fk einen beliebigen 
Punkt s an, ziehe sc, w elche die Direktrix io r schneide, bs , br , ds. 

Nun ist 


aber 


Also liegt der dem Radius rc entsprechende Curvenpunkt in 
der Ebene des Winkels foq. Sei nun dieser Punkt n und bn ge-# 
zogen, so ist bn—rn (§. 1.) und wenn nzl.br, so ist bz=zr; 
somit bz<^bi. Darum wird diebi von der nz geschnitten, und zwar 
unter schiefen Winkeln, so dass zn, is, über"», s verlängert, con- 
vergiren. 

Wird nun zwischen rc, de ein Radius cw gezogen, dessen 
Verlängerung der zn vor dem Begegnen derselben mit if begegne, 
geschehe im Punkte v; so ist erweislich, dass bv<^cw ist, also 
ler bezügliche Curvenpunkt zwischen zv und «/liegt, somit der if 
läher ist als Punkt n. 

Ebenso verhält sich’« in Bezug auf die oq und ähnlich in Be- 
ug auf die po und ok. 

Da mm beim Fortrücken des Punktes s auf der unbegrenzten 
k die Bestimmung des Punktes n möglich bleibt (weil caparallel 
k); so kann die fragliche Linie unendlich fortgesetzt werden. 

Erkl. Die Linie, in welcher &c. ist eine Hyperbel. 

§. 4. Lehrs. Wenn die Direktrix eine gerade Linie ist; so 
egen die fraglichen Punkte in einer Linie, welche vom Scheitel- 
unkte aus zu beiden Seiten der Axenlinie in stetiger Abweichung 
on dieser und der Direktrix unendlich fortgesetzt werden kann. 

Zum Beweise genügt das A bm. (Taf. V. Fig. 4.) 

§.5. Lehrs. Wenn zwei Kreise excentriscn ineinander be- 
trieben sind, ohne sich zu berühren; so lassen sich zwei Ellip- 
se angeben, deren sämmtliche Punkte einzeln von beiden Kreisen 
eiche Abstände haben. 

Bew. Seien b, c (Taf. V. Fig. 6.)>die Mittelpunkte der 
reise, welche die Axenlinie in i, k, f und g schneiden; so ziehe 
an einen 'beliebigen Radius cs und verlängere denselben um 
— ib. Beschreibe nun mit cl um c einen Kreis und in Bezug auf 
mselben die Ellipse, deren erster Brennpunkt b ist. 

Sei nun n ein Punkt dieser Ellipse, so ziehe bn, w r elche die 
reislinie in r schneide. ' 

Dann ist - , 

bn~nl (Constr. g. §. 1.), 

. • br=ls (Ann.) - * 

rn =jis &c. 


bs—ds (Eiern. I. 4.); 

cfo>rs (Eiern. III 8.) 
bs > rs. 
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Zieht man nun die rs, welche verlängert die Punkte x , : 

giebt; dann cz, bu, welche über u verlängert die cz in v trifft; so 
ist wegen A scz CK) snr cv* frrn c\J uvz auch v ein Ellipsenpunkt und 
uv = vz. 

Aus demselben Grunde ist bu parallel cs und bu:cs=bx : cx8ic. 

Nun begegne bu verlängert dem Kreise um b in u'. Dann 
ziehe su ' , welche verlängert die Punkte x' , r' , z' , gebe, und ferner 
ziehe z'c , r'b, welche verlängert der cs in n 1 begegne. 

Hiernach ist 


r'b:bu'—zfc:cs (Radien/ 

und 

/ • # “ 

Winkel r'u'b=z'sc (Corresp.); * 

i 

daher 

• , • 

\r'bu'coz'cs 

und - > 

r'b parallel z'c; 

somit 

\r'n'scoz'cs. ’ 

Folglich r'n' = n's; also n‘ von beiden Kreisen gleich weit ab- 
stehend. 

Wird nun noch mit einem Radius = cs — r'b um b ein Kreis 
beschrieben , der die cs in V schneidet; so ist 


Folglich 


• » r'b—l's.‘ 

9 • « 

\J • t ■* 

r'n' — r'b— n's 


— l's 


oder 


bn'=zn'l. 



> . > . • * 

Also n ' ein Ellipsenpunkt für die Brennpunkte 6, c bezüglich 
auf den eben beschriebenen Kreis. 

Andererseit der Axenlioie erhält man die Punkte v, v 

Zus. Wenn die Kreise sich berühren; so geht die zweite 
Ellipse in die Hauptaxe über. 

6. 6. Lehrs. Wenn zwei ungleiche Kreise in einer Ebene 
beschrieben sind, ohne sich zu berühren; so lassen sich zwei 
Hyperbeln angeben, &c. Alles nach Analogie des vor. Paragraphen. 

Zus. 1. Wenn die Kreise sich berühren &c. 


Zus. 2. Werden die Kreise einander gleich genommen &c. 

§. 7. Lehrs. Wenn zwei ungleiche Kreise in einer Ebene 
sich schneiden; so lässt sich eine Ellipse und eine Hyperbel an- 
geben, &c. 

Zus. Wenn die Kreise einander gleich genommen werden; 
so &c. 
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§. 8. Lehr s. Wenn in einer Ebene ein Kreis und eine gerade 
Linie ausserhalb oder berührend gegeben sind; so fasst sieb eine 

Parabelangeben, &c. * . 

♦ ^ • 
Zus. Wenn die gerade Linie * Kreissekante .wird; so erhalt 

man zwei Parabeln, die dem Satze entsprechen. 



Heber die Potenzen mit imaginären 

Exponenten. 

Von , » . 

Herrn L. Ballauff, ' '* 

Lehrer an der Bürgerschule zu Varel. 

!' ' 


In einem frühem Aufsatze*) suchte ich die verschiedenen Grund- 
begriffe der allgemeinen Arithmetik auf eine, von der gewöhnli- 
chen abweichende Weise darzustellen, liess aber damals die Po- 
tenzen mit imaginären Exponenten unberücksichtigt. Eine mög- 
lichst elementare Herleitung des Begriffs dieser Potenzen soll den 
Gegenstand der folgenden Abhandlung ausmachen. 

Es sei a eine absolute, rationale oder irrationale Zahl, also 
ein Zeichen, welches eine solche Behandlung der Einheit vor- 
schreibt, welche sich genau oder beliebig aneenähert auf eine 
Xheilung und Vervielfältigung derselben zurückiühren lässt; die 
Bedeutung des Zeichens a x ist dann in der erwähnten Abhand- 
lung für den Fall erklärt, dass x eine positive oder negative, ra- 
tionale oder irrationale Zahl ist. Die dort gegebene Definition er- 
streckt sich aber nicht auf den Fall, dass x eine imaginäre Zahl 

(von der Form qp. V —1) ist; dieselbe bedarf also für diesen Fall noch 
einer Erweiterung. 

Dieser Erweiterung stellt sich aber eine ei^enthümlicbe Schwie- 
rigkeit in den Weg. In a x ist nämlich x kein Zeichen, welches 
inmittelbar eine Behandlung der Einheit vorschreibt, wie z. B. in 
i-Y-xci sondern ein Zeichen, welches angiebt, auf welche Weise 


*) Thl. V. Nr. XIX. S. 259. • 
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die Einheit nach der Vorschrift von a behandelt werden soll. So 
schreibt das Zeichen 3 in a s nicht vor, dass die Einheit 3mal ge- 
nommen werden soll, sondern dass die durch a angezeigte Behandlung 
dreimal wiederholt werden soll. Man sieht, dass sich diese Er- 
klärung unmittelbar gar nicht auf den Fall ausdehnen lässt, dass 
der Exponent eine imaginäre Zahl ist. Es entsteht daher die 
Aufgabe, den Ausdruck a x in einen andern umzuformen, in wel- 
chem x unmittelbar eine Behandlung der Einheit vorschreibt; 
dann kann die Erweiterung der Definition keiner Schwierigkeit 
mehr unterliegen. Diese Aufgabe ist durch den bekannten Satz: 


0=0 


o x = lim. (l-faloga.j:)® gelöst, in welchem Ausdrucke loga den na- 
türlichen Logarithmus von a bezeichnet. Von diesem Satze soll 
hier zuerst eine einfache, und wie mir scheint, recht instruktive 
Herleitung gegeben werden. 

Es sei zuerst a>i und S eine positive Zahl. Dann ist a^> 1, 

also a — l-\-A f wo A eine positiv e Zahl bezeichnet. Da A mit ö 
zugleich 0 wird, so kann man A = b.ö setzen, wo b noch von <5 
abhängt und erhält dann: 


«r = l-f b.ö, 


( 1 ) 


Es soll nun untersucht werden, was aus b wird, wenn ö un- 
endlich klein wird. Aus (1) folgt: 




a S -~ 1 


ö 


( 2 ) 


und es fragt sich, ob sich dieser Ausdruck für d=0 einer be- 
stimmten Gränze nähert. 

fTT* ! '»*♦.' * ' * '• 1 , • , , , - 

. .1 1 . 

, Man setze zuerst 5—~ , wo n eine unendlichgrosswerdende 

•- : ' • •* ■' ' • L • 

• * “’j «» — 1 i t - 

ganze Zahl bezeichnet und — ; — = Un. Dann ist . 




i 

n 


L 


an = 1 -|- 


Un 

n 5 


" ~ (1 + ^ - l+a»+i ( 1 - ^ . a»’+273 (* “ £)• O“ ") 


♦ » 

n. 


Man isieht, dass in dem Ausdrucke zur rechten Hand alle 

t lieder positiv sind und dass die Anzahl derselben , so wie die 
oeffizienten der einzelnen Glieder um so grösser werden, je 
grösser n wird. ‘Da aber die Summe aller Glieder immer =:a ist, 
so muss Un mit wachsendem n immer kleiner werden. Die Glie- 
der der unendlichen Reihe: 


>»•. r 


Ml y Wj , W3, ... Un , m inf. 


sind alle positiv und jedes Glied ist kleiner als das vorherge* 
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hende; diese Reihe muss daher eine positive Gränze m besitzen, 
so dass , 

w=oDa n — 1 
m— lim 


n 


t ■ 


ist. 


m ist aber zugleich der Werth von Jim Um sich hier- 

* 


von zu überzeugen, überlege man, dass “-^1 eine Funktion von 9 

ist die nur für d=0, ein Fall der bei unserer Betrachtung nicht 
vorkommt, eine Unterbrechung der Kontinuität erleiden kann. Für 

ein unendlich klein werdendes S kann man nun - so wählen, dass 

derZahhverthvond— — kleiner ist als jede angebbate absolute Zahl. 

W k • , » . i_ 

a n —1 


Dann kann aber, der Erklärung der Kontinuität gemäss. 


n 


«rd dem Zahlwerthe nach kleiner als jede noch so kleine ab- 

d 


u 

solute Zahl werden, und man hat 


lim 


a n 


-1 . V- 1 


n 


= 0 ; 


oder 


» < 
'V 


.*!' <| , !-■ 

1 


Jl.l' 

’l 


a=» 1 1-«, ■ - 1 - i: ' 

lim — v = *' m — I 

! w r * n 


V 


i . 


Es ist daher, für o>0 und ein unendlich kleines, positives Ä: 


®=° a d_l 


a^ = l-f77i.d, wo m— Um — ^ 
a s _ a -i' _ _J Ljj= 1 — md' = 1 + m . d ; 


1+md 


und Ist «<1, so Ist 

/ 


, • • 11.. > •* <i • . . 

\,i ». • *.-• v *• ' * * •*• ' 

v =0 


. 3 v =0 (3-V i ' ' 1 *=° 1 — a v 

g) =1 + d lim kl2_-L=l+d hm-j^r 


= l + d. lim 1 — -:limor=l+d. ltm — jp-— * m0 ’ 


i 
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daher 


. S 


i : 


1— md , 

Es ist daher streng allgemein für jedes absolute a und jedes 
unendlich kleine, reelle 6: 


a^= 1 -f- m . ö 


(4) 


wo 7/1 eine bestimmte Zahl und 


. i 


»"•V 


• c< 


ist. 

Ist x eine beliebige reelle Zahl und n eine unendlich grosse, 
ganze Zahl, so ist nach (4) 


f 4 

» > » i •* i > . 


X 


, . 


X 


a n =1 -f m.-y 
n 


daher : 


i . 

i . -• * - 


M » 


■> }' 




n=® _r fl 

a x = lim ( 1 -f m — ) 


W- 


n \ 


... (5) 

i . » 


Ist 


d=sO d , 

lim — s — =1 , 




so nennt man bekanntlich e die Basis der 


natürlichen Logarithmen. Es ist dann 

*■ - - » . . 

n—x> j' n «= ® 1 n 

e* = lim (1 + -) , e = lim (1+-) *) 

)t .r •• > } . ... . • * :v* ^ M » • * , < ■ 


Da 


^ e *io g :=FJa+^ n ,(6) 


n 


< • 1 ' 

so folgt aus der Vergleichung mit (5) 


t 


7/1 = log a. 


In (6) ist nun a x auf eine solche Weise umgeformt, dass in 
dem Werthe von a x x unmittelbar eine Behandlung der Einheit 
vorschreibt. Die Gleichung (6) giebt dann unmittelbar folgende 
Erweiterung der Definition der Potenz: 


*) Der Beweis, dass (l-f— ) für n unendlich werdend sich eine? 

bestimmten Gränze nähert, ist schon früher im Archive Thl.I. Nr. XXVDi 
S. 204. Thl. HL Nr. XXXVI. S. 32T. gegeben. Ich halte es daher ft? 
überflüssig ihn hier zu wiederholen. 
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Es sei a eine beliebige absolute Zahl, x eine beliebige reelle 
oder imaginäre Zahl ( cp .V — 1), so bezeichnet man 


"t® . ^.log a " 

lim (1-f- — ) mit«*: 


n 


Es muss nun noch gezeigt« werden j wie die durch 
vorgeschriebene Behandlung der Einheit an einer Grösse wirklich 
ausgeführt wird. Es sei X ein Strahl, der von dem Anfangspunkte 
der Koordinaten aus nach der Richtung der ersten positiven Halb 

achse gezogen ist. Den durch V.(I -f- ) dargestellten Strah 


Strahl 

erhält man, wenn man in dem Endpunkte von X nach der einen oder 
anderen Seite hin, je nachdem cp positiv oder negativ ist, eine Senkrechte 

errichtet, dieselbe = g - macht, 'und den Endpunkt dieser 

Senkrechten mit dem Anfangspunkte der Koordinaten verbindet. 
Ist n unendlich gross, so erhält man einen Strahl, welcher der 
Länge nach —X ist und mit demselben den beschriebenen Winkel 

a. xr <P- £ , 9>.iloga x n 

- — — bildet. X.a ~X. lim ( 1 -f - — ) erhält man, wenn 

ft .* » , g*. ft * - . « 

man dieses Verfahren wmal wiederholt. Obiger Ausdruck ist da- 
her ein Strahl , welcher mit X gleiche Länge hat und mit demsel- 
ben den beschriebenen Winkel oplogez bildet. 

, ^py X a j g0 e j n ßehandlungszeichen , welches vorschreibt, 
.dass ein Strahl : um den beschriebenen Winkel cp, log« gedreht 

werden soll. 1 schreibt daher eine Drehung um den be- 
schriebenen Winkel cp vor. .ist also gleich demjenigen Be- 

handlungszeichen , welches ich in meinem frühem Aufsatze mit e 
bezeichnet habe. * , ' * 

Hieraus ergiebt sich auch unmittelbar, dass X,e? ~ 
—■■X, cos cp -J- Ä.sin cp . V —1 , also e'P'V — 1 = cos cp -f sin cp \r=Ä 

' ■ ■ J' '' • * n=X) Q.i n cp.i' 

ist. Da sich nun auf bekannte Weise lim(l + z — ) — e in eine 

•» ‘ w . ^ 

unendliche Reihe entwickeln lässt, »s o erhalt man durch Gleich- 
setzung der reellen und imaginären Theile mit Leichtigkeit die 
bekannten Reihen für cosg? und sin cp. 

Die Definition der Potenz lässt sich nun auch auf den Fall 
erweitern, dass man ifür den Exponenten ein beliebiges Behänd- 

ungszeichen, wie etc. setzt. Ist A ein solches, so hat man: 



A — SO A n 

— lim (1-| — ) 
v * n 7 


?• 


ro es dann freilich noch zweifelhaft bleibt, ob dieses Zeichen 
ine bestimmte Bedeutung hat oder nicht. Für diese Potenzen 
issen sich dann mit Leichtigkeit diejenigen Sätze beweisen, die 
ir gewöhnliche Potenzen gelten. So ist z. B. 


\ 
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daher : 


. i 


n— OC j n 

in) 


e~=t lim (1+-) , 


>/ »=X A> n 

r = lim ( 1 -| — ) ; 


, n=OC £ n n=* i 

e^.e^ = lim ( l-f-~) X lim ( 1 +- — ) 

= c l<MsM ,+ r>‘i 

- — ) ■= <? ; 


z/'" 
71 


vorausgesetzt dass nicht d.d 1 eine solche Behandlung der Einheit 
anzeigt, durch deren Ausführung eine unendlich grosse Grösse 
entsteht. 

Die Erklärung 
ist theils schoi 
wohnliche Weise gegeben werden. 

Die Konstruktion der imaginären Zahlen ist bekanntlich zuerst 
von Gau ss gegeben worden. So viel ich weiss, ist von Gauss 
selbst Nichts darüber im Druck erschienen *). Ich kenne diese Un- 
tersuchungen nur durch eine kurze briefliche Mittheilung eines 
Freundes (des Herrn Dr. Wittstein) und durch die Abhandlung 
des verstorbenen Majors Müller im Archive (ThI. I. S. 397). Die Idee, 

die Zeichen — , d x u. s. w. wie Zahlen zu behandeln, ist von dem 
ax 

verstorbenen Doctor Eichhorn in seinen Principien einer all- 
gemeinen Funktionenrechnung (Hannover 1834) vielleicht zuerst 
ausgesprochen. Cauchy hat von dieser Idee bekanntlich glänzende 
Anwendungen auf die Theorie, des Lichts gemacht, nennt aber 
diese Rechnungen symbolische. leb glaube, dass dieselben nicht 
mehr oder weniger symbolisch sind, als die Rechnungen mit un- 
benannten Zahlen überhaupt. 


« » . 

solcher Potenzen, wie a u + v ^~ 1 , (a+6^ — — 1, 
i in dem Frühem enthalten oder muss auf die ge- 


*) Die Abhandlung ThI. VI. Nr. XXXV. und deren Anhang konnte 
Herr Ballauff bei Abfassung de« vorliegenden Aufsatzes noch nicht kennen. 
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LI. 

lieber das ballistische Problem *). 

s 

s 

* 

» r | 

Von dem 

Herrn Doctor Dippe, * v ' J,: 

Oberlehrer am Gymnasium Fridericianum za Schwerin. / 


• . - I , 1 

In dem Programm des Gymnasium Fridericianum jn Schwerin 
vom Jahre 1843 habe ich eine Lösung des ballistischen Problems 
auf die Annahme gestützt, dass der Widerstand der Luft der 
Geschwindigkeit des bewegten Körpers proporti nal sei. 
Ich bin weit davon entfernt, diese Annahme fur richtiger oder 
für weniger falsch zu halten, als die gewöhnliche Voraus- 
setzung; allein ich glaube doch, dass diese Untersuchung nicht 
ohne einiges theoretische Interesse ist, indem theils das Gesetz 

f ’enes Widerstandes noch gar nicht mit hinlänglicher Sicherheit 
iekannt ist, theils die von mir zum Grunde gelegte Annahme die 
einzige ist, bei welcher man zu einer vollständigen Lösung des 
Problems gelangen kann. Selbst die Praxis scheint bei dieser Auf- 
lösung nicht ganz leer auszugehen , wenn man nur von den aufge- 
stellten Formeln nicht mehr verlangt , als sie bei der Umvahrschein- 
lichkeit,- dass die ihnen zu Grunde liegende Annahme richtig sei, 
leisten können. 

Der Umstand , dass von unsem Programmen nur wenige Exem- 
plare die Gränzen Mecklenburgs überschreiten, wird mir zur Ent- 
schuldigung dienen, dass ich das Wesentlichste aus jener Abhand- 
lung hier mittheile. . . 


§ i • . • 

Der bewegte Körper sei eine Kugel, und die beschleunigende 
Kraft des Widerstandes sei 



*) Ich halte es für meine Schuldigkeit, zu bemerken, dass der Ab- 
druck dieses schon seit längerer Zeit in meinen Händen befindlichen Auf- 
satzes durch unvorhergesehene Hindernisse bis jetzt verzögert worden 
ist, glaube aber, dass derselbe auch nun nicht zu spät kommt? wenn 
auch der Gegenstand selbst nicht ganz neu ist. G. ; ■> ‘ 
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wo k eine durch die Erfahrung zu bestimmende constante Geschwin- 
digkeit ist , deren Werth von der Grösse und Dichtigkeit der Kugel, 
sowie von der Dichtigkeit und besondern Beschaffenheit des wider- 
stehenden Mittels abhängt, während q die beschleunigende Kraft 
der Schwere in dem widerstehenden Mittel bedeutet, v aber die 
Geschwindigkeit des bewegten Körpers ist. Wenn G die beschleu- 
nigende Kraft der Schwere im leeren Raum ist, ö aber die Dich- 
tigkeit des Mittels, d die Dichtigkeit der Kugel bedeutet, so 
hat man 

Es wird g negativ , wenn S > d ist ; und in diesem Falle erhält 
auch k einen negativen Werth , damit der Quotient y- positiv bleibe. 

Da ferner der Widerstand um so geringer wird, je kleiner ^ist,so 

S 

muss der Werth von k in der Weise von abhängen, dass k un- 

g 

endlich gross wird, wenn ^ verschwindet, also wenn die Bewegung 
im leeren Raume erfolgt. 

Um die Lösung des Problems zu vereinfachen , nehmen wir an, 
dass die widerstehende Flüssigkeit keine eigenthümliche Bewegung 
habe, dass ihre Dichtigkeit in der ganzen Ausdehnung der Kugel- 
bahn constant, und die Richtung der Schwere mit dem durch einen 
Punkt A der Kugelbahn gezogenen Erdradius parallel sei. Die 
Bahn des Kugelmittelpunktes liegt alsdann in einer durch AB geleb- 
ten vertikalen Ebene, wenn AB die Richtung angiebt, welche die 
Kugel im Punkte A hat. In dieser Ebene legt man durch A die 
Abscissenachse A X horizontal und die Ordinatenachse A Y darauf 
senkrecht, so dass die Ordiuaten in der Richtung nach oben posi- 
tiv genommen werden. Nach Verlauf der Zeit t sei die Kugel mit 
der Geschwindigkeit v in einem Punkte C angelangt, dessen Coor- 
dinaten x und y sind; der zwischen A und C liegende Theil ihrer 
Bahn sei s , und in C bilde die Richtung ihrer Bewegung mit AX 
den Winkel g> : dann sind nach bekannten Gesetzen der Mechanik 

d 9 x qv d*y qc . 

_ = _^ C0S9 , — = - Tmo(p -. g 


die Differentialgleichungen , aus denen die Gesetze der Bewegung 

.* r f « * ds dm 

hergeleitet werden. Nun ist bekanntlich c oay= > ^-, sin q> 

dy 

— folglich hat man die Integration der Gleichungen* 


. d 2 x 

V dF~-i 


ff dx 
k ' dt 


2 ) 


de ~ k' dt V 


• ,1 , * 

zu bewerkstelligen, und, wenn im Punkte A die Geschwindig- 
keit = a ist, "und mit AX den Winkel BAX—a bildet, die Gon- 
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stauten so zu bestinunen, dass gleichzeitig <=0,': *==0y 0, 

CU (f -i t r dV 

s= 0, = cos a , ^=sin«, mithin die horizontale 


dx 




„ * ^ 


Geschwindigkeit -^ = «cosa, die vertikale Geschwindig 

j“' *' • * * f'll''. üi't, ' Vi» i i » » | 

keit -j^—a sin« werde. 




Man iindet durch Integration der Gleichungen 1) und 2) 

* * *• * v lf " ax ■ *’•**• ** « . j« : **!- to 

3 ) J 7 =« coso— I 


rf< A ’ 1 • v' 

4) g = asin«_f- 9 <. 

« 1 '• . M . •' »; •'»< . - i <:* •’ * ' *. * t <;*• ;j r } . 

( * ¥ j • * . | | 4 . •! • 

Aus der Gleichung 3) erhält man durch eine neue Integration 

. k , ' ak cos a 

5) t= — log. nat. —7 , - 

ff . . akcosct — gx 

oder , • . . . . / 

• ak cos a < — §? . . ... 

6)' x — — (l^e k ), * * •*;.» - 1 

■ t. . ff •. ; , ; ; 

wo c die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet.’ 

Eben so erhält man aus 4) »•>•***«* ><i* » * **i # ‘ 

~ . k ;’ v ‘ . £-f «sin« 

7) *=-log. nat. — — ■ ■" 


.*i r • 1 . » •: 

• '»• » \’> 


,0 


fl 


‘) s .. 


| d • 

• d 1 ) • t • ^ «2 * 


f/y 

^ + flsina — — <0r£ 


* * j 

. / •* 1 ?. (. ■. '«1 , « ii< ?.'•') // 

i*/ : n\. <, 


/ J^' + asina — — v 4 

8) g = k (1 — e fc)~ tj- 

"*• ff 5 1 

/ * *, *’ , y 

Durch Combination der Gleichungen 3) und 6) findet man die 
horizontale Geschwindigkeit: 




. • * i «'m ’i* = acosae — ' T, V : \ ■ " 

'“■> • • • » '**•* ™ dt '' * ’* ‘ n 'i 1 » ras */ .(! .!* 

und aus 4) und 8) die vertikale Geschwindigkeit: 

du ' t 1 li 

10 ) -£j=(k + a sind) e , k —k. 

Endlich erhfilt man durch Verbindung der Gleichungen 5) und 7) 

ak cos cc k -f- a sin a *’• i .. ; ,/ , niui 

, aÄcosa-r* qx , . . ov 9 • 

.> « 4 I) ..1 — . - \k J . / 

« ' ’ yf v , 

und wenn wir aus 5) für t seinen Werth setzen und gehörig redu- 
ciren, so ergiebt sich diof Gleichung d er Kugelbahn 


Är-f-asinc^ fi k % 


ak cos a 


11) y=z x - — log. nat. — i — 

f * a cos« •» or 0 uäcos« — 




Tlieil VI. 


27 


418 


oder noch einfacher: 




acosa 


• •/ 


k* 

x H log. nat. (1 

ff 



Es ist also die Bahn eine ebene Curve, deren Gleichung in 
der einfachen Gestalt 


• Sftpp* + H nat - (1 — rx ) 

i 

erscheint, wenn man die constanten Factoren der Reihe nach mit 
p, q, r bezeichnet. 


§. 2 . 


Eine nähere Untersuchung der obigen Formeln lehrt nun Fol* 
endes. Die Gleichung (12) reducirt sicn für A* = oo, also wenn die 
ewegung im leeren Raume erfolgt, auf 


. 1 1, 


Gx* 

v = taDga.x — cm 5 -, 

^ ° 2a* cos*« 


•»lui 


das ist die Gleichung der Parabel, welche eine mit der anfäng- 
lichen Geschwindigkeit a unter dem Elevationswinkel a fortgeschleu- 
derte Kugel im leeren Raume beschreiben würde. 

Für die vertikale Geschwindigkeit erhält man den Werth 

dy . k f a sin ct 

g = a «a.«-y ak __ x. 


cosa 


wenn man die Formeln (4), (11), (5) in §. 1. combinirt Dieser 
Werth wird Null, w r enn 

• |tv ;n. 1 *»Im t < 2^(l-f 


a* sin 2a 


aS,D -) : • ),):.•! 


k 


ob 


ist, und dieser Werth verwandelt sich, wenn &=oo , ff~G wird, 
d. h. wenn der Körper sich im leeren Raume bewegt, in die 
bekannte Formel 


x — 


a % sin 2a 
2 G * 


Die Ordinate des höchsten Punktes der Kugelbahn findet man, 
wenn man den Werth (1) in die Gleichung (12) des §. 1. substi- 
tuirt, nämlich 


.. k % f a sin a . . /4 asin a \ 

2) »1 = — (— 7 . log. nat (1 + — T — )). 

ff \ R K / 

**» ui : ir nirew hnr 

Dieser Werth geht für £ = oo über in ' • . r» f i: nir 

__ o- sin a « 

v.y — » feba 2 G m noai> ’<• 

... - \ r, 

** ' .IV lbdT 
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Die vertikale Geschwindigkeit erhält von, diesem Punkte an 
eben negativen Werth und w ird immer grosser , während die Ordi- 
nate abnimmt, so dass die Kugel sich der durch A gelegten hori- 
zontalen Ebene wiederum nähert. Sie erreicht dieselbe, 7 wenn 
y — 0 wird; die Abscisse dieses Punktes oder die Wurfweite 
muss durch Auflösung der transscendenten Gleichung 


3) 


k-\- asina k * 


»cos 


n a . k 1 . » qx v ~ 

— x + — log. nat (l- -jr- ) — 0 

a , ' g ö v ak cos a' 


gefunden werden. 

; Nun hat aber die Auflösung einer transscendenten Gleichung 
von der Form. 

• . 4 i . • : 4 i , k 

px+q log. nat. (1— tx)=0 

keine bedeutenden Schwierigkeiten ; . es ist also die Wurfweite als 
bekannt anzusehen für jeden Elevationswinkel a und für jede An- 
fangsgeschwindigkeit a, sobald der Coefficient k bekannt ist. Die- 
ser (joefficient kann aber gefunden werden , wenn man bei unverän- 
derter Anfangsgeschwindigkeit unter verschiedenen Elevationswinkeln 
die Wurfweiten beobachtet hat. 

Ferner lehrt die Gleichung (3) in 6. 1., dass die horizontale 
Geschwindigkeit abnimmt und für aie Abscisse 


*•==* 


ak cos cc 
~9~ 


verschwindet Setzen wir x^x*, so finden wir nach (5) in 
§. 1. für t einen imaginären Werth, während t= oo wird für x=^x 2 ; 
zugleich erkennen wir aus Gleichung (6), dass mit wachsendem t 
die Abscisse x sich dem Werthe x % in der Weise nähert, dass 
der Unterschied 


x 2 — x 


ak cos a 




9 * 


jff£ 

k 




kleiner wird, als jede beliebig kleine Grösse, indem unendlich 
gross wird. 

Folglich ist die mit der Ordinatenachse parallele 
radeLiinie , . 

' . * 4 • » * 

ak cos a 


ge 


x= 


9 


eine Asymptote für den auf der positiven Seite der 
Abscissen abwärts gehenden Zweig der Curve. Die 
Bewegung nähert sich also immer mehr einer geradlinigen verti- 
kalen Bewegung ; und da der Ausdruck der vertikalen Geschwin- 
digkeit (Gl. (10) in §. i.) sich dem Werthe — * k unbegränzt nähert, 
wenn man t zur Gränze oo wachsen lässt : so wird die Bewegung 

immer mehr gleichförmig. Von dem Augenblicke an, wo ^ 

27* 
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. ' • 

* , • * « * , * 

~0 war., nimmt die vertikale Geschwindigkeit 7h der Richtung von 

oben nach unten fortwährend zu , ohne den Werth ~ k in endlicher 
Zeit zu erreichen oder jemals überschreiten zu können. Wir 
schliessen daraus , dass £die grösste Geschwin digkeit ist, 
welche die Kugel in dem widerstehenden Mittel erlan- 
gen kann, wenn sie ohne anfängliche Geschwindigkeit 
unter dem Einflüsse der Schwere sich senkrecht ab- 
wärts bewegt. - 

Eine weitere Untersuchung der Gleichung unserer ballistischen 
Curve zeigt uns, dass der auf der negativen Seite der 
Abscissen liegende Zweig keine Asymptote hat. 

Zuvörderst nämlich ist keine vertikale Linie Asymptote, weil 
y für einen beliebig grossen negativen Werth von x niemals ima- 
ginär wird. Verbindet man aber die Gleichung der geraden Linie 

. . - - if=px 

mit der Gleichung der Curve (vergl. (12) in §. 1.), so erhält man 
für x — — oc nach gehöriger Beseitigung der in 0x<x> liegenden 
Unbestimmtheit 


P= 


k-\- a sin ct 
a cos a 




Wenn also der auf der Seite der negativen Abscissen liegende 
Theil der Curve eine geradlinige Asymptote hat, so muss dieselbe 

der geraden Linie y = a x parallel sein. Setzen wir aber 


. •: Är + asin«.' 

y — q 

■ J a cos ct ' * 


in die Gleichung der Curve, so finden wir für # = — oo auch^=ao» 
d. h. es ist keine Asymptote vorhanden. 


% 



§. 3. 

Da unsere Annahme sich von dem wahren aber unbekannten 
Gesetze des Widerstandes noch weiter entfernt, als die gewöhn- 
liche Voraussetzung: so können wir nicht erwarten, dass die 
gewonnenen Formeln die Resultate der Beobachtung darstellen und 
uns z. B. die wirklich beobachtete Wurfweite eines Geschüt- 
zes bei dem Elevationswinkel ct geben werden, wenn wir für a die 
wahre Anfangsgeschwindigkeit der Kugel, für k die wirk- 
liche grösste Geschwindigkeit einsetzen wollten, welche 
diese Kugel beim Falle in der Luft erreichen kann. -jEs bleibt also 
nur übrig, zu untersuchen, ob die gewonnenen Formeln 
nicht zur angenäherten Berechnung der Wurfweiten 
für hei i ebige Elevationswinkel eines Geschützes die- 
nen können, wenn man hei demselben Geschütze mit 
unveränderter Ladung durch Versuche die Wurfweiten 
x ' , x" und die Flugzeiten t 1 , <" für die Elevationswinkel 
a'. ct" gefunden hat. 

. A ' . % 

4 W 
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Man kann aiisgehen von den Gleichungen 


^ = 


ak cos a' . — 


»» 




9 


r( 1 


)> \ 


'i 1»*‘ 


J*Z= 


> ak cos a!' 




ff 


-a 


), 


; < 


f, 


welche nach (6) in §. 1. gebildet sind- Hieraus ergiebt sich die 
Proportion 


et" 


x , :x f, =cosa‘ (1 — e * ) : cos ct" (1 — e k ), 

’* - , * •> * * • * v , 

und daraus die Gleichung 


,! : « - 

* I 


1 ) « 


— . x 1 cos oP — — . x' cos a" 


k — . - 7~ C * -f- 

x cos a 


od' cos a! 


1 = 0 , 


, 1 COS 

in welcher a nicht mehr vorkommt. Es sei ■ ^7 

Dann hat man, um £ zu bestimmen, die Gleichung 

2) 1=0 


—6, e 


I 


* — 1 


* ; t 


aulzulösen. Es wird hierbei immer genügen , für i! und 1? die ihneu 
zunächst liegenden ganzen Zahlen zu setzen, und dann Fourier’s 

• •. V: . .. . - s • • 


Näherungsmethode anzuwenden. Da z~e fc ist, und k nicht un- 
endlich gross angenommen werden kann, so ist z immer ein 
positiver achter Bruch. 


Nachdem k gefunden ist, erhält man a durch eine v der. For- 
meln, von denen wir in diesem Paragraphen ausgegangen sind. 

In la Fere hat man 1770 mit einem zwölfzölligen Mörser, des-' 
sen Bombe 142 Pfund wog, als Mittel aus je 4 Würfen folgende 
Werthe erhalten: 


a':=50 0 , x' = 2982 Pariser Fuss, f' = 16Secunden, 

. löfelO*, *"=1434 „ „ *"= 4 „ * ! 

Unsere Gleichung wird für diese Werthe - * 

x 16 — 3,186 z 4 +2,186 = 0, 

1 1 • , * 

deren Wurzel ich =0,96013 finde. Setzt man nun ^= 30,196 Pari- 
ser Fuss, so wird 

k = 742,24. 

Darauf erhält man für a' die Anfangsgeschwindigkeit « = 394,46 
und für o // eben so «=394,47. 

Die wahren Anfangsgeschw indigkeiten sind wahrscheinlich viel 
grösser gewesen ; diese sollen aber jetzt gar nicht ermittelt wer- 
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den. Nun ist nicht zu erwarten , dass die gefundenen Werthe von 
a und k die Gleichung der Kugelbahn befriedigen werden, wenn 

man in derselben y—0 und x ~ setzt. Sie würden das 

nicht einmal thun, wenn die Theorie richtig wäre, weil sie aus 
Gleichungen bestimmt sind, in denen sie von der beobachteten Flug- 
zeit abhängig sind. Sollen aber a und k so bestimmt werden , dass 
sie die Gleichungen 

k+asma' , , k % t A /4 gx' s A 

—x H — log.nat. (1 P- — f)=0, 

acosc . g ° N ak cos« 7 

Xr-fasina" „ £*, , • -* * arf' x _ 

^ - log- -at. (1 - -J ^) = 0 

befriedigen,, von denen wir die erste mit tt' = 0, die zweite mit 
«"==: 0 bezeichnen w r ollen: so kann man die vorhin gefundenen 
Werthe als angenäherte betrachten, und durch Auflösung der 
Gleichungen 

, du 1 du 1 
'« ( +J7^ + JT^= 0, 


u" 


F 


da 

du u 


da 


Ak 

^“+§F^=° 


Ja, Ak bestimmen, so dass a-\-Aa, k\ Ak den wahren Werthen 
von a und k näher kommen. Man kann auch k als genau ansehen 

und a so bestimmen, dass u ’ -\-u" möglichst klein werde; ja es 
wird sogar genügen können, k als genau bestimmt anzusehen , und 
a so zu Jbestimmen, dass entweder u '= 0 oder u"=0 wird. 

Wenn u "= 0 werden soll, so wird auch ^u v =0; sieht man 

q . • ** 

also u" als Function von a an, und bezeichnet man dieselbe durch 
f(a), so hat man . 

und die Gleichung / , (o)= 0 ist aufzulösen. 

, <7 x' ox"tanga // 

Man setze ^ — =P ’ W — und bdde ^g^ch die 

Differentialquotienten von f(a )s dann ist 

v /’(o) = “' + # + log. nat. (1 — ~)» 


r («)= 




n«)=- 


Mut 


■*. * 


aUl-f)* 
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Id dem Ausdrucke von f(a) erhält log nat. (1 — *) einen ima- 
ginären Werth, wenn * ^ 1 gesetzt wird; man weiss also, dass 

a>p sein muss. Dann behält aber f”(a) für alle Werthe, die man 
i für a setzen darf, immer dasselbe Vorzeichen, kann folglich 
bei der Auflösung der transscendenten Gleichung f(a)=0 als be- 
i stimmende Function angesehen werden. Die von Stern in 
Crelle’s Journal BandXA.IL mitgetheilte Methode, transscen- 
dente Gleichungen aufzulosen, ist bei unserer Gleichung äusserst 
einfach. Da für a—p die beiden ersten Glieder in f(a) üen Werth 

1 + y annebmen, während log. (1 — £) = — oo wird, so ist für 

Werthe von a, die nur wenig grosser sind als», der letzte Theil 
überwiegend und f{a) negativ; für einen Werth dagegen, wel- 
cher grösser ist als die Wurzel a von f(a)= 0, wird f(a) positiv, 
während /*(«), f 1 (a) ihre Vorzeichen nicht ändern. Ist als# 
und zugleich a<o</3, so sind die Zeichenreihen' 

rw /» m % 

a — + — 

ß - + + 


Die obere Gränze a Ist dann wegen der gleichen Vorzei- 
chen von f(a) und /*(a) zugleich die äussere, und man findet die 
neuen Gränzen ß 1 durch die Formeln 


und hieraus 


m. a'-a 

— a t - fff — ßf 

f(*'Y f (<*‘y 


Hierbei ist immer 

« < «' < o" . . . . <a . . ß* < ß* < ß, 

Jso dass man der Wurzel immer näher kommt. 

In dem gewählten Beispiele setzen wir £=742, während 

«" = 10°, 0^=1334 Fuss Ist. Man findet dann sehr schnell 

• » > 

f (376,25) = — 0,00001 , / (376,27) =a -f 0,00001 . 


Da nun der Werth a= 376,27 die Gleichung f(a)~0 auch 
befriedigt, wenn man « # , x # statt a? substituirt, so ist hin- 
reichend genau, um die beiden Versuche darzustellen: 

% * « • * • ♦ 

£=742, a=376,27. 

* ■ V » % 

4 • . 

: « }. 4 . ‘ * 

Soll nun die Wurfweite x berechnet werden , welche man mit 
demselben Geschütze und derselben Ladung bei dem Elevations- 
winkel « erhalten würde, so hat man in der Gleichung (3) in §. 2. 
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. / +flsina . k* , A „ • • gx x 

- x + — log. nat. (1 3 r - — -) =0 

«cos« n ° v «/rcoscr 

, , • v , , / • • • 

\ • 

för k und a die eben gefundenen Werthe einzusetzen und dieselbe 
nach x aufzulösen. Multiplicirt man den Ausdruck mit fj, und 
setzt man . 


9 


«ytangot , 


. . — m, . — — m, 

nie cos a k * 

so erhält man 

0 m t 

* * • « • % 

(m-f-m') # + log. nat. (1 — m#) =0. 

• • f r # • 

Nimmt man ferner 2=1 — mx und bezeichnet man den Werth 

1 fi sin g 

14 -— 9 das ißt l 1 4 - — j . — mit n, so hat man die Gleichung 

w(l — z) -f log. nat. 2=0 

. t • * 

aufzulösen, und findet dann die Wurfweite 


x— 


1 — 2 

m 


» * 1« • »• « IT • • •» . \ »■ 1 • 

Man wird also nach folgenden Formeln zu rechnen haben: 

9 n _ A .««na 

ukeosa* ^ k , 9 

* * • • 

9 (2) = n (1 — 2) + log. nat. 2, 


cp l ( z )=j—n, 9" (*) = —“*• 

Die Auflösung der Gleichung ^>(z )=0 hat gar keine Schwie- 
rigkeit und wird noch dadurch erleichtert, dass z nur ein positi- 
tiver ächter Bruch sein kann, indem 1 z=l — mx ist und 
log. (1 — mx) nicht imaginär werden darf. 

Wenn man für diejenigen Winkel die Rechnung ausführt, für 
welche in la Fere im Jahre 1770 Versuche angestellt sind *) , so 
erhält man folgende Resultate: 


! Elevation 

in Graden. 

■ 

Wurfweite in Par.Fuss 

Differenz. 

... » » 

Reclin. — 
Beob. 

berechnet 

beobachtet 

1 

, < 

10 

1434 

1434 

0 

20 

2433 

2488 

. —51 

30 

3004 

2994 

+ 10 

40 

3170 

3408 

* —238 

43 

3149 

3144 

■f 5 

45 

3117 

3090 

d 27 

W" .5° 

2982 

2982 

.0 


*) Gehler, Phys. Wörterb. 1«, p. 758. • ’* 
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Die Wurfweiten für 10° und 50° sind oben, benutzt, um die 
Coiistanten a und k zu bestimmen. , Für die Winkel über 50° wer- 
den die Differenzen der Rechnung und Beobachtung bedeutender, 
nämlich — 182, 194, — 242 für die Elevationswinkel 60°, 70°, 75?* 

• N 

Es scheiut hiernach möglich, auf dem angezeigten 
Wege die Wurfweiten, welche den zwischen und a a 
liegenden Elevations winkeln zugehören, mit hinrei- 
chender Sicherheit zu berechnen, wenn die zu den Win- 
keln cci , « 2 gehörenden Wurfweiten durch Versuche ge- 
funden sind und die Differenz nicht zu gross ist. 

\ M 

.» ' . » * . 

• • • • I 

' l, » • ' 


Sollen endlich die Gesetze der Bewegung für den Fall ermit- 
telt werden , dass die Widerstand leistende Flüssigkeit selbst in 
Bewegung ist, - so gehen wir von der Annahme aus, dass unsere 
Kugel, wenn sie unter dem Einflüsse einer gleichförmigen Strö- 
mung von der Geschwindigkeit F, festgehalten wird, denselben 
Widerstand leiste, den sie selbst erfahren würde, wenn sie in der 
ruhenden Flüssigkeit sich mit der x Geschw indigkeit F bewegte. 
Dann ist die durch die Wirkung dieser Strömung entstehende 

' • x g ■> 

beschleunigende Kraft gleich 

Die Kugel habe in einem Punkte A die Geschwindigkeit C und 
gelange nacn Verlauf der Zeit t zu einem Punkte B. Durch A 
lege man die drei auf einander senkrechten Coordinatenebenen XA Y } 
XAZ, YAZ , von denen die erstere horizontal sei. Die Abstände 
des Punktes B von diesen Ebenen seien der Reihe nach 2 , y , x; 
der Bogen der beschriebenen Curve zwischen A und B sei 's und 
die Tangente in B habe die Richtung BD, ln der Richtung BD 
würde der Körper sich mit der Geschwindigkeit v weiter bewegen, 
wenn in dem durch t bezeichneten Augenblicke alle Kräfte zu wir- 
ken aufhörten und der Körper nur nach dem Gesetze der Trägheit 
weiter ginge. ; 

, » v *• 

Nun sei während der Zeit t der Körper einem Winde ausge- 
setzt, dessen Geschwindigkeit V ist und dessen Richtung die Linie 
BE angiebt. Man ziehe durch B die Linien BX 1 , BY ' , BZ 1 
parallel mit den Achsen AX, A Y , AZ , und bezeichne die Win- 
kel DBX', DBY f , DBZ' der Reihe nach mit « l5 ß lt y lf sowie 
die Winkel EBX\ EBY v , EBZ 1 durch c«, ß 2 , y%. Dann sind 
die Gesetze der Bewegung herzuleiten aus den Gleichungen : 


d 2 x 


fL 

k 


(Fc0SCf 2 — COSC^), 


^S=f (Fcosßi— »cos ft), ’ 


I 


dh 
di 1 


I (Fcosy 2 — rcosft) — y • 
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Nun ist aber bekanntlich ^=i>, ^ z=z ^ odtt i» ^= C0 «Ä, j 

srcosft; wir erhalten also, wenn wir zugleich y a =90° setzw, 
uns also auf den Fall beschränken, dass der Wind horizontal weht: 

i 

» S=i 

♦ * * 

cPz # dz 
'~~k dt~ 9 ' 


3) 


dt* 


Die Constanten der Integration bestimmen wir so , dass zu 
gleicher Zeit t, x, y, z Null werden, während Ccoaa^a, 

^=Ccos|3 = 6, ^=Ccos y = c sein soll. Der Kürze wegen 

setzen wir V cos 02 = 0 ', Vco8ß 2 =zb'. Wirerhalten dann durch 
Integration der Gleichungen (1), (2), (3) folgende Formeln; 


4) <=- log 
9 * u 


dx* 


5) <=“ l°g 


dt 

b 1 — 6 


6'— 






(ft 

. k Jc + c 

6) <= 9 ,og 

* + dt 


welche mit Leichtigkeit in folgende umgewandelt werden: 

1 • . 

dx 


g* 

k 


7) ^= 0 '— («'— a)e , 

, _*? 

8) jjL=b'-{b'-b)e , \ 

9) £=(*+*)«"* — A. 


Durch neue Integration leiten wir hieraus her : 


gt 

k 


10) ar=a7— «) {t-e }, 

, 

11) S =6't— 1(6'— 6)!l-e *i. 
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f 

, 12) x=£(*+c){l-e 

Durch Gleichsetzung der Werthe von t aus den Formeln (4) 
und (6) erhält man 

q '— a h-\- c , ; 

/ , dx , . dz 

a ~tU 


* 

woraus sich ergiebt 


(«' “ <*)j t + (* + c) ^ — (ak' + a'c) =0. 


Hieraus ergiebt sich durch Integration: 

13) ( a ' — a)z-\-(k-{- c)x — (aÄ-fa , c)t=0. 
Eben so erhalten wir aus (5) und (6) 

14) (6' — b)z-\-(k-{-c)y — (bk+b'c)t—0 f 
und aus (4) und (5) 

15) ( a / — a)y — ( b ' — b)x — (i ba ' — a&')t=0. 


Jetzt sind wir so weit vorgeschritten, dass wir die Gleichun- 
gen der Projectionen unserer Kugelbahn erhalten können. Wenn 
wir nämlich aus den Gleichungen (13), (14), (15) die drei Werthe 
von t nehmen und den ersten substituiren in (10) oder (12), den 
zweiten in (11) oder (12), den dritten in (10) oder (11): so erhal- 
ten wir die Gleichungen der drei Projectionen auf die Cordinaten- 
Ebenen, nämlich: 




k * ak+a'c . 

e i» 


17) b'z+ky= k (&A ' ~ l ~*' C - ) il-e * “ + |, 

Sf 

g (a' — a)»— (* # — *)* 

40s / x# ( ab)^ *’ ba'-ob> 

18) a'y — b'xzzz -{l — e $. 

9 


Bringen wir die Exponentialfunction in jeder dieser Gleichun- 
n auf eine Seite allein und gehen wir dann zu den natürlichen 
ogarithmen über, so erhalten wir die Gleichungen der Projec- 
tionen unter folgender Form: 

__ v k + c kiak-V-a'c) . _ ‘ «A'-fa'c 

19) z = — — x log. nat. T 

7 ß — a' ff (« — a ) 


k\c kijbk + b'c) 


b—b' y ~ g(b^V) loß- " at — W ’ 
Jy ’ bk + b'c—’h-i—gy 


, , ßß 

ak -f a'c — — gx 

bk + b'c 
¥ 
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^ — b' ^(ba’^ab 1 ) ba' -\~ab' 

21) V — , X 7 rpr— log. nat. -n t jj— . 

, * • . • • ' * * / * * • >. I * 

Aus den gewonnenen Formeln ergeben sich die Eigentümlich 
keiten dieser Bewegung ohne grosse Schwierigkeit. Es ist ferner 
leicht, die Gleichung der ebenen Curve herzuleiten, welche heschrie 
ben wird, wenn die Richtung des Windes und die Richtung der 
Geschwindigkeit im Punkte A in eine vertikalesEhene fallen. End- 
lich gelangt man zu der Gleichung (12) in §. 1. zurück , wenn man 
die Geschwindigkeit des Windes Null setzt., 


, < , 


T , 


(. 




5 . 5 ‘ 


1 *. 


lii. 


i • ■.{ >. 


. • i : 


i • • 


Nachtrag zu dem Aufsätze Ith er den 
Vertrag der Ijehre von der Auflösung 
der Gleichungen des dritten Grades. 

(Thl. VI. Nr. I. S' 1.) 

*• ‘ * 1 • “ « ' . • , 

’ Von v 

, dem Herausgeber., 


» * • 1 •* . » 

. t • 4 t ** — M * , * 

ln dem vorher genannten Aufsätze habe ich ganz absichtlich 
mein Augenmerk vorzugsweise auf die reellen Wurzeln der cubi* 
sehen Gleichungen gerichtet. - Weil jedoch dieser Aufsatz nach 
einigen mir zugekommenen freundschaftlichen Mittheilungen nicht 
ganz ohne Beachtung gfeblieben und hin und wieder bei’m Unter- 
richte benutzt worden ist, so erlaube ich mir meinen früheren 
Entwickelungen jetzt noch die folgenden wenigen Bemerkungen 
über die imaginären Wurzeln hinzuzufügen. 

Die imaginären Wurzeln erhält man, wenn man von der Vor- 
aussetzung ausgeht, dass in den früher gebrauchten Bezeichnun- 
gen nicht ^r-fy,=0 sei. Dann hat man zur Bestimmung der 
Grössen p, q, pu, nach S. 2. bloss; die vier folgenden Glei- 
chungen: ‘ 
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pj > , — q</i— i-«> Pti+ypi — ®; 


i)v- { p * —3p l9x *=:b[--;- f 

■i 

l 


n r / 

• i •* 

V 3 + </i 3 — 3/>V/~ 3^!^! =0. 

v"- < • - o ; v\v , 

Aus der zweiten dieser vier Gleichungen folgt 

> : V ' ‘ V' <V ; ' U'\ ** 

2 ) 1 

Multiplicirt man die erste der vier in Rede stehenden, Glei* 
chungeu mit q, so erhalt man 


\ t 


1 


pqpx — q qx — j aq. 


also wegen der Gleichung 2):* % v 


: , 1 *\ 


* r » « 

\ \ > . j! 7# r 


. r " •*. ! i • ■ V ’ 1 »M‘ •. • { ^ 5 ’*> h * . : ,.»r 

3) (^ 2 + </ 2 )^i = TTofl^) : / « • n- v 


Multiplicirt man die dritte der Gleichungen L) mit q 3 , so er- 
hält man 


p 9 q* + q*pi*—2pq>-3q z p l qi* = bq*> 






t. s. * \ i * , , , 

und folglich, weil wegen der Gleichung 2) 


U X 


/•(X 


» * * 1 _■ * 


. . . . - „ . y »V ; s' 1 

3 " 3 —-p 3 qx*j q piqi *=—pq q i 


ist: 


x * • 

•u » 


V A 

v •' 


qpi 

,, H ':T* - v. • • V- i *M. 

4) p(p*-3q*)(q* -qi*)=(>q 9 - 


Multiplicirt man die vierte ^der Gleichungen 1) mit ?Vso er- 
hält man 


<7 2 (? 3 + '/x 3 )-^ 3 i p a ^ 3 -3(/>i a <7 1 : =0, 

• •: *' 1 -■* ?m ' !' " ;I *' 

und folglich, weil wegen der Gleichung 2) 


x >ü: U'ij. 


q*Pi 2z *w?4.i % 

>« 

U» i * 


ist: 


i » 


5) (^-3/>») (?’+r/. )=0. 


• >i«n *• • V» ]*'• .» 


•: jiv> 


Weil aber nach der Voraussetzung nicht ^ + ^1=0, d. i nicht 
ist, so ist auch nicht </ s=v --?i 3 ’ d. i. nicht ? # + tfi 3 =U, 

V , \ K\ s~x o-.u 


jind wegen der Gleichung 5) ist folglicl 


✓ 
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6) v*— 3p*=0 

Daher haben wir zwischen den drei Grössen p, q, q t jetzt 
die drei folgenden Gleichungen; 


7) 


(P*+9*)9t=— 

• .i I . ‘ , ' 

P (P* ~ 3^*) (9‘ - qi * ) = bq', 
q'~3p'~0. '■ 


Aus der dritten Gleichung in diesem Systeme folgt 


also 


n 


9'=3p', 

V 


P 9 +9 ,2 =4p*, p*— 3^*=-8p*; 


und nach den zwei ersten der Gleichungen 7) haben wir daher die 
beiden folgenden Gleichungen : 

•8 ) 4p*?,=— ioy, 8p»(y*- Vl *)=— 6yi; 

oder 

i • i 

9) a , q*=-i728p t qS,(b+8p*)q , =8p*q 1 t . 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die beiden folgenden: 

X * 

* * « 

oV=-1728p‘<J'.*» 216(b+8p , )p’q’=n28p‘q, , i 
also durch Addition: " 

* 

10) {a'+Sie^+Sp'jpMy^O. 

Ist nun nicht 9=0, so ist 

11) o*+216(Ä+8p*)p*=0, 


d. i. 


12) p«+|6p»=_ * „•. 


Lost man diese Gleichung wie eine quadratische auf, so er 
hfilt man ^ 


also 


V ,; 13) p* = ~&lb + * fl 8 }. 
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Nach der dritten der Gleichungen 7) ist 


15) ?« = ■( 


und weil nun nach dem Obigen 


« - - a P - a 

f>l q 3(p*+q 2 ) 12 p 


aq ^ 


~ 12p* 4? 

ist; so hat man die folgenden Auflösungen: 

* 3 




Pl = ? 


b — ~yTb % — a 3 


, ^ == F 




und 


=-iy r *+£*3ü, v=± ^y i±l*iziV£; 


a 


Pt= » 


6\ 6 +^ 




2V3.V 


Weil nun bekanntlich 

•r =p +p, + (y+7i) 1 
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* f r ■ - ■ “ ■■ ’ 

16) x=~\y li-V^-Sra 3 _ 


<4 . i 


a 


•j 


.\f ti—YJv—'a* , 

• .1 . , I •* ,;v ■> iK 6^ 1 ■ ii ' 


l V34 /’*-VÄ»-,v«*‘ 


* n 


2V3 


I 3 

3.y/*rL 


V7,*- 5 «, o* (■ 1 


<\* 1." . 


i* 4 


und 


* t 

* \ 


17) jj± Vft»--y T a» ' 


« 


l »• 


V 


6+^A'— 5 \« 3 


3 : „ «t; , »< 

V 3 \f b + ^b'- t \a a 

“Q"* Q 


« I •» •( 

r «•, •• •)■ . »■ 


V, rf 


a 


V t 




2^3. 


v 


6+ V>— ,Va s ?' vr_ 


Durch leichte Rechnung überzeugt man sich, dass 


3_ 




' y~ 6-^ f>*~s,a 3 y /i + W^-J,a 3 _i a - 


ist, woraus man ferner ohne alle Schwierigkeit schliesst, dass die 
beiden letzten Wertfye v,on. x von den beiden ersten nicht verschie- 
den sind, und man also, wie es erforderlich ist, för x nur zwei 
Werth e erhält. 

, * 

Auch ergiebt sich leicht , dass man diese Werthe von x auf 
folgende Art ausdrücken kann: . 


• v ‘ * 3 ’ - .* 3 - « • . 

iS) j jy bzlJEEM. , \ EIZlpSg | 

• * , • » 

* t I VE^^-V t t T T M ‘ I T ~ 


oder 


tr/ 
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19) X — ft 1 9 


V 


A + V 6»— ,‘ra’ 


3 

V 


A-V^ A a - ,* «’ 


I 


« 


2V3 


3 3 r 

y b-\-^b*-—4 r a 3 y b-Vb*- t *7ä' | ^“ 1 - 

Wenrii^ixO Ist, so itft wegen der dritten dar Gleichungen 7) 
auch » = 0, und wegen der ersten der Gleichungen 1) also a = 0. 
Die dritte und vierte der Gleichungen 1) werden in diesem Falle 




Px (Pi*.T.3fi ?),*=*> 0. 

Weil nun aber nach der , Voraussetzung nicht q + q x —Q ist, 
so ist nicht ^,=0, und folglich 

»i*— • 3 pi'= 0 , q l '= 3 p I *. 

Führt man diesen Werth von q ,* in die erste der beiden vor- 
hergehenden Gleichungen ein, so erhält man 

.e!->»-,L>‘ . • Pi*—, '^Iby also /?j ’ ' h ' £ , ‘ r ■ 

und folglich ' , . l , . 

*.j ‘ " * * ’ -ZI/ 3 3 % | i 

Vi =+PiV3==F-^v6. 

’•*» i . : > , }.,,r, • •• *• 


• : I» 1 \ ,> . • * 

Also ist in diesem Falle 


f , 


. ^ 

i » ■ 


oder 


.-.V i-M 30 )\jr= -\Vb. (liVS.'T-l) 

' t . \ '4 j . * -- " ' ~ 

. > >■ • . . * ; . '• 


n-'Oi / . 21>) (Idb V**— »3)i:. *.! hi». *‘..**jt 

< i s*:, . »» ’.J 

Ganz denselben Ausdruck von x erhält man z. B. aus 18), 
wenn man a=0 setzt, und sieht also, dass die Gleichung 18), so 
wie eben so jede der Gleichungen 16), 17), 19), ganz allgemein 
gültig ist, d. h. für jedes reelle a, auch für a= 0, gilt. 

Dass sich die vorhergehenden Ausdrücke auch aus der Glei- 
chung 6) in uneinem früheren Aufsatze' herleiten lassen müssen, 
versteht sich von selbst, was aber füglich dem Leser überlassen 
werden kann. Meine Absicht im Vorhergehenden war nur, die 
in dem früheren Aufsatze bei der Bestimmung der reellen Wurzeln 
Angewandte Methode noch etwas weiter zu verfolgen, aus welchem 

Gesichtspunkte man allein das Vorhergehende zu betrachten hat. 

> r * o \ • ^ , * $ 


■ • ' » • t 

»* » »' • 


* . 


«. ! i 


1 “ 4 


<» 1 

J 

* * ’ * 


i« 


{ - 


• Theii VI. 
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1 


* I 


Willi. 


' \ 


lieber bestimmte Integrale. . ./ 

' • ' * •' muj il * i< 

* : . b 't. 

Von 


« - 


» ' t • 


Herrn P, Arndt, 


* * > \ < 


. i 


Lehrer am Gymnasium nt Stralsund. • * *' • *- •* 

t • ' • i » i * • • * *.*.!« 


’ « 


<• 


*. i * <t* , i »• i «' |f»v . •« « • : • 

J : J »*>*’’. I»*" t* J 

Durch gewöhnliche Division erhält man die identische Gleichung 


* •. 

r ■ H*‘ ,« • « 


yfl ff - *n * * » 

* • \ 

Multiplicirt man auf beiden Seiten durch dx, und integrirt von 
.r=0 bis xrzzi, so entsteht ' ; * 


t/o 1+^ 1 ^ „±0 «+!+» + ( V J 0 1+* 


^ Differenziirt man »un diese Gleichung nach a, die resultirende 
Gleichung wieder nach a u. s. f. , so erhält man nach und nach 


»i 


.»» .’v Uüt/T IiJ.-'' t n Y. M07 MWlit'' 

,!iiodoior-) *>ii» > -< ! ; i ) JP^x a lxdx I • 


.{•Hu h •*‘» < > 


I >' 


‘ *•: Kllttjj l^-4f rl, ; » .1,, 

*ntso(flri-l +®)®fnA sr>f' J o n> 




i! 


1 x a (lx) 2 djc * . v , 
o 

:,.,i =(— i)».2 ^ / -fl r \3 -H-l)*‘ +1 

, «=o(a+l+») s 7 J 0 1+a: ’ 


*. ■ I » . I < 

. I v 


/■ 


x a (lx) 3 dx 

l-{-x 
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u. s. iv., also allgemein 

u i”'«. ™ .<■ 


s: 


x a {lx)\ 


. » .1 

-l cfe: 


ü :>if 


!■ » . * 1 1 Si i»' 


0 1+# 

* « • »A j | 

, i n ( ~ t^ -1 • 2-3~».(p— 1).(—1)» . • 

+ (-!)■+■ , , 

.. • ,-vo , , i+* \ .... .. . < 


oder 


*V#, * Si U;ir 


M» 


( — l)?* -1 /* 1 x a (lx)P-~ l tlx . hU ti‘jM ' : W 

%'3...(p—l)J Q ^ , 14 -# ' ' 

«=« ✓ 1 , i ... . 1 ibira+Ti+'flxte-'dx - 

= f— i)n » / * -i-f— lwy / ryrr. jsgii. 

1 ; „=i> (a+1+71 )P V K ‘'“'/o iV* ’ 


j 


Untersuchen whr nun zunächst die Grenze, welcher sich das 
auf der Rechten angehängte Integral" nähert, wenn “ins Unend- 
liche zunimmt. Zu dem Ende wende man auf dasselbe den be- 
kannten Satz an J. ^ f(x) dx=t:(ß~ <x)f{a+&(ß — «)}, wo & 
zwischeu 0 und 1 liegt. Io Bezug auf unsern Fall ist dann 

/»**•+«+* (&>!>->«** q #«+*■»■*•(»)£“ • “vT • 1 • V V; 

I 7—. = ms: 9 und dieser Ausdruck ver- 

J 0 I T * ItV 1 

verschwindet offenbar für 71 = 00 , wenn nicht etwa # selbst ver- 
schwindet. Fände diess Statt, so hätte man die Grenze von 
M n + l (/#)!*- 1 für das unendlich abnehmende # zu ermitteln, und 
nach bekannten Principien über die Auffindung 4er Grenzwerthe 
würde man Null als Grenze jener Quantität linden. Das obige In- 
tegral verschwindet also stets für ein unendliches n . 

- 1 *, . **=**> t r • 

Was ferner die Summe ( — l) n 2 - — — - rA betrifft, so con- 

vergirt sie nach den Principien über die Convergenz der Reihen gegen 

*«=*» ( ' i“, ‘ ,i 

eine bestimmte Grenze, welche durch ( — l) n 2 - — ■ # 4 — r- be- 

v ■ n=o (a-fl-fw)! 1 

zeichnet werden kann. , 

Nach dem Obigen ist daher 

(— l)p-‘ f" x°(lx)v~' dx , ■ tN „ ”= a 1 

* ’2.3....(p^-l)J 0 “ 1-f.z ' 1 r n=o (a-|-l-I-»)P* 

Ganz ähnliche Betrachtungen ergeben die Gleichung 

■ - ' 1 ~ ^ , 1 j v 

s. \ . 

(— i)*“ 1 ["xHlxy-'dx *=® 1 .. 

2) rr~^ -r jv / 2 = 2 — lijMiiOidli. 

2.3.... (p*^l)t/ O I 1 X n=o ( fl-f-l-f -w)p 


. ,1 » _ , _ 'V\ 

In dieser Relation darf aberi p nicht 1 seid 1 ,”' wejf\ dann die 
Summe auf der Rechten unendlich wird. In 1) kann aber p die- 
sen Werth haben, indem die betreffende Summe endlfch istii 

28 * 
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Setzt man — / — für Ix, so gehen die entwickelten Gleichun- 
x v 

gen über in die folgenden: 

- * !— 

ö) -i.3...(p-t)J 0 t+x „=o (o+l+n)P’ 


4) 2.3... (p — l\Jö 


*} X“ dx _1 


i-pr »=o (a+l+fi)*' 


Lassen wir nun a sich der Null nähern, und gehen zu den 
Grenzen über, so wird 

* 

1 r 1 ^y~ ldx —, i 

' -2.3...(p—l)J 0 1+a: . ~ ( , ‘“.fo (!+»)»’ • 

• • I 1 

. , «v i /** (jiiy-'dx i 

IX/ o ; lfrr# ), •! . »= 0 (i+w) p 


•» 


• M 


I 


t 

» • ■ II. 


Die Gleichung 1) wird für p—X folgende: • 1 

i • • * * 

y r ' x x a dx , • «=® 1 ‘ 1 

„ 1+a:— o+t+n'\ ■ • 

t f ■> '••!< ‘i * 1 . • • ‘ i ' . • • • i . . J 

Setzt man hierin x=tang<p*, so findet man nach einigen leich 
ten Reductionen : ’ 


I* ! 


7) 

<•». t II « • * * 


y ^llt *=® >1 ■ ’ • 

0 * a "S^=( # -l)- <t f 0 I+f+S* 


• . * 


• • • •»,* 

Nimmt man hierin für a der Reihe nach 0, 2, 4, 6, etc., so 
ergiebtsich: . - 

i, .* I { \ '• . r. 

/ > iir • » •• * • • 

/ o dg>=l— i + i— f+etc., 

, ^ 57r tang9 a rf9=l— H-etc., 

^ 1 __ 

**tang<p 4 <fcp=J~}-f iV+etc. ; 



allgemein — ' 

-nw i 1 i .1 




Z > 4 ?r j 

oil, JF 0 4 _ 


• Vt *1 


11 

2<y-ft 2r/-f3 2<yd 5 et<? ” 

m 1 i 1 i i » w / F : . ,i , ' 

Deshalb ist ur.uS ! d*l» , r . • •• 


• • 


L 
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d<p=z\n, , ■ 

O ' _ *\ • r • • 


fl 


n 


tang qPdtp— 1— j n , 





4 . a > » • A> i <4 •* » s ;tri 

tangg-V^i-l + K _ rf .„ . , 


. •. '»il » • 1 

u. s. w.; also allgemein 


* * • * ’ % \ 

. , *» ♦». 


» *»» i '>t«f •» Wf 4 , 

rf- 


... o •* 

.» <i; » • * 

i * I ■ * ! • ^ 


■ r * ^ * 1 » 

8) Jo" ,Uf = 2^=Tl- 2^3 + .2^=5 -etc.+(-l)*. i «. 

, Auf ganz ähnliche Art wird , wenn man für a succ. 1, 3, 5, 7, 
etc. setzt: i * 

* r • ; £? * v 

9) ^ J ^ang9%+»^= * ‘ +2^-etc.+(-l)«41og2. 

In beiden Formeln ist q eine positive ganze Zahl; man erhält 
dieselben auch durch Anwendung von Reductionsformeln. 1 

-• -/ *. . >.»'* r* i J 


, III. 


■»ii • 


Setzt man überhaupt in der Gleichung 1) #=:tang9 2 , so ent- 
steht nach einfachen Reductionen 


* » 


pi n # 

10) (p-l) J O * an S 9 > “ (t * an S <p ) I>— 1 dtp I 


n=« 


rrf 1 \n J? 

-- n=o («+1+2 «)p 


H 1 

«ud wenn man a sich der Null nähern lässt : 


, »* (. « ! ' * * * 

»* -* *«-<’/ 

11} dy 

»=X 1 


«i >il) 


==( — -1)" 


(1 + 'be- 


setzt man in der Gleichung 2) #=sin<p 2 , so entsteht nach 
einfachen Reductionen ■' • * ' »• 


12 ) 


(— -l)?— 1 ‘ . f*\n sin qp a (/sinff )P~ 1 rf<)p 

2.3...(;>— l)J o , .cos9 i( 




n— X 
= 2 


4 

« 


n=o («4 i+2n)P’ 

und wenn man a sich der Null nähern lässt: 


V 
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(-l)'— /V (/siny )P-‘rfy _"^ 1 

13) o cos <p (1+2«)'“' 

I 

I _ ■ • ii.! \ 

iv. 

Die Summen in den Gleichungen 5), 6), 13) lassen sich be- 
kanntlich durch Bernoullische Zahlen ausdrücken, wenn p 
eine gerade Zahl ist. Weiss man den Ausdruck für die Summe 
in 6), so können die Ausdrücke für die übrigen gedachten Summen 

daraus abgeleitet werden. Diess zu zeigen, sei 

• i ■ . 


•’ 4- ) \ . 


*= 2 




1 Hk.+ «=+ etc.. 


V • l' 


* /. t l 


»fo (l+«) 2 j 1 2 ? t 2 2 ? t 3*? 


1 • . . • . . . • • • 1 

i»n=* 1 11,1 

nfo (l+^)^l*i _ '2*« + 3 4 9 ” 

# 1 

- '■ ■=*> • * I •• f 1 1 

0= 2 rk- =r^ +5K+55T+ etc. 


•>» 


(l+2n) 2 « — l a ? 5*« T 

I ' • ' II • • 

• • • 

i ■ . .i . " 1 ‘i‘ • rt ‘ 1 ‘ ■ ■ 

Man findet leicht die Relationen s + $i =2tf, s — 

92 ? _i 2 2 «- 1 — 1 ~ , .* 

aus denen sich ergiebt 0— 2*27 ' ” ^ * l — 2 2 ?“ 1 ^ emnac ” h ‘ 

man 


1 ■>(••> . • 


1» )•.' 


n=ao 


*9—1 

22<r-i ß 


0 (l.+ w) 2? 1.2.3.. 2 g 


xfls , 


1 ■ 2^—1 
4A\ } n= ® 1 (2 2 ? -1 — 1) B 2 

1 ) 1 *i=(-t) n -?„ ri -i-„^ — 1.0 3. o„ * ’ 


.=0 (1+n)®« — 1.2.3..2? 


*9—1 


n— oü 
0= 2 


Zo (l+2n) 2 ? 


1 B 

2nY 2 ? 2.1.2.3..2<7 ’ 


•.i 


*0—1 f 

indem /? die qrte Bernoullische Zahl bedeutet. 

Somit haben wir statt der Gleichungen 5), 6), 13) die folgenden. 

t \ .1 


*n— 1 


•» 


,/ o i+x 2y -Im’ : ■' •:» 


15) 


®<7 — * 

y »» ■ 2*?- 1 b , 

0 */ '“ t ". 

(/ sin <p) z ' ! tfqp (2 *t — 1) 

,ii 



y % \n y. »uiyt/-* nifi v .-.— y _a„ 

• COS 9 ~ 2 .' 2 V 


1 i.< •« ii. lif i •! 
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v. 

Die Summe in der Gleichung 11) Ist ein Seeantencoefficient, 
wenn p ungerade ist, denn man weiss, dass 

2 2 »- « 1 

8CC;E =« , „fo (_1) " I+E, ' - 

» . 

2 4 # 2 »= s x ' • i 

+ ~W S 1)M • (l+2n) 3 

• • S* ^ .* 

* t« . v 

2«a: 4 n =® . . 1 , . . v: 


71° n=o 
-f- U. S. IV 


-* (-!>"• 


(l+2«)‘ 


Bezeichnet man also den (q-\- l)teu Secantencoeflicleoten durch 

V+ 1 . V+ 1 2 2 tf- a **=® . . 1 

C, so ist C = 


**=flD 

•f. ( — 1) “’ 7T+2n)*J+ r — 2*»+* 


jt%+‘ '„£> ( 1 )"- (l+2»)®«+ 

1 t '# 1 


t, also 


. Desshalb hat man nach 11) 


*.■ i 


16) J*** ( ^ t an S 9 ) a 9 ^9 = 


1.2.3. .2 q$ jc®«+ 


2 2 7 + 2 


* « * * f it » 

_i i *) 

!...>* 




i.V ♦ >*;, 

< \ 


j*M* 


i . 


' * . I » 


' i •• :i • ; . ! r, • • ,, - 

. V • ' . " * •“*» 


i ■ t 


t i ■ 


' ,r**t 


>. •» 
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• 9 • » ••• I? * 1 i. • !!. ; !• f * 


• r ; • 
li' 1 


‘ »*’ J 'I •!) Ml *! i *..• r 
• ’ ji« ; i •! ’> n *» * .« • 


• ** • 


. LIT.’ 

f 

I • 

• a I 

ATachtrag zu der Abhandlung 
über Systeme von Linsengläsern. 

(Tbl. VI. Nr. X. S. 62.) 


• * V 


Von 


dem Herausgeber. 

• - ) - •• » 


l’ir.*» 


Ueber ein Paar der in meiner vorher genannten Abhandlung 
bewiesenen Formeln erlaube ich mir in dem vorliegenden kurzen 
Aufsätze noch einige nachträgliche Bemerkungen zu machen. 

Setzen wir der Kürze wegen • . . > 

^ ' MW MW M 2 ) . . . M® M( l )M(WM( 2 )...MM 

1 > JW - 3 (^'i •= m 

so haben wir nach 56) oder 57) der genannten Abhandlung die 
Gleichum 


>g 


2) (p< )-FV)(p 1 W-F i «)) = (M)'. 

Hat man nun aber überhaupt eine Gleichung von der Form 

(x— a)(y — b) = z % , 

i 

so lässt sich dieselbe nach einer w ohl von Möbius zuerst gemach- 
ten Bemerkung immer auf die Form 

1 + 1 1 


oder auf die Form 


x-\ -z — a'y-\-z — b z ’ 


1 + 1 


x — z — a'y — z — b z 

) 

t 

bringen, was sich leicht durch ganz einfache Rechnung beweisen 
lässt. Wenden wir dies auf die Gleichung 2) an, so erhalten tvir 
die beiden folgenden Gleichungen: 
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-tv i , ii L 

•v p( ■ ) — W> + «/<*> + Pl (o_ /’,(«')+ jm—jw 


\ / 


und 


\ . 


.v 1 ‘ 1 1 

y> + p.w— Fito—jw ~ ' 

. * • • 

Setzen' wir nun 

*, 5) p!« — F»« + 


und 

% 

also 

und 


* * 1 /:■ 


• \ 


< v 


•• l 


6) p<*) — fW — /IQ= 770 , p,« — F,<0 — JWsrJI.W, 

< 

— ! * »• • x i * ' * • ' , 

7) p(») = fW — p,<0=F (0— $9+P,<<! 

# 

/• »/•' 


m; » 


8) |»<fe jlOf iw, fr« = /\« 4- JfM + li^) 9 

woraus leicht mit Hülfe der Lehre von der Verwandlung der Coor^ 
di naten einem Jeden die eigentliche Bedeutung der Grossen Ft 1 ), 
/\l*) und JI(‘) M JZ,(Ü erhellen wird; so erhalten die Gleichungen 
3) und 4) folgende Gestalt: 


I » 


, * * 


und 


9)J- + J J- 

Fi*i + pM—jm 

f X i • 

1 

» * • • ‘ * \ ' . _ • 

}f. A • • \ 


, ÄV i\ l i 

• v,; 1 ™ 7r( T ) + ^ Jw - 

Für F 1 ) unendlich' wird P,(*)=J(0, und eben so wird für P*« 
unendlich F( 1 )=«/( 0* Für I/( l ) unendlich wird J7 1 (9 = — */(*)> 
und eben so wird für J7j(*) unendlich JI( 1 )= — «/(*). Weitere 
Folgerungen aus den beiden vorhergehenden Gleichungen zu ziehen, 
gehört hier um so weniger zu meinem Zweck, weil dieselben eines 
Theils schon aus den Arbeiten anderer Mathematiker hinreichend 
bekannt sind, andern Theils ich selbst bald ein grosseres selbst- 
ständiges Werk über diese Gegenstände zu veröffentlichen beab- 
sichtige. . _ 1 v , 

In Betreff der Gleichung 66) in meiner oben gedachten Abhand- 
lung , nämlich der Gleichung , . . ' . 

qG) _ , ,.w 3i(0+9*i (OW 1 )^ 1 ) ) 

f/1 (ö ~ * Jf(») MC 1 ) MG) MG ) . . . MG) 9 

bemerke ich, was früher mit Unrecht unterlassen worden ist, dass 
dieselbe sich noch wesentlich vereinfachen lässt, wenn man statt 
der Grösse fG) die Grösse FG) einführt i 

Weil nämlich nach 37) und 64) meiner früheren Abhandlung 

F( *)— A‘)= -]^z(gl i (Af( 3 )) ? 


.» 1 « 




♦ # S 1 / 

' ' . . ’l 1 • 


(MO- 1 ))* 

NG~') 
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m 


und 


* < 


&S.2 ■ ' ' * '' 

91, C) _ iV(*)- (^ ( J))« 

1 ™. ~m= . ' 

' ■ '• ••• 

NU- 1 ) 

ist, so ist ... 

* _ • » I |» • » , « I 

3.(i) 3.(i) * 

w-A i) =-|y )) A‘)=*?m+|^, 

woraus leicht. ' 

3,(0+Sn 1 (0(j»( 1 )-A 1 ))=9»i(0(p(»)-F(0), 

* 1 * * , ' J ^ */ 

also nach dem Obigen » v % ‘ 

m 4^, ^(OWhTO)^ 

; ?i(0 ^ [ } * d« 1 ) df(») df( 8 ) dK*) . . . ÜKO 


folgt.' ’ ' • . ' k • |* »i. 

Nach den beiden Gleichungen 53) meiner früheren Abhandlung., 
in Verbindung mit den Gleichungen 52), erhält man die folgenden 
Gleichungen: : 

3(°)='l, . 1 .. 

3(i)= jVC 1 ), ■ 

3( a ) r= 3C 1 ) M*> - 3(°) (df(*))*, 

3( 3 ) = 3( a ) m- 3C 1 ) ( df(») ) a , 

v« . ^ * 

»’ U. 8. W. ! < • •* 

.{ • . • ». 1 

Vergleicht man nun diese Gleichungen mit den auf 8. 84. be- 
wiesenen Gleichungen: * 


• j > • 




I* - «3 1, ■* *• » '....< 

sn,( a )=iv(»), •••• ’ 

!»,( 8 )= ! 0 1 (*)m*)-S« 1 O(J!f(*))*, 

S«, (*) = 31, ( 3 ) NU) - 3), (*) ( M(*) )*, ' ■ 


U. 8. W. 


'. i .. in ■ , 


* * M» • t 


• W 


>• I . t. ».* . ' 


so ergiebt sich auf der Stelle 

^(i)=3(°), 9*i( a )=3( l ), ^i( 3 )=3(*), 9^iC 4 )=3( 5 )^ 

* 4 ' • 1 I • * . I v » * * » 1 t , « t I i* I . 1 }" ♦ I r I 1 . * 1 , ».* 

also allgemein 


12) 5R 1 C)=f3( < - , j-' 


> >\ 


< Weil nun aber nach der zweiten der Gleichungen 53) meiner 
früheren Abhandlung 

3e*- 1 )=s«(0 

ist, so ist auch 
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13 ) 31 ,( 0 = 91 ( 0 , 

und man kann also die Gleichung 11) auch auf folgende Art aus? 

1 4 / i , • k : • .. «WT 1,0 ; 9 •TV«' 1*«^ «Tll 

drucken : • • , ( i* . , 

■7(0 , , Ni _, 3( < - 1 )(p(0-f , (Q) 


Ol ».*• 


oder 


14) o,(0~ 1 ^ r ‘ * Af(0 JK») j*W J«( 4 ) • • . HCO’ 

i i 


, v(>) , . J%i „ . 91(0 (MO— #X0 ) ■ 

t: i 15) äv^oTv. ;• 


* *»• 
, I 




I. 


t : . 


V •• « . 

. •* fj{» 

I „ , i • 

, , 0'*»| - « • |‘»„t 


.( • i«' 




' V:- ’ ' 


I I** 


\ 


i \ 


LV. 


, > 


l 


LL1-. 


Heber eine Methode zur Bestimmung 
der Ausdehnung der Körper ;d«rch 

die Wärme. < 


!. 

1 !, 

• '.« / 


Yoh \ 


i 1 . V J * ■ 

dem Herausgeber. 


■f-*" 


• , * » . - • , • * * - , 

An die eine Wagschale einer* genauen Wage, deren Wag- 
schalen auf gewöhnliche Weise unten mit Häkchen versehen sind, 
hänge man mittelst eines feinen Faderts einen festen Körper, senke 
denselben in eine ; ihn nicht auflösende Flüssigkeit bei drei mög- 
lichst von einander verschiedenen Temperaturen t l3 i 2i hi die bei 
jedem der drei Versuche mit einem genauen Thermometer bestimmt 
werden müssen, ein* und lege jedesmal in die andere Wagschale 
so viele Gewichte G l9 G 2 , €p > dass die Wage im Gleichgewichte 
steht, beachte auch,, dass bei jedem der drei Versuche ein gleich 
grosser Theil des Fadens, an welchem der feste Körper hängt, in 
die Flüssigkeit ein^etaucht wird. ; ' < * 

Bezeichnen wir nun das Gewicht einer Volumeneinheit der 
Flüssigkeit bei der Temperatur 0 durch IY upd die cubische Aus- 
dehnung der Flüssigkeit für jeden Grad des Thermometers durch 
*; so sind, wie leicht erhellen wird, die Gewichte einer Volumen- 
einheit der Flüssigkeit bei den Temperaturen ^ ,fcj, t$ respective 

» • ; , r 1 • r [ ). r \ 

1 i fj J l"f 

i * v • 

Bezeichnen wir also ferner die Volumina des in die Flüssig- 
keit eingetauchten festen . Körpers i bei den Temperaturen t l , t 2 , 4 


/ 
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( * ' . '•'){* ' • 1 

respective durch V v , F 3 ; so sind die Gewichte der bei den 

drei Versuchen von dem eingetauchten Körper aus der Stelle verr 
triebenen Flüssigkeitsvolumina : 

• * v "(’mii • ’ v ' ’t 1 >v 

1 + X*1 ’ 1 + x/ 2 ’ 1 -h X<3 ’ 

und wenn wir nun das Gewicht* des Fadens durch g, den Gewichts- 
verlust des in die Flüssigkeit eingetauchten Theifs desselben in 
der Flüssigkeit, welchen wir wenigstens mit grosser Annäherung 
bei' allen drei Versuchen werden als gleich annehmen können, durch 
y bezeichnen ; so sind offenbar • • - 

»■ , py 

py n 

C2 +r+^T ( s ,- »' ) ’ 

py *' J 

Gs+t ^ r-(g-Y) 


+ x^ 

„*>;> v ? \ • ' >«•* 

naph einem- bekannten hydrostatischen Satze drei Ausdrücke für 
das wirkliche Gewicht des in die Flüssigkeit eingetaüchteo festen 
Körpers, wodurch wir die Gleichungen 

rv » 
rv 

= G t +^—(g- Y ) 


oder 




9 ' 


* 1 


i 1 • * - 


i+*tj 

, r , rF s 

= c »+I+*£-<?->'> . 


• • !• >’ W. i 1 r*FL"* *-*•.■* •'f'VL ' i; 

; .1 ••• • 

• * v '■**■ - • «* i« i t 


r<t t>i 




erhalten, . Bezeichnen wir nun aber die cubische Ausdehnung un- 
sers testen Körpers für jeden Grad > des ' Thermometers durch fi, 
und dessen Volumen bei der Temperatur 0 durch V, so ist; 

V . Fi=ia+K) FI F 4 =(t + rt) V, V t =?Xm*h) W • 
folglich nach dem Vorhergehenden 


* ‘ l>i *i « «» , 

» >: * 


, 6 * +r+ x^ r': - 62 + rv - 6 » + r+i^ ? y 

••••■»•> ■ ■> ! 't' v.' j>. ' "> t: • i •»' .* - t. 

Aus diesen Gleicjuxngen ergiebt sich , , , , , v t 

G '- G ‘=-(j%k~i7si) rr ' 

. ' ■' e '- <4 =-(i+SrHSi r f ! 


1 , , ■ *■» 
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also 


oder 


' l 1 
.*x \ 

^lz: JSm. -j. 

(r, i t "f* f*^l 1 

T ’ro _ t+** 

:• i * 


•'* t 1 


t _ 


H x ^a G| — 6; (l-f-^i)(i ~f x *a) — (f ~f x ^i)(l ~t {^ 2 ) 

6j — G3 (1 +fi^)(l -fx^) — (l + x^)(l-f ^^3) > 

• - j : / \j. , ’.v 

\ulso, wie man nach leichter Entwickelung findet : 

1 1 * '* i .* ' 


(1. i. x 


1 -f x/g 1 , Gi — G z _ ft — x fr ■— fr 

1 G| — 63 (t-r X -*• <3 

% ' 

. * • 
i 

1 | :f?| (r a fr"~ 

lrf »Ci ^ 63 • 

* . * \ , t « \ „ > i 

Aus dieser nur die eine unbekannte Grosse x enthaltenden . 
Gleichung erhält man ohne Schwierigkeit < • ' 


1) x 


(h — * 2 ) (Gi — G 3 ) (fr fr) (Gi — G 2 ) 


oder 


' ti ft - fc) (G\ - Ga) - *a «1 - « (G, - G 2 ) 

« : i t- '* « • • ' •• 1 1 : * 

(<« 


1 : 


, o\ / fe — fr) Gt -f(fr — ,fr) G 2 -KG — fr) G 3 \ 

». . . . ... fr,(fr"Tfr) Gi + fr (fr — fi) G a + hfh — fr) Gj f s . 

mittelst welcher Formel also x berechnet werden kann./ 

Nimmt man statt des Fadens, an 'welchem der bei den Ver- 
suchen gebrauchte feste Körper aufgehängt wurde, einen feinen 
Draht , legt den festen iKorper, nachdem nian x bestimmt hat, in 
die Wagschale , . an weicher derselbe vorher . aufgehängt wurde, 
lässt den Draht wieder eben so weit wie bei den ersten Versuchen 
in die Flüssigkeit hineinhängen und legt nun in die andere Wag- 
schale so viele Gewichte ‘C,!- bis d|e Wage im Gleichgewichte 
steht, so ist, insofern man, wenn der Körper nur klein ist, seinen 
Gewichtsverlust in -der Luft als unmerklicn vernachlässigen kann, 
sein wirkliches Gewicht offenbar G— und wir haben 
daher nach dem Obigen die drei folgenden Gleichungen: 

r • : * ^ * v 

. G-(#-y)fGi+Ä-(5r-y), 

,• .. vd> f r /• 1 . T f .< , .|m, , •• 

,1 '■ JTVX •* ”'•* 4 J r / * 4 «! 

-1 ’vi * I Girr- (^Try)== + .i'f 

■ ‘ 1 1 ! . 4 * **i'**«i in *!• 


»l’> n.i 


* * * J • % * i 1 j * 1 * 


rr. 


G— (g — r )=G — (j, — y); 

also, wenn man für V l9 V z , V 3 ihre aus dem Obigen bekannten 
Ausdrücke setzt: 


\ 
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G =«*+rrS rr ''’ 


i i 


AU» ist t , t 


+ *<* 

G = G »+r*§ r * 

* - 1 * i**‘ ‘ 


1 t 


' I i ;* • j 1 i 


! \ 


oder 


also 


G—Gi 1-f 1-f ph 

ö— 

• GrrGi 1 -fr »fr Hrt 1 '■ 

G— Gi ~ l + l + ; 

\ 

1-ffdt t + ntj . G — Gi t 

1 -f 1 “f" st® 

l + pt* ; -tifjfc ff*--^** * .i 

• \. 


,v 


«.*«*• 




•r i 


>* ,»J 1 M 


3 ) 


(l-fr^HS— £,)— (l-f«4)(C-Ct )' } 

ts(l + *^)(G — Gj) — ti (1 +X<i) ( G — G 2 ) 

„„ (1 + *<i)(G— G,) — ( l + *t>)(G— G 3 ) 

+ *<.) (G- G,) — f,(l+*t*)(G— G*) ' 

* * % < - V * ' ' * 


Hat man bei irgend einer bestimmten Temperatur % das Vo- 
lumen 93 des bei den Versuchen angewandten festen Körpers durch 
wirkliche Abmessungen ermittelt, so ist ' ^ 

. *' -äp=. ( i +(tt)r, »uo r= •' 

folglich nach dem Obigen, wie man leicht findet: \ ^ 

"«Uri -vi+*<i G==G,‘ ' r ' 

r=c?(i>fyT) M • — ’ , ». »• • .. • 

i Kjr” ! r*.\ .;*iTW, . fP-xUiJäi: :-i . .i 

« - -M v 14 * 1 * G^^Ga • 1 . drir-ild* ; ♦. 

• J <'*1 1 . b* 1 ^ j ! gjTn> -•».!*>. «• 

* a ^ t ,1 v kIO M'iii d-h.'i.' *»*. 


4 ' •• tri yiuiu l*?^l 1 

1 / * i 

. ;tc t j .1m<| 

• t ■ 

\ _i( lli iT* 


r=( i+pr) 


l + ** 3 G- G 3 
!+/*<*■ ® 


wodurch also auch das Gewicht einer Volumeneinheit der Flüssig- 
keit bei der Temperatur 0 bestimmt ist. 

Wie man aus der cubischen Ausdehnung die lineare findet, 
braucht hier nicht weiter erörtert zu werden. 


— » ■* * « \ m - 


I ‘ \ 




f‘»i> 


! * • \ ' 


. i -iTjI nGfii im v . A' 
:1xW"* **.l ‘*i :!.>»/ 



\ 
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Wenn die Grossen R, cp, 7p aus den drei Gleichungen A=z 
R cos cp cos 7p, B—R sin cp cos 7p, C=R sin tD bestimmt werden 
sollen, so winKdabei gewöhnlich noch die*Erfüllung der Bedingung 
verlangt, dass R positiv werde. Soll diese Bedingung erfüllt wer- 
den, so muss man die Winkel cp, 7p auf eine bestimmte Weise 
nehmen. Da sichere Regeln hierfür gemeiniglich nicht gegeben 
werden, so wollen wir dieselben hier einmal im Folgenden zusam- 
menstellen , indem wir dabei zugleich von der Annahme ausgehen, 
dass cp immer positiv und von 6 bis 360°, dagegen t p positiv und 
negativ, aber rücksichtlich seines absoluten Werths nur von 0 bis 
90° genommen werden soll. Wollte man auch 7p stets positiv und 
von 0 bis 360° nehmen, so würden die Regeln anders ausfailen, 
werden sich aber, nach Anleitung .des Folgenden, immer leicht 
aufstellen lassen , was auch zu zweckmässigen Uebupgen im 
Gebrauche der Zeichen beim trigonometrischen Unterrichte Veran- 
lassung geben kain. 

Zur Bestimmung von cp hat man die Formet , 

\ *» v 
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.. tang ip r+n ! ♦ 


< A 
* • * 


\ » 


rV! I 
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Zur Bestimmung von i p hat man 


f* «.8» li 


c c :>• l 

tang 7p = j- cos 9 = -g sm cp, \ . 
und R ergiebt sich mittelst der Formeln 


R = 


\ 


cos cp cos 7p sin <p cos 7p . sin 7p' 


Soll nun R positiv werden, so müssen die Winkel cp, 7p unter 
den oben gemachten Voraussetzungen auf folgende Art genom- 
men werden: 
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A, B, C 

+ + +: 0 < 9 >< 90®, 0<ifr<*90«; 
f + — : 0 <<p< 90«, 0>r/»>-90«; 

- + + : 90*<9><180°, 0<^< + 90°j 

- + - : 90°<g><180°, 0>i/<>— 90°; 

- - - + : 180°<9><270«, 0<r|>< + 90»; 

- - — : 180®<g><270«, 0>r/»>-90«; 
+ - + : 270%5K360°, 0<i/>< + 90»; 
f - - : 270»<|<360®, 0>^>-90°. 


» < 

Nach einer Bemerkung des Herrn J. A. Serret in Liouvil- 
le’s Journal de Mathematiques. T. IX. p. 436. kann das 
im Archiv. ThI. IV. S. 116. besprochene bestimmte Integral 
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Sehr leicht auf folgende Art gefunden werden. <! ;i 
mI Man setze #==:tangqp, so ist 9> = Arctang#, und folglich 

• I i • j I l;!i l.'ilff :!*•» ’j ••»>»» ! . > ,i*> 'ii U t» * . • . 


ottuUu i /. vdi u< / >1 »■ ■>’. dx v' ^ molmi . . i. : 
» / -« * i dtp /■ <« * i i jh <«' 

Also ist offenbar • * i; 

* ' / . - • < • • *,,* « ,1 t.s 1 1' tf* •>* . » * 

,iii h ,v os. , 


I 1-f# 2 T # i.i ; Vifix, # • cos<p . y 




1 + 

/ *4 


cos 

(»•'>♦« H» i;{* ’ *}> 

, , >* . J/K- ■ • 

®9’+/ §.n,,-fv»9*bpi ■ 

* a . ^ 

Aus der Natur der bestimmten Integrale erhellet aber sehr 

leicht, dass 


* • * ^ 1 t - 

j **j. 


ist. Also ist 


r i* fi 

§ lco8cpdq)= I 

J o * »ii* .v - • Jo 
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*(1+*) \ n „ * 

S-&=g/2, 


wie a. a. O. gefunden worden ist. 
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